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Vorwort 


Das  vorliegende  Buch  soll  den  niit  den  Grundbegi'iffen  der 
Differential-  und  Integral-Rechnung  vertrauten  Leser  in  das  Gebiet 
der  Optik  derart  einführen,  dass  er  auch  die  Ziele  und  Resultate 
der  neuesten  Forschung  verstehen  und  an  der  Hand  der  Original- 
arbeiten ins  Einzelne  verfolgen  kann. 

Dieses  Buch  ist  entstanden  auf  Wunsch  des  Verlegers,  dem 
ich  aber  gern  entsprochen  habe,  weil  auch  ich  seine  Ansicht  theilte, 
dass  ein  das  ganze  Gtebiet  umfassendes  modernes  Lehrbuch  fehlte, 
und  weil  ich  für  mich  selbst  durch  die  Vertiefung  des  Ueberblicks, 
zu  dem  das  Niederschreiben  eines  Buches  nöthigt,  Anregung  zu 
eigenen  neuen  Ideen  erhoffte.  Einige  derselben  habe  ich  im  IL  und 
ni.  Abschnitt  der  physikalischen  Optik  verwendet,  im  Uebrigen 
habe  ich  lediglich  schon  publicirte  Resultate  möglichst  einfach 
darzustellen  gesucht.  Da  ich  die  Form  eines  Lehrbuches,  nicht 
eines  Handbuches  im  Auge  hatte,  so  ist  eine  Anhäufung  von 
Literaturcitaten,  aus  denen  man  die  historische  Entwickelung  des 
betreffenden  Arbeitsfeldes  ersehen  könnte,  vermieden  worden.  Die 
wenigen  Citate,  die  ich  aufgenommen  habe,  sollen  wesentlich  dem 
Leser  zur  näheren  Information  an  denjenigen  Stellen  dienen,  welche 
im  Texte  nur  kurze  Darstellung  finden  konnten,  besonders  bei  den 
neueren  Untersuchungen,  welche  noch  nicht  Eingang  in  die  Hand- 
bücher gefunden  haben. 

Um  den  Contact  mit  dem  Experiment  zu  wahren  und  zum 
Zwecke  der  möglichst  einfachen  Darstellung  des  Gebietes  habe  ich 
einen  synthetischen  Gang  gewählt.  Die  einfachsten  Experimente 
fuhren  zur  geometrischen  Optik,  in  ihr  macht  man  die  wenigsten 
Voraussetzungen  über  die  Natur  des  Lichtes.  So  habe  ich  mit  der 
Darstellung  der  geometrischen  Optik  begonnen,   wobei  ich  mich 


IV  Vorwort. 

stark  angelehnt  liabe  an  die  vortrefflichen  Zusaninienstellun^en 
von  Czapski  in  Winkelmann's  Handbuch  der  Pliysik  und  von  Lunnner 
in  der  9.  Auflage  des  Müller-Pouillefschen  Lelirbuches. 

Der  darauf  folgende  I.  Abschnitt  der  physikalischen  Optik 
behandelt  nur  die  allgemeinen  Eigenschaften  des  Lichtes,  denen  zu 
Folge  man  im  Licht  auf  eine  periodische  Zustandsänderung  schliesst, 
welche  sich  in  Transversal -Wellen  mit  endlicher  Gescliwindigkeit 
ausbreitet  In  diesem  Abschnitt  habe  ich  als  wichtige  Fortschritte, 
die  in  den  bisherigen  Büchern  meist  fehlen,  aufgenommen  die 
Sommerfeld'sche  strenge  Lösung  des  einfachsten  Falles  der  Beu- 
gung, die  geometrische  Darstellung  der  Fresnel'schen  Integrale 
durch  Cornu,  und,  als  experimentell  bedeutender  Fortschritt,  die 
Michelson'schen  Glasplattenstaffeln. 

Erst  im  II.  Abschnitt  wird  zur  Darstellung  der  optischen  Eigen- 
schaften der  verschiedenen  Körper  eine  weitere  Vertiefung  der 
Hypothese  über  die  Natur  des  Lichtes  nothwendig.  Dem  Zwecke 
des  Buches  entsprechend  habe  ich  die  mechanisclien  Lichttheorien 
nur  wenig  erwähnt,  dagegen  die  elektro-magnetische  Lichttlieorie, 
welche  die  einfachste  und  consequenteste  Darstellung  der  optiselien 
Eigenschaften  ermöglicht,  in  folgender  Form  durchgeführt: 

Bezeichnet  man  mit  X,  F,  Z  bezw.  et,  ß,  y  die  Componenteii 
der  elektrischen  bezw.  magnetischen  Kraft  (erstere  elektrostatisch 
gemessen),  ferner  mit  jr,  jy,  jx  bezw.  .«fj-,  %,  sx  die  Componenten  der 
elektrischen  bezw.  magnetischen  Stromdichte,  d.  h.  der  Anzahl  von 
elektrischen  bezw.  magnetischen  Kraftlinien,  welche  durch  eine  re- 
lativ zum  Aether  ruhende  Flächeneinheit  in  der  Zeiteinheit  hindurch 
treten,  dividirt  durch  4jtj  so  gelten  stets,  falls  c  das  Verhältniss 
des  elektrostatischen  zum  elektromagnetischen  Maassystem  be- 
zeichnet, die  Grundgleichungen: 

4njy  ^öy  _hß    ^^       47ijx  ^^  _^Z  ^^ 

Die  Anzahl  der  Kraftlinien  wird  in  der  [üblichen  Weise  de- 
finirt.  —  Die  besonderen  optischen  Eigenschaften  der  Kiirper  njachen 
sich  nun  erst  geltend  in  den  Gleichungen,  welche  die  elektrische 
bezw.  magnetische  Stromdichte  mit  der  elektrischen  und  majrneti- 
schen  Kraft  verbinden.  Wir  wollen  diese  Gleichungen^als  „KcirpcM- 
Gleichungen*'  von  den  hingeschriebenen  „Grundgleichungen**  unter- 
scheiden. Da  die  „Körper-Gleichungen**  auch  für  inhomogene  K(>rp(M' 
aufgestellt  werden,  d.  h.  für  solche,  deren  Eigenschaften  Functionen 
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des  Ortes  sind,  und  da  die  „Gnindgleichungen"  in  jedem  Falle 
gelten,  so  gewinnt  man  ausser  den  DiÖ'erentialgleichungen  für  die 
elektrische  bezw.  magnetische  Kraft  auch  sofort  die  an  den  Körper- 
oberfiächen  zu  erfüllenden  Grenzbedingungen. 

Bei  der  Aufstellung  der  „Grund-  und  Körper-Gleichungen"  bin 
ich  wiederum  synthetisch  vorgegangen,  indem  ich  sie  aus  den  ein- 
fachsten elektrischen  bezw.  magnetischen  Experimenten  ableitete. 
Per  Gang  konnte  hier,  da  das  Buch  vorwiegend  Optik  behandeln 
soll,  nur  flüchtig  skizzirt  werden,  betreffs  ausführlicherer  Ableitung 
verweise  ich  auf  mein  Buch  „Physik  des  Aethers  auf  elektro- 
magnetischer Grundlage"  ^Enke,  1894).  —  Auf  diesem  Wege  ge- 
langt man  zunächst  zu  keiner  Erklärung  der  Dispersionserschei- 
nungen, da  die  rein  elektrisch-magnetischen  Experimente  nur  auf 
ich  möchte  sagen  makro-physische  Körpereigenschaften  schliessen 
lassen.  Zur  Erklärung  der  optischen  Dispersion  ist  eine  Hypothese 
über  die  mikro-physischen  Eigenschaften  der  Körper  zu  machen. 
Als  solche  habe  ich  die  von  Helmholtz  eingeführte  Ionen-Hypothese 
benutzt,  weil  sie  mir  der  einfachste,  anschaulichste  und  consequen- 
teste  Weg  zu  sein  scheint,  um  ausser  der  Dispersion,  Absorption 
und  natürlichen  Circularpolarisation  auch  die  magneto-optischen 
'Eigenschaften  und  die  optischen  Eigenschaften  bewegter  Körper 
darzustellen.  Gerade  diese  beiden  zuletzt  genannten  Kapitel  glaubte 
ich  mit  aufnehmen  zu  müssen,  da  das  erste  durch  die  wichtige  Ent- 
deckung Zeemann's  neues  Interesse  gewonnen  hat  und  das  zweite 
durch  H.  A.  Lorentz  zu  einem  ebenso  übersichtlichen,  wie  eleganten 
Abschluss  geführt  worden  ist.  Ich  habe  diese  Theorie  von  Lorentz 
durch  Elimination  aller,  für  die  Optik  entbehrlichen  Grössen  zu 
vereinfachen  gesucht.  Hinsichtlich  der  magneto-optischen  Eigen- 
schaften habe  ich  darauf  hingewiesen,  dass  man  sie  im  Allgemeinen 
nicht  allein  dadurch  erklären  kann,  dass  die  bewegten  Ionen  im 
Magnetfeld  seitlich  ablenkende  Kräfte  erfahren,  sondern  dass  in 
den  stark  magnetisirbaren  Metallen  die  Ionen  auch  in  einer  be- 
ständigen Bewegung  sein  müssen,  welche  die  Wirkung  von  Am- 
pere'schen  Molecularströmen  besitzt.  Damit  wird  zugleich  auch  die 
bisher  unvollständig  beantwortete  Frage  erledigt,  weshalb  die 
Magnetisirungs-Konstante  des  Eisens  und  überhaupt  aller  Körper 
für  Lichtschwingungen  gleich  der  des  freien  Aethers  anzunehmen  ist. 

Die  Anwendung  der  Ionen-Hypothese  führt  ferner  zu  einigen 
neuen  Dispersionsformeln  für  die  natürliche  und  magnetische  Drehung 
der  Polarisationsebene,  die  experimentell  bestätigt  werden;  ferner 
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führt  die  Ionen-Hypothese  bei  den  Metallen  zu  Dispei  sionsformeln, 
die  die  Continuität  der  optischen  und  der  elektrischen  Eigenschaften 
der  Metalle  wesentlich  durch  die  Ti-ägheit  der  Ionen  darlegen  und 
ebenfalls  in  dem  bisher  allerdings  noch  sehr  beschränkten  Beobach- 
tungsintervall bestätigt  werden. 

Der  IL  Abschnitt  des  Buches  beschäftigt  sich  mit  der  Ver- 
knüpfung der  Optik  nüt  der  Thermodynamik  und  (im  3.  Kapitel) 
mit  der  kinetischen  Gastheorie.  Theoretisch  wurde  hier  durch 
Kirchhoff,  Clausius,  Botzmann  und  W.  Wien  Bahn  gebrochen,  und 
die  vielen  fi'uchtbaren  experimentellen  Untersuchungen  über  die 
Strahlung  der  Körper,  welche  in  neuerer  Zeit  unternommen  wurden, 
zeigen  deutlich,  dass  Theorie  und  Experiment  durch  gegenseitige 
Anregung  zur  besten  Blüthe  sich  entfalten. 

Von  dieser  Ueberzeugung  durchdrungen,  habe  ich  auch  dies 
Buch  geschrieben,  indem  es  die  Theorie  weiteren  Kreisen  zugäng- 
lich zu  machen  sucht,  die  sich  nicht  mit  dem  zum  Theil  zeitraubenden 
Studium  der  Originalarbeiten  befassen  wollen.  Auf  Vollständig- 
keit, wie  sie  das  ausgezeichnete  Lehrbuch  von  Mascart  oder  Winkel- 
mann's  Handbuch  erstreben,  kann  ich  dabei  keinen  Anspruch  machen; 
ich  habe  manche  interessanten  und  wichtigen  Gebiete  optischer 
Forschung  der  Kürze  halber  nicht  behandelt.  Meine  Absicht  ist 
hier  erreicht,  wenn  diese  Blätter  den  Leser  in  der  Ansicht  be- 
stärken, dass  die  Optik  nicht  ein  altes,  abgearbeitetes  Gebiet 
der  Physik  ist,  sondern  dass  auch  hier  frisches  Leben  pulsirt,  zu 
dessen  weiterer  Ernährung  beizutragen  für  jeden  Einzelnen  lockend 
sein  muss. 

Herr  stud.  F.  Kiebitz  hat  mich  beim  Lesen  der  Correcturen 
wirksam  unterstützt. 

Leipzig,  Januar  1900. 
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GEOMETRISCHE  OPTIK. 


Drnde,  Lehrbuch  d.  Optik. 


Es  giebt  ein  grosses  Gebiet  von  Lichterscheinungen,  —  und 
darunter  befinden  sich  gerade  diejenigen,  welche  die  weitgehendste 
praktische  Anwendung  gefunden  haben,  —  die  auf  vier  Fundanien- 
talgesetzen  des  Lichtes  beruhen.    Diese  sind: 

1.  die  geradlinige  Ausbreitung  des  Lichtes, 

2.  die  Unabhängigkeit  der  Theile  eines  Lichtbündels  von  einander, 

3.  das  Keflexionsgesetz, 

4.  das  Brechungsgesetz. 

Diese  vier  Gesetze  bieten  sich  als  Erfahrungsthatsachen  der 
Beobachtung  leicht  dar. 

Wenn  man  sie  zum  Ausgangspunkt  der  Betrachtung  macht, 
ohne  andere  Eigenschaften  des  Lichtes  in  Rücksicht  zu  ziehen,  so 
erhält  man  Aufschluss  über  gewisse  geometrische  Beziehungen 
bei  den  Lichterscheinungen,  da  jene  vier  Fundamentalgesetze  sich 
ebenfalls  nur  auf  geometrische  Bestimmungen  der  Lichtausbreitung 
beziehen.  Jene  Fundamentalgesetze  bilden  daher  die  ausreichende 
Grundlage  für  die  sogenannte  geometrische  Optik,  und  man 
braucht  zum  folgerichtigen  Aufbau  derselben  keine  besonderen 
Hypothesen  heranzuziehen,  welche  näher  auf  die  Natur  des  Lichtes 
eingehen. 

Im  Gegensatz  zur  geometrischen  Optik  steht  die  physikalische 
Optik,  welche  andere  als  rein  geometrisclie  Eigenscliaften  des 
Lichtes  behandelt,  und  welche  nälier  auf  das  physikalische  Ver- 
halten der  verschiedenen  Körper  gegenüber  den  liicliterscheinungen 
eingeht.  Zur  bequemen  Zusammenfassung  dtn*  grossen  Mannig- 
faltigkeit dieser  Erscheinungen  hat  man  mit  bestem  Erfolge  be- 
sondere Hypotliesen  über  die  Natur  des  Liclites  ersonnen. 

Vom  Standpunkte  der  physikalisclien  Optik  aus  erscheinen  die 
vier  angefülii1;en  Fundamentalgesetze  der  geometrischen  Optik  nur 
als  allerdings  meist  sehr  weitgeliende  Annäherungsgesetze.  Es  lässt 
sich  aber  wohl  angeben,  welches  der  Giltigkeitsbeieich  der  geo- 
metrischen Optik  ist,  d.  h.  unter  welchen  Umständen  ihi*e  Folge- 
rungen von  der  "Wirklichkeit  eine  merkbare  Abweichung  besitzen. 

1* 
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An  diesem  Umstände  muss  man  stets  festhalten,  wenn  man  in 
der  geometrischen  Optik  sich  nicht  auf  einem  Uebungsfelde  der 
reinen  Mathematik,  sondern  in  einer  wirklicli  physikalischen  Disci- 
plin  bewegen  will.  Die  wirklich  vollständige  Theorie  der  optischen 
Instrumente  lässt  sich  nur  vom  Standpunkte  der  physikalischen 
Optik  aus  entwickeln. 

Da  aber,  wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde,  die  Gesetze  der 
geometrischen  Optik  in  den  meisten  Fällen  eine  sehr  grosse  An- 
näherung an  die  Wirklichkeit  besitzen,  so  erscheint  es  gerecht- 
fertigt, zunächst  diese  geometrisch-optischen  Gesetze  bis  zu  ihren 
Consequenzen  in  complicirteren  Fällen,  wie  sie  z.B.  in  den  optischen 
Instrumenten  vorhanden  sind,  zu  entwickeln. 


Kapitel  I. 

Die  Fundamentalgesetze. 

1.  Directe  Erfahrungen.  Unter  den  directen  Erfahrungen 
sollen  die  vier  eben  angefühiien  Grundgesetze  verstanden  werden. 

Die  geradlinige  Ausbreitung  des  Lichtes  wird  bewiesen 
durch  den  Schatten,  den  eine  kleine  (punktlurmige)  Lichtquelle  P 
von  einem  undurchsichtigen  Gegenstande  auf  einem  Schirme  S  ent- 
wirft. Hat  d(^i-  undurchsichtige  Gegenstand  ein  Locli  L,  so  findet 
man  die  Schattengreiize  auf  dem  Scliirme  S  als  Durclisclniitt  von 
S  mit  einem  Kegel,  dessen  Spitze  in  der  Lichtquelle  F  liegt,  und 
dessen  Mantel  durch  die  Umgi'enzung  des  Loches  L  geht. 

Wenn  man  das  LocliL  kleiner  maclit,  so  zieht  sich  die  Schatten- 
grenze auf  dem  Scliirme  S  zusammen.  SUt  wird  aber  unscharf, 
wenn  das  Loch  L  sehr  klein  (unter  1  mm  etwa)  wiid;  nach  Punkten 
des  Schirmes  5,   welche  innerhalb  des  geometrischen  Schattens 
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liegen,  gelangt  noch  Liclit  von  der  Quelle  P.  Es  ist  zwar  zu  be- 
rücksichtigen, dass  eine  streng  punktfönnige  Lichtquelle  P  nie 
herzustellen  ist,  und  dass  schon  wegen  der  Ausdehnung  der  Quelle 
P  die  Schattengrenze  keine  absolut  scliarfe  sein  kann,  auch  wenn 
sich  das  Licht  geradlinig  ausbreitet  (Kernschatten  und  Halbscliatten). 
Indess  ist  bei  einem  sehr  kleinen  Loche  L  (von  etwa  Vio  "*"^  Grösse) 
die  Lichtausbreitung  hinter  L  auf  dem  Schirme  S  so  weit,  dass 
sicher  in  diesem  Falle  keine  geradlinige  Ausbreitung  des 
Lichtes  vorliegt. 

Dieselben  Resultate  erhält  man,  wenn  man  die  Lichtausbreitung 
anstatt  mit  Hülfe  eines  Loches  L  in  einem  undurchsiclitigen  Gegen- 
stande durch  den  Schatten  studiii,  den  ein  undurchsiclitiger  Gegen- 
stand S'  auf  dem  Schirme  S  entwirft.  Ist  ^  genügend  klein, 
so  findet  keine  geradlinige  Ausbreitung  des  Lichtes  von  P  aus  statt. 
Man  muss-also  daran  festhalten,  dass  das  Gesetz  von  der  gerad- 
linigen Ausbreitung  des  Lichtes  nur  dann  gilt,  wenn  die  freien 
Oeifnungen,  durch  welche  das  Licht  hindurchtritt,  oder  die  Schirme, 
welche  den  Durchtritt  des  Lichtes  verhindern,  nicht  zu  klein  sind. 

Um  die  Ausbreitung  des  Lichtes  von  einer  Quelle  P  aus  nach 
einem  Schirme  S  hin  anschaulich  zu  bezeichnen,  pflegt  man  zu 
sagen,  dass  P  Lichtstrahlen  nach  S  entsende.  Der  Weg  eines 
Lichtstrahles  wird  dadurch  definii-t,  dass  seine  Wirkung  auf  S 
nur  durch  ein  Hinderniss  abgeschnitten  wird,  welches  auf  der  Bahn 
des  Lichtstrahls  selbst  liegt.  Bei  geradliniger  Ausbreitung  des 
Lichtes  sind  also  auch  die  Liclitstrahlen  gerade,  z.  B.  wenn  das 
Licht  sich  von  P  aus  durch  ein  nicht  zu  kleines  Loch  L  eines 
undurchsichtigen  Gegenstandes  ausbreitet.  In  diesem  Falle  pflegt 
man  zu  sagen,  dass  P  ein  Bündel  gerader  Lichtstrahlen  durch  L 
hindurchsende. 

Da  bei  Verkleinerung  von  L  die  Lichtwirkung  auf  einem 
Scliirme  S  sich  so  darstellt,  als  ob  für  gewisse,  von  P  ausgesandte 
Lichtstrahlen  die  Wirkung  auf  S  einfacli  aufgehoben  ist,  während 
sie  für  die  anderen  Lichtstrahlen  unverändert  geblieben  ist,  so 
sind  die  Theile  eines  Lichtbüudels  unabhängig  von  ein- 
ander. 

Ajich  dieses  Gesetz  besteht  nicht  mehr,  wenn  die  Verkleinerung 
des  Loches  L  zu  weit  geht.  Dann  hört  aber  überliaupt  der  Begiift* 
der  geraden,  von  P  fortgepflanzten  Lichtstrahlen  auf 

Die  Lichtstrahlen  sind  also  ein  zweckmässig  eingefülirter  Be- 
giift*, man  kann  aber  nicht  einen  einzelneu  Lichtstralil  isoliren  und 
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SL'iiii'  l)hysik{ilis<*li(i  Existenz  iiacliwciscm.  ])<»nn  j(»  mehr  man  durch 
Verengcrnnjü^  eines  Li(*htsti'ahh*nbün(i(»ls  diesem  Ziele  zustrebt,  um 
so  weniger  breitet  sich  das  Lielit  «reradlinig  aus  und  um  so  mehr 
verliei't  der  Bejrrift'  den*  Tjiclitstralih»n  seine  physikaliselie  Bedeutung. 

Wenn  die  Homogenität  des  Kanmes,  in  welchem  sich  die 
Liclitstiahlen  befindtm,  gestih't  wird  dnirli  (»inen  eingelagerten 
Kr»rper,  so  erfahren  die»  Lichtstrahlen  an  seiner  Obei*fläche  plotz- 
lich(^  Riclitungsänderung(»n:  der  Liclitstrahl  spaltet  sich  in  zwei, 
einen  n^flectirten  und  (»inen  gt'broclieiu^n  Strahl.  —  Ist  die  Oberfläche 
(l(\s  Krnpers,  welclu*  von  dem  Liclitstrahl  getroffen  wird,  eine  Ebene, 
so  neinit  man  die  durch  die  Normah»  A'(li(»ser  Ebene  und  den  Licht- 
sti-alil  geh'gte  Eben(^  dit»  Einfallsebene,  d(ni  Winkel  zwischen 
jenen  beid«*n  Richtungen  (hni  Einfallswinkel  {q)\ 

Es  bestehen  die  Gesetzt»:  Der  reflectirte  und  der  ge- 
brochen«» Strahl  liegen  ebenfalls  in  der  Einfftllsebene, 
der  R(;flexi()ns wi nkel  (Winkel zwischen  A'und  i-eflectiilxmi  Strahl) 
ist  gleicli  dem  Einfallswinkel,  der  Brechungswinkel  q> 
(AN'inkel  zwischen  X  und  gebroch(»nenk  Strahl)  steht  mit  dem 
Einfallswinkel  ff  in  der  Beziehung: 

(1)  ---V  =  M, 

^  Stil    if'  ' 

wobei  n  füi'  (»in«^  b(»stimmte  Farbe  des  Tjichtes  in'ne  Omst^inte  ist, 
und  der  Br(»(:hungS(»xponent  (oder  Brechungsindex)  des  K(»rper8 
g(»gen  seine  Umgebung  genannt  wird.  —  W(.»nn  nichts  anderes  be- 
merkt ist,  wollen  wir  unter  w  den  Bi'echungsexpcmenten  gegen  Luft 
versti»lien.  —  F\\v  alle  gut  durchsiditigen,  flüssigen  und  festen 
Köi'pcr  ist  derselbe  grösser  als  1. 

Ist  (»in  Kruper  .i  dui-ch  eine  diiniu»,  phinparallele  Platt«  eioes 
anderen  ICrirpers  //  von  dei*  Luft  getrennt,  so  wird  das  Licht  an 
])(»idi*n  Greiizfläclien  dei-  J*latt(»  gebroclien  entsprechend  der  Formel 
(1)  Jiach  den  (i(.*setzen: 

sin  <f    sin  ip    

sm  tf  mit  (p 

wnbei  (/  ilvu  Einfallswinkel  des  Lichtes  in  Luft,  r/.'  den  Brechungs- 
winkel im  Fvörper  /?,  *//'  (h»n  Bi-cchungswinkel  im  Körp(*r  A,  nb 
den  Brecliungsexpinienten  von  li  geg(»n  Luft,  nah  den. Brechungs- 
index Von  -I  gegen  H  bed("Ut("t.    Es  ist  daher 

sin  (p 

tt  =  Hl)  •  )lah» 
Sin  (p 
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Wenn  die  Platte  des  Körpers  B  unendlich  dünn  wird,  so  bleibt 
diese  Formel  bestehen ;  der  Fall  unterscheidet  sich  dann  aber  nicht 
mehr  von  dem  zuerst  betrachteten,  dass  eine  einfache  Brechung 
des  Lichtes  von  Luft  gegen  den  Körper  Ä  stattfindet.  Die  letzte 
Formel  liefert  also  durch  Vergleichung  mit  (1),  wenn  wir  den 
Brechungsindex  von  A  gegen  Luft  mit  w»  bezeichnen: 

na  =  nfr  •  «afc, 

oder  (2) 

n(ib  =  na:  nh^ 

d.  h.  der  Brechungsexponent  von  A  gegen  B  ist  gleich  dem 
Verhältniss  der  Brechungsexponenten  von  ^  und  j5  gegen 
Luft 

Wenn  wir  den  Fall  betrachtet  hätten,  dass  eine  unendlich 
dünne  Platte  A  auf  dem  Körper  B  läge,  so  würden  wir  durch  die- 
selbe Schlussweise  erhalten: 

nha  =  nb  :  na* 
Es  ist  also 

nab  =  1  :  flbay 

d.  h.  der  Brechungsindex  von  A  gegen  B  ist  gleich  dem 
reciproken  Werthe  des  Brechungsindex  von  B  gegen  A. 

Das  Brechungsgesetz  (1)  erlaubt  daher  nun  den  Schluss,  dass 
man  auch  g)'  als  Einfallswinkel  im  Körper,  g)  als  Brechungswinkel 
in  seiner  Umgebung  (Luft)  betrachten  kann,  d.  h.  dass  der  Sinn 
der  Lichtausbreitung  auch  ohne  Aenderung  der  Strahlen- 
richtungen umgekehrt  werden  kann.  Bei  dem  Keflexions- 
gesetz  ist  dies  Princip  der  Umkehrbarkeit  der  Lichtwege  ebenfalls 
giltig,  wie  hier  ohne  Weiteres  ersichtlich  ist. 

Man  erhält  daher  das  Brechungsgesetz  (1)  beim  Uebergang 
des  Lichtes  von  einem  Körper  A  zu  einem  Körper  B  oder  umge- 
kehrt in  der  symmetrischen  Form: 

Ua  •  sin  (pa  =  nb '  sin  cpb,  (3) 

wobei  g)a  und  g>b  die  Winkel  des  Lichtstrahls  im  Körper  A  bezw.  B 
gegen  die  Normale  N  der  Trennungsfläche  bedeuten,  und  w«  bezw. 
rib  die  Brechungsexponenten  der  beiden  Körper  gegen  irgend  einen 
di'itten  Vergleichskörper,  z.  B.  Luft,  oder  auch  gegen  den  luftleeren 
Raum,  das  Vacuum. 

Was  letzteren  anbelangt,  so  unterscheidet  sich  der  Brechungs- 
exponent n  eines  Körpers  gegen  Luft  nur  sehr  wenig  von  dem 
Brechungsexponenten  no  gegen  das  Vacuum.    Nach  (2)  muss  sein: 

tio  =  n  :  n\  (4) 
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wobei  //  den  Bi'ecdiuiigsindex  des  Vacuuins  gegen  Luft  bedeutet  Der- 
selbe liat  bei  Atiuospliärendruck  und  0  Grad  Temperatur  den  Werth 

(5)  n  =  1  :  1,00029. 

Nacli  dem  Brechungsgesetz  (3)  giebt  es  zu  jedem  einfallenden 
Lichtstrahl  {(pa)  nur  dann  einen  gebrochenen  Strahl  {(pb),  falls 
ua  <  nb  ist.    Ist  das  Umgekehrte  der  Fall  {ua  >  m),  so  wird  für 

(6)  sin  (pa^  — 

sin  ^fc  >  1 ,  d.  h.  es  giebt  keinen  reellen  Brechungswinkel  q^h.  Dann 
tritt  an  der  Gi-enztläche  keine  Brechung,  sondern  nur  Reflexion 
ein.  Im  reflectirten  Strahl  muss  jetzt  die  ganze  Wirkung  des  ein- 
fallend<?n  Strahles  enthalten  sein;  daher  bezeichnet  man  diesen 
Fall  als  Totalreflexion. 

In  welcher  Weise  sich  in  den  anderen  Fällen  (partielle 
Reflexion)  die  Wirkung  des  einfallenden  Strahles  auf  den  reflec- 
tirten und  gebroclienen  Strahl  vertheilt,  wird  in  der  physikalischen 
Optik  (im  II.  Abschnitt,  Kapitel  II)  näher  betrachtet  werden.  Hier  mag 
die  Bemerkung  genügen,  dass  im  Allgemeinen  bei  durclisichtigen  Kör- 
pern der  gebi'ochene  Strahl  weit  mehr  Lichtwirkuug  enthält,  als 
der  reflectiii;e.  Nur  bei  den  Metallen  findet  sich  in  letzterem  fast 
die  volle  Wirkung  des  einfallenden  Strahles.  Es  ist  übrigens  zu 
bemerken,  dass  bei  so  stark  undurchsichtigen  Körpern,  wie  den 
Metallen,  das  Reflexionsgesetz  wohl  bestehen  bleibt,  das  Brechungs- 
gesetz aber  in  der  Form  (1)  oder  (3)  nicht  mehr  giltig  ist  Auch  dieses 
soll  später  näher  betrachtet  werden  (im  IT.  Abschnitt,  Kapitel  IV). 

Im  Licht  empfinden  wir  verschiedene  Qualitäten:  die  Farben. 
Der  Brechungsindex  hängt  von  der  Farbe  ab,  er  wird  (gegen  Luft 
gemessen)  bei  allen  gut  durchsichtigen  Körpern  gi'össer  von  rotli 
über  gelb  zu  blau.  Die  Ausbreitung  weissen  Lichtes  beim  DiU'ch- 
gang  durch  ein  Prisma  in  ein  Spectrum  beruht  auf  der  Aenderung 
des  Brechungsindex  mit  der  Farbe.  Man  nennt  diese  Eigenschaft 
des  Körpers  seine  Dispersion. 

Ist  die  Oberfläche  eines  Kra'pers,  d(T  von  Liclitstralilen  ge- 
troffen wird,  niclit  eben,  sondern  gekiiimmt,  so  kann  man  trotz- 
dem die  Oberfläche  als  aus  sehr  kleinen  Stücken  von  Ebenen  (den 
Tangentialebenen)  zusammengesetzt  denken  und  den  Gang  der 
Liclitstralilen  nach  den  obigen  Gesetzen  construiren.  Dieses  Ver- 
fahren ist  aber  nur  statthaft,  wenn  die  Krümmung  der  Oberfläche 
einen  gewissen  Betrag  nicht  übersteigt,  so  dass  wii*  die  Fläche  noch 
als  eine  glatte  bezeichnen  können. 
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Rauhe  Oberflächen  zeigen  unregelinässige  (difl'use)  Reflexion 
und  Brechung,  sie  wirken  ähnlich  so,  als  ob  sie  selbst  Licht  aus- 
stralilen. 

Die  Grenzfläche  eines  Kfirpei-s  ist  überhaupt  nur  bei  diff'user 
Reflexion  oder  Brecliung  sichtbar;  dagegen  ist  die  Oberfläche  eines 
voUkonunenen  Spiegels  nicht  sichtbar,  mau  sieht  nur  die  an  ihr 
reflectirten  Strahlen,  die  von  ausserhalb  des  Spiegels  liegenden 
Lichtquellen  herrühren,  d  h.  man  sieht  nur  die  letzteren. 

2.  Satz  Tom  ausgezeichneten  LI  cht  weg.  Die  vorhin  ange- 
filhi-ten  directen  Erfahrungsthatsachen  über  die  Riclitung  der  Liclit- 
strahlen  lassen  sich  gemeinsam  zusammenfassen  in  den  Satz  vom 
ausgezeichneten  Lichtweg.  Wenn  ein  Lichtstralil  durch  eine  be- 
liebige Anzahl  von  Reflexionen  und  Brechungen  von  einem  Punkte 
P  nach  einem  Punkte  P*  gelangt,  so  ist  die  Summe  der  Producte 
aus  Brechungsexponent  je  eines  Mediums  und  der  in  ilim  durch- 
laufenen Strecke  2nl,  ein  Kxtremwerth,  d.  h.  sie  weicht  von  der 
gleichen  Sunmie  für  alle,  dem  thatsächlichen  Wege  unendlich  be- 
nachbarten höchstens  um  Glieder  zweiter  Ordnung  ab.  Es  ist  also, 
wenn  wir  die  Aenderung  erster 
Ordnung  durch  ein  vorgesetztes 
d  bezeichnen: 

Ö2nl=0.  (7), 

Das  Product:  Brechungs- 
exponentmal durchlaufener  Weg 
wird  „Lichtweg'*  oder  „optische 
Länge"   des  Strahles  genannt.     _ 

Um  den  Satz  für  eine  ein- 
zelne Brechung  zu  beweisen, 
sei  POP'  der  thatsächliche  Gang 
des  Lichtes  (Figur  1).  OK  sei 
der  Durchschnitt  der  Einfalls- 
ebene PON  mit  der  Grenzfläche 
(Tangentialebene)  des  brechen- 
den Körpers.  0'  sei  ein  dem 
Punkte  0  unendlich  benachbarter  Punkt  In  der  Grenzfläche  des 
brechenden  Körpers,  und  zwar  mcige  0  0^  einen  beliebigen  Winkel 
&  mit  der  Einfallsebene,  d.  li.  der  Linie  OK,  einschliessen.  Nun 
ist  zu  beweisen,  dass  bis  auf  Grössen  der  zweiten  oder  hcilieren 
Ordnung 

nPO  +  n  •  OP'  -=n'  PO'  +  n'  •  CfP^  (8) 
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ist,  wenn  n  und  //  die  Brecliungsexpouenten  der  aneinander  gi'en- 
zenden  Medien  bedeuten. 

Fällt  man  von  0  ein  Lot  OR  auf  PO'  und  ein  Lot  OR'  auf 
P'O',  so  ist  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung: 

(0)  pcf  =  po  +  Rc(,  ap  =  op  —  aR\ 

Fernei*  ist  niit  derselben  Annäherung: 

(10)  RÖ  =  Od  .  cos  POOf,  ÖR'  =  OÖ  •  cos  P 00\ 

Um  cos  POÖ  zu  berechnen,  wollen  wir  die  Richtungscosinus 
der  Strecken  PO  und  OÖ  in  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Axen- 
kreuz  hinschreiben,  als  das  wir  die  Richtungen  ON,  OE  und  OD 
wählen,  wobei  OD  senkrecht  zu  ON  und  OE  gedacht  ist.  Bezeich- 
net (p  den  Einfallswinkel  PON,  so  sind  die  Richtungscosinus  von 
PO  (die  Vorzeichen  lassen  wir  unberücksichtigt): 

PO  :     cos  (f,  sin  (p,  o, 
die  Richtungscosinus  von  00': 

00' :     0,  cos  d-,  sin  d-. 
Nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie,  nach  dem  der 
('Osinus   des  Winkels  zwischen  zwei  beliebigen  Strecken  gleich 
der   Summe   der  Producte   entsprechender  Richtungscosinus    der 

Strecken  gegen  ein  rechtwink- 
liges Axenkreuz  ist,  folgt: 

cos  POO'  ==  sin  g>  •  cos  d-y 

und  analog: 

cos  P'OO'  =  sifi  q)  '  cos  &, 

falls  (p    den   Brechungswinkel 
bedeutet. 

Es  ist  daher  nach  (9)  und  (10): 

nPO'  +  n'O'P'  =  n'PO 

-\-  n-  00' -sin q)' cos d-  +  n  •  OP 

—  n  •  00' '  sin  tp  •  cos  ß-. 

Da    nun    aber    nach    dem 


—  E 


Pr 


Fig.  2. 


Bre(!hungsgesetz  (1))  die  Relation  besteht: 

n  •  sin  q)  ==  n'  •  sin  (jn', 
so  ist  in  der  That  die  Relation  (8)  erfüllt  fiir  eine  beliebige  Lage 
des  Punktes  O',  falls  er  nur  unendlich  nahe  benachbart  ist  an  0. 
Für  eine  einzelne  Reflexion  lässt  sich  der  Satz  (7)  einfacher 
beweisen.    Derselbe  nimmt  hier  die  Form  an: 


(11) 


6  (PO  I    01^)^0, 
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falls,  wie  in  Figur  2  gezeichnet  ist,  PO  und  OP'  den  thatsächlichen 
Strahlengang  bezeichnet.  Denken  wir  uns  denjenigen  Punkt  P^ 
constmirt,  welcher  zu  P  symmetrisch  liegt  in  Bezug  auf  die  Tan- 
gentialebene OE  des  brechenden  K(")rpers,  so  ist  für  jeden  beliebigen 
Punkt  Cf  in  der  Tangentialebene  PCf  =  P,  Ö,  Der  Lichtweg  von 
P  nach  P'  bei  einer  einmaligen  Reflexion  an  der  Tangentialebene 
OE  ist  also  bei  jeder  beliebigen  Lage  des  Treffpunktes  Cf  gleich 
der  Länge  P^Ci  +  O'F.  Diese  Länge  ist  nun  ein  Minimum,  wenn 
P, ,  (/  und  P'  in  gerader  Linie  liegen.  Dann  fällt  aber  der  Punkt 
Ö'  in  der  That  mit  dem  aus  dem  Reflexionsgesetz  folgenden  Punkte 
O  zusammen.  Da  nun  die  Eigenschaft  eines  Minimums  (ebenso  wie 
eines  Maximums)  durch  Verschwinden  der  ersten  Variation,  d.  h. 
durch  die  Gleichung  (11),  sich  aus(b'ückt,  so  ist  unser  Satz  (7)  für 
eine  einmalige  Reflexion  bewiesen. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 
sowohl  der  Ausdruck  eines  Minimums  wie  eines  Maximums  sein  kann. 
In  dem  Falle,  wo  der  brechende  Körper  thatsächlich  von  einer 
Ebene  begrenzt  ist,  folgt  aus  der  angegebenen  Construction  ohne 
Weiteres,  dass  bei  der  Reflexion  der  Lichtweg  ein  Minimum  ist. 
Ebenso  lässt  sich  beweisen, 
wie  weiter  unten  näher  aus- 
geführt werden  wird,  dass 
bei  der  Brechung  der  that- 
sächliche  Lichtweg  ein  Mini- 
mum ist,  falls  der  brechende 
Körper  von  einer  Ebene  be- 
grenzt wird.  Daher  ist  unser 
Princip  auch  oft  das  vom 
kürzesten  Lichtweg  ge- 
nannt worden. 

Wenn  indess  die  Ober- 
fläche des  brechenden  oder 
reflectirenden  Körpers  geki'ünmit  ist,  so  kommt  es  ganz  auf  die 
Art  dieser  Krümmung  an,  ob  der  Lichtweg  ein  Minimum 
oder  ein  Maximum  ist.  Allen  Fällen  gemeinsam  ist  nur  das 
Verschwinden  der  ersten  Variation,  und  dies  genügt  auch  voll- 
kommen zur  Bestimmung  des  Strahlenganges. 

Um  die  Verhältnisse  klar  zu  übersehen,  empfiehlt  sich  die  Ein- 
führung der  sogenannten  aplanatischen  Fläche,  das  ist  diejenige 
Fläche,  für  deren  sämmtliche  Punkte  Ä  die  Summe  der  Lichtwege 


Fig.  8. 
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nach  den  zwei  Punkten  P  und  P'  constant  ist  Für  diese  Fläche 
verschwindet  also  für  die  Summe  der  Lichtwege  nicht  nur  die 
Variation  der  ersten  Ordnung,  sondern  alle  Variationen  beliebig 
lioher  Ordnung. 

Bei  der  Reflexion  ist  die  aplanatische  Fläche 
(12)  PA  +  r'A  =  Constante  G 

ein  Rotaticmsellipsoid  mit  den  Punkten  P  und  1^  als  Brenn- 
punkten. 

Wenn  SO^  das  Stück  eines  reflectirenden  Spiegels  ist  (vgl 
Figur  3),  und  0  ein  Punkt  auf  deuiselben,  für  den  die  Richtungen 
PO  und  P'O  dem  Reflexionsgesetz  genügen,  so  muss  die  zu  den 
Punkten  P  und  P'  zugehörige  aplanatische  Fläche  ^lO^i',  welche 

durch  den  Punkt  0 
geht,  offenbar  den 
Spiegel  SOS'  in  0 
berühren,  da  für 
beide  Flächen  die 
erste  Variation  der 
Lichtwege  ver- 
schwindetlstnun 
der  Spiegel  SOS', 
wie  in  der  Figur, 
stärker  concav 
gekrümmt  als 
die  aplanatische 
Fläche,  so  ist 
der  Lichtweg 
PO  +  OP'  ein  Maximum,  sonst  ein  Minimum.  Der  Beweis 
hierfüi*  ei-giebt  sich  direct  nus  dem  Anschauen  der  Figur,  da 
für  alle  Punkte  (f  im  Innern  des  Rotationsellipsoids  AOA\ 
dessen  Gh^iclnmg  durch  (12)  gegeben  ist,  die  Summe  PC(  t-  CfF^ 
kleiner  ist  als  di(^  konstante  C,  Avälirend  für  alle  äusseren  Punkte 
O'  die  Summe  PO'  \  ÖP'  gi'össer  ist  als  6*,  und  für  den  that- 
sächlichen  Refl(\\ionspunkt  O  die  Summe  PO  !  OP'  gleich  ist  C. 
Bei  der  Brecliung  ist  die  aplanatische  Fläche 

n •  PA  -i-  n  .  P A  =  Constank*  C 
eine  sogenannt«*  Kai-tesische  Ovale,   welclie   nach  dem  scliwächer 
breclKMiden  MtMlium  zu  (es  sei  in  der  Figur  \  n  <C  n)  convex  sein 
muss,  und  zwar  oflenbar  stärker  als  irgend  eine  um  P'  als  Centruin 
beschriebene  Kugel. 
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Diese  aplanatische  Fläche  scheidet  wiederum  die  Gebiete,  fiir 
deren  Punkte  C(  die  Summe  der  Lichtwege  n-PU  -\-  n  -F'Cf'^C 
ist,  von  denen,  in  welchen  jene  Summe  <  C  ist.  Erstere  Gebiete 
liegen  von  der  aplanatischen  Fläche  aus  nacli  dem  schwächer  brechen- 
den Medium  (links  in  der  Figur),  letztere  nach  dem  stärker  brecJien- 
den  Medium  (rechts  in  der  Figur). 

Wenn  nun  SOS>  ein  Stück  der  Grenzfläche  zwischen  beiden 
Medien  ist,  und  PO^  P'O  den  thatsächlichen  Strahlenverlauf,  wi(i 
er  nach  dem  Brechungsgesetze  stattfindet,  bezeichnet,  so  ist  der 
Lichtweg  über  0  ein  Maximum  oder  Minimum,  je  naclidem  SOS' 
stärker  oder  schwächer  convex  ist  nacli  dem  schwächer  bre(!hen- 
deii  Medium  zu,  als  die  aplanatische  Fläche  .10.1'.  Der  Beweis 
ergiebt  sich  direct  aus  der  Figur. 

Falls  also  z.  B.  SOS'  eine  Ebene  ist,  so  ist  der  Liclitweg  itiw 
Minimum.  In  der  Figur  ist  der  Fall  gezeiclinet,  dass  der  Liclit- 
weg über  0  ein  Maxinmm  ist. 

Da  wir  später  seilen  werden,  dass  der  Brechungsexponent 
umgekehi-t  proportional  der  Foitpflanzungsgeschwindigkeit  d(*s 
Lichtes  ist,  so  ist  der  optische  Weg  nl  proportional  der  Zeit,  welche 
das  Licht  zum  Durchlaufen  der  Strecke  /  gebraucht  hat.  Das 
Princip  des  kürzesten  Lichtweges  deckt  sich  also  mit 
Fermat's  Princip  der  schnellsten  Ankunft  des  Lichtes, 
man  erkennt  aber  aus  dem  Vorigen,  dass  unter  Umständen  die  An- 
kunft des  Lichtes  auch  die  langsamste  sein  kann. 

Nach  dem  Princip  der  Superposition  von  Variation^Mi  können 
wir  von  der  Gleichung  dJSnl=  0  für  eine  einzelne  Reflexion  oder 
Brechung  sofort  Anwendung  machen  auf  den  Fall  beliebig  viel(*r. 

3.  Der  Satz  von  Malus.  Es  giebt  zwei  v(fi'sclii(jdeiie  Allen 
von  geometrischen  Strahlensystemen:  solche,  welch(j  .sich  n*cht- 
winklig  von  einer  geeignet  konstruiilen  Fläcliii  F  srJineiden  bissen 
(orthotomisches  System),  und  solche,  für  welchem  eine  d(.'nntige 
Fläche  J' nicht  gefunden  werden  kann  ^anorthoto  misch  es  System;. 
Unter  Benutzung  des  vorigen  Satzes  lässt  sich  nun  der  Satz  von 
Malus  beweisen.  Derselbe  lautet:  Ein  orthotomisches  Svsfeni 
von  Strahlen  bleibt  auch  na<'h  beliebig  vielen  Reflexio- 
nen und  Brechungen  ein  orthotomisches.  Nach  der  W'ellen- 
theorie  des  Lichtes,  nach  der  die  Strahlen  die  Normalen  der  W'ellen- 
fläche  sind,  i>t  d^-r  Satz  selb.^t verständlich.  Man  kann  ihn  jiher 
auch  allein  au>  <len  bisher  benutzten  geometrischen  Fundament;il- 
gesetzen  herleiten. 
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r^- 


Fig.  6. 


Seien  (vgl.  Figur  5)  ABCDE  und  A'B'C'D'J^f  zwei  unendlich 
nahe  benachbarte  Strahlengänge,  und  zwar  mögen  sie  senkrecht 
von  einer  Fläche  F  ausgehen.  Ist  die  gesamnite  optische  Länge  von 
Ä  bis  E  mit  L  bezeichnet,  so  lässt  sich  beweisen,  dass  alle  Strahlen 
senki-echt  auf  einer  Fläche  F'  stehen,  die  von  den  Endpunkten 

E,  e!  etc.  aller  Strahlengänge  gebildet 
werden,  für  die  die  gesammten  opti- 
schen Längen,  von  ihren  Anfangs- 
punkten^, Ä  aus  gerechnet,  denselben 
Constanten  Wei-th  L  besitzen.  —  Zum 
Beweise  wollen  wir  uns  AB  und  ^B 
gezogen  denken. 

Nach  dem  vorigen  Satze  vom  aus- 
gezeichneten Lichtweg  nmss  der  ge- 
samnite Lichtweg  A'B'C'D'E^  gleich 
sein  dem  nur  unendlich  wenig  variirten 
ÄBCDE^,  d.  h.  gleich  /.,  welches  auch 
der  Wei-th  für  den  Lichtweg  ABCDE  ist.  Subtrahii-t  man  nun 
von  beiden  Lichtwegen  ÄBCDEf  und  ABCDE  die  gemeinsamen 
Strecken,  so  folgt,  dass  sein  muss: 

n- AB  +  71    DE  =71'  AB  -\    n  •  DE', 

falls  mit  n  der  Brechungsindex  vor  der  Flächi»  F,  mit  m'  der 
Breclmngsindex  vor  F'  bezeichnet  wird  Da  nun  aber  AB  =  A'B 
ist,  weil  AB  senkrecht  gegen  F  gerichtet  sein  soll,  so  folgt  auch 

DE  =  DE\ 

d.  li.  DE  steht  senkrecht  zur  Fläche  F\  Ebenso  lässt  sich  für 
jeden  anderen  Strahl  D'E'  beweisen,  dass  er  senkrecht  auf  F'  steht 
Strahlen,  die  von  einem  leuchtenden  Punkte  ausgehen,  stehen 
senkrecht  auf  einer  Fläche  F,  nämlich  auf  irgend  einer  um  den 
leuchtenden  Punkt  als  Oentnim  beschriebenen  Kugel.  Da  jede  Licht- 
(luelle  als  ein  Komplex  leuchtender  Punkte  angesehen  werden  kann, 
so  bilden  also  stets  die  Lichtstrahlen  ein  orthotomisches 
System. 
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Geometrische  Theorie. der  optischen  Abbildnng. 

1.  Begriff  des  optischen  Bildes.  Wenn  wir  einen  leuchten- 
den Punkt  P  haben,  in  dessen  Umgebung  brechende  und  reflec- 
tirende  Körper  beliebig  angeordnet  sind,  so  geht  im  Allgemeinen 
dui'ch  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Raumes  nur  ein  einziger  Liclit- 
strahl,  d.  h.  die  Richtung,  in  welcher  das  Licht  von  P  nach  P"  ge- 
langt, ist  eine  eindeutig  bestimmte.  Es  können  aber  auch  Punkte 
I^  gefunden  werden,  in  denen  sich  mehrere  Lichtstrahlen  schneiden, 
z.  B.  zwei  Lichtstrahlen,  wenn  P'  der  Durchschnittspunkt  zweier 
von  P  ausgehender  Lichtstrahlen  ist  —  Wenn  ein  Bündel  von 
Lichtstrahlen,  die  von  Pausgehen,  sich  in  einem  Punkte  P"  sclineiden, 
so  heisst  P*  das  optische  Bild  von  P.  In  P'  wird  offenbar  ein 
Maximum  von  Lichtwirkung  stattfinden.  Das  Bild  P'  wird  reell 
genannt,  wenn  die  Lichtstrahlen  doi-t  wirklich  zum  Schnitt  kommen, 
dagegen  virtuell,  falls  erst  die  rückwärtigen  A'erlängerungen 
der  Lichtstrahlen  sich  in  P*  schneiden.  Das  einfachste  Beispiel 
eines  viiluellen  Bildes  bietet  die  Spiegelung  einer  Lichtquelle  P  in 
einem  ebenen  Spiegel.  Das  Bild  P'  ist  der  symmetrisch  zu  P  in 
Bezug  auf  den  Spiegel  gelegene  Punkt.  Reelle  Bilder  kennzeich- 
nen sich  durch  directe  Erleuchtung  einer  geeignet  gehaltenen  rauhen 
Fläche,  z.  B.  Tafel  weissen  Papiers,  vii^tuelle  Bilder  nicht.  Bei 
der  Spiegelung  dringt  z.  B.  gar  kein  Licht  zum  Bildpunkte  P'. 
Virtuelle  Bilder  kr)nnen  aber  diuxh  optische  Vorrichtungen  in  reelle 
Bilder  umgewandelt  werden,  z.  B.  sehen  wir  ein  virtuelles  Bild, 
indem  dasselbe  mit  Hülfe  des  Auges  in  ein  reelles  Bild  umgewan- 
delt wird,  welches  eine  bestimmte  Stelle  der  Netzhaut  erleuchtet. 

Das  im  Bilde  zui*  Vereinigung  gebrachte  Strahlenbündel  kann 
ein  endliches,  oder  auch  ein  unendlicli  dünnes  räumliches  oder 
eventuell  sogar  nur  ebenes  (Elementar-)Bündel  sein.  Denken  wir 
uns  z.  B.  den  Fall  einer  einzigen  Brechung.  Wenn  die  Grenzfläche 
des  brechenden  Körpers  die  aplanatische  Fläche  für  die  beiden 
Punkte  P  und  P'  ist,  so  wird  ein  endliclies  Strahlenbündel,  welclies 
von  P  ausgeht,  in  P'  zur  Vereinigung  gebracht;  denn  alle  Stralilen, 
die  von  P  ausgehen  und  die  aplanatische  Fläche  treffen,  müssen 
sich  in  P*  schneiden,  da  für  sie  alle  die  gesammte  optische  Länge 
denselben  Werth  hat. 


16  Kapitel  ü. 

Wenn  die  Grenzfläche  des  brechenden  Körpers  nicht  die  G<f- 
stalt  der  aplanatischen  Fläche  besitzt,  so  kommen  um  so  weniger 
Strahlen  in  P'  zur  Vereinigung,  je  stärker  die  Abweichung  in  der 
Gestalt  beider  Flächen  (die  sich  nothwendig  berühren  müssen,  et 
oben  S.  12)  ist.  Damit  ein  ebenes  Elementarbüschel  sich  in  P 
schneide,  muss  wenigstens  in  einer  Ebene  die  Krümmung  beider 
Flächen  in  ihrem  Berührungspunkte  0  übereinstinmien.  Stimmt 
die  Krümmung  beider  Flächen  in  0  für  zwei  Ebenen  und  damit 
überhaupt  überein,  so  kommt  in  P*  ein  räumliches  Elementarbündel 
zum  Schnitt,  und  wenn  schliesslich  ein  endliches  Stück  der  Grenz- 
fläche des  brechenden  Körpers  zusammenfällt  mit  der  aplanatischen 
Fläche,  so  gelangt  ein  endliches  Strahlenbündel  in  P'  zum  Schnitt 

Vermöge  der  Umkehrbarkeit  der  Lichtwege  können  Lichtquelle 
P  und  Bild  P'  ilire  Function  vertauschen,  d.  h.  P*  als  Lichtquelle 
hat  sein  Bild  in  P.  Wegen  dieser  Umkehrbarkeit  der  Beziehung 
nennt  man  auch  P  und  P'  conjugirte  Punkte. 

2.  Allgemeine  Abbildangsformeln.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  es  durch  irgend  welche  Mittel  (Reflexionen  und  Brechungen) 
gelungen  wäre,  ein  räumliches  Continuum  von  Punkten  P  abzubilden 
in  ein  räumliches  Continuum  von  Punkten  P*.  Ersteres  Continuum 
heisst  der  Object-Raum,  letzteres  der  Bild-Raum.  Nach  der 
Definition,  nach  der  das  optisclie  Bild  definiii;  ist,  folgt,  dass  es  zu 
jedem ')  durch  P  gellenden  Strahl  einen  durch  P'  gehenden  con- 
jugirten  Strahl  giebt.  Zweien  in  P  sich  schneidenden  Strahlen  des 
Objectraumes  müssen  zwei  conjugirte  Strahlen  im  Bildraum  ent- 
sprecli(?n,  welche  sich  ebenfalls  schneiden,  und  zwar  in  dem  zu  P 
conjugirten  Punkte  P\  p]s  giebt  also  zu  jedem  P  nur  einen  con- 
jugirt(;n  Punkt  i^.  Wenn  vier  Punkte  i\P2P,P4  des  Objectraumes 
in  einer  Ebene  liegen,  so  schneiden  sich  die  Strahlen,  welche  je 
zwei  dieser  Punkte  verbinden,  z.  B.  der  Stiahl  P1P2  schneide 
PjP,  im  Punkte  A,  Die  conjugirten  Strahlen  P',i^2  ^"^  ^3^4 
schneiden  sich  daher  ebenfalls,  nämlich  im  Bilde  Ä  von  A.  Daher 
lieg(.*n  die  viei*  Bilder  P\P\P'.,,P\^  ebenfalls  in  einer  Ebene.  —  Man 
kann  also  sagen,  dass  sich  i^unkte,  Strahlen  und  Ebenen  in  beiden 
Räumen  gegenseitig  eindeutig  entsprechen.  Eine  solche  Beziehung 
beider  Räume  nennt  die  Geometrie  eine  collineare  Verwandt- 
schaft. 


1)  Die  Abbildung  soll  niclit  nur  durcli  Elemcntarbüscliel,  sondern  durch 
beliebig  weite,  eudliehe  Büschel  zu  Stunde  komiueu. 
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Der  analytische  Ausdruck  der  collinearen  Verwandtschaft  lässt 
sich  leicht  bUden.  Nennen  wir  xy  zdie  Coordinaten  eines  Punktes 
P  im  Objectraum  in  Bezug  auf  ein  festes  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system,  xyx  die  Coordinaten  des  conjugirten  Punktes  P'  in  Be- 
zug auf  ein  anderes,  für  den  Bildraum  angenommenes  Coordinaten- 
system,  so  muss  zu  jedem  xyz  ein  und  zwar  nur  ein  Werthsystem 
x'yx  zugehören,  und  umgekehrt.  Dies  ist  nur  möglich  bei  dem 
Ansatz: 

ax'\-by  +  cx-\-  d  ^ 
^  ax  +  by  +  cx-^d  ^  ^^>' 

ax -\- by  -\-  ex -{- d  ' 

wobei  die  a,  fc,  c,  d  gewisse  Constanten  sind.  —  In  der  That,  für 
jedes  x'j  y\  x  berechnen  sich  nach  (1)  die  x,  y,  z  aus  drei  linearen 
Gleichungen;  und  umgekehrt  gehört  zu  jedem  x,  y,  z  ein  Werth- 
system x\  y,  z.  Wenn  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (1) 
nicht  der  Quotient  zweier  linearer  Functionen  von  a:,  t/,  z  wären, 
so  würden  zu  gegebenem  cc',  y\  z  mehrere  Werthsysteme  x,  y,  z 
gehören;  ausserdem  muss  der  Nenner  dieser  Quotienten  ein  und 
dieselbe  lineare  Function  sein  {ax  -\- hy  -\-  cz  -\-  d),  weil  sonst  einer 
Ebene: 

ä'x  +  Ily  +  Cfx   •\-  D'  =  0 

nicht  wiederum  eine  Ebene: 

Ax  +  By  -{•  Cz  +  D=0 
entsprechen  würde. 

Wenn  man  die  Gleichungen  (1)  nach  x,  y,  z  auflöst,  so  folgen 
ganz  analoge  Formen  wie  (1),  nämlich:  * 

a\x'  -f-  b\y  +  c\x'  -f-  <^t       i.  /.;)^ 

Aus  (1)  folgt 

für  ax  +  by  +  cz  -{-  d=  0  :       x  =  y  =  z  =  ^y 
aus  (2)  folgt 

für  ax'  -\-  b'y  -\-  cz  -\-  d'  =  0  :      x  =  y  =  z  =  oo. 

Die  Ebene  ax  +  by  +  cz  +  d=  0  heisst  die  Brennebene  g 
des  Objectraumes.  Ihren  Punkten  P  entsprechen  im  Unendlichen 
liegende  Bilder  P\    Zwei  Stralilen,  die  von  einem  Punkte  P  dieser 
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Brennebene  ausgehen,  entsprechen  zwei  Parallelsti*ahlen  im  BUd- 
raume. 

Die  Ebene  dx  +  ^y  +  c  ^r;'  +  d'  =  ö  heisst  die  Brennebene 
g'des  Bildraunies.  Parallelstrahlen  des  Objectraumes  besitzen 
conjugirte  Strahlen  im  Bildraume,  die  sich  in  einem  Punkte  dieser 
Brennebene  g'  schneiden. 

In  dem  Falle,  dass  a  =  ft  =  c  =  ö  ist,  entsprechen,  wie  ans 
den  Gleichungen  (1)  hervorgeht,  allemal  endlichen  Werthen  von 
x,  1/,  %  auch  endliche  Werthe  von  x',  t/',  %  und  umgekehrt  Es  ist 
also  dann  auch  d  =  h'  =  c  =^  0.  In  diesem  Falle,  der  als  tele- 
skopische Abbildung  bezeichnet  wird,  giebt  es  also  keine,  im  End- 
lichen liegenden  Brennebenen. 

3.  Centrirte  Abbildimg.  Bei  optischen  Instrumenten  ist  viel- 
fach der  Fall  realisii-t,  dass  die  Abbildung  rings  um  die  Axe  sym- 
metrisch ist.    Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  die  Grenzflächen  der 

brechenden      bezw. 

reflectirenden    Kör- 

(/'  per  Rotationsflächen 

mit    gemeinsamer 

Axe  sind,  oder  spe- 

cieller  Kugelflächen, 

0  X  ^x'       Ö'  deren    Centren    auf 

einer  Geraden  liegen. 
—  Diese  Abbildung 
wird  centrirte  ge- 
nannt. 

Nach  Symmetrie 

nmss  das  Bild  P*  eines  Punktes  P  in  der  durch  die  Axe  des 
Systems  und  ^xirdi  den  Punkt  P  gehenden  (Meridiati-)Ebene  liegen, 
und  es  genügt  zum  Studium  der  Abbildung  vollkommen,  wenn  die 
Beziehungen  zwischen  Object  und  Bild  in  einer  solchen  Meridian- 
Kbene  bekannt  sind. 

Wählen  wir  als  solche  die  a:?/-Ebene  des  Objectraumes  und 
die  ///-Ebene  des  Bilcb'aunies,  und  legen  wir  die  rc-Axe  bezw. 
/-Axe  in  die  Synimetrie-Axe  der  Abbildung,  so  können  die  x-  bezw. 
^'-Koordinaten  in  den  Abbildungsgleichungen  gai*  nicht  mehr  auf- 
treten, so  dass  sie  sich  reduciren  auf: 

(*y\  '  «1^  4-  biy  +  dl       , a^x  +  %  +  '^2 

^^  ax  +  by  -\-<n  ^   ~  ar  -+-  ////  -f  d    * 

Die  beiden  Coordinatensysteme  xy  und  xy    haben  dann  also 


->--- 


* 


Fig.  6. 
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parallel  gerichtete  Coordinatenaxen,  und  zwar  fallen  die  x-Axe  und 
die  X'Axe  in  eine  Richtung.  Der  Coordinatenanfaug  0'  für  den 
Bildraum  kann  aber  eine  gewisse  Distanz  von  dem  Coordinaten- 
anfaug 0  des  Objectraumes  haben.  Die  positive  Richtung  von  x 
soll  sich  im  Sinne  der  einfallenden  Lichtstrahlen  (von  links  nach 
rechts)  erstrecken,  die  positive  Richtung  von  x'  dagegen  entgegen- 
gesetzt, d.  h.  von  rechts  nach  links.  Die  positiven  y  und  y  sollen 
nach  oben  gerechnet  sein  (vgl.  Figur  6). 

Nach  der  Symmetrie  der  Abbildung  darf  nun  x  seinen  Werth 
nicht  ändern,  falls  y  sein  Vorzeichen  ändert.  Dies  giebt  für  die 
Gleichungen  (3)  die  Bedingung  b^  =h  =  0.  Ebenso  folgt  aus  der 
Symmetrie  der  Abbildung,  dass  y  einfach  sein  Vorzeichen  wechselt, 
falls  es  y  thut.  Dies  giebt  die  Bedingung  a2  =  d^  =  0.  Die 
Gleichungen  (3)  reduciren  sich  daher  auf: 

^._a^+_|     y'^^l  (4) 

Es  bleiben  also  fünf  Constanten  übrig,  aber  nur  ihi-e  gegen- 
seitigen Verhältnisse  sind  für  die  Abbildung  massgebend.  Eine 
centrirte  Abbildung  hat  also  im  Allgemeinen  vier  charak- 
teristische Constanten. 

Die  Umkehrung  der  Gleichungen  (4)  liefert: 

dx—ck  axd  —  adx  y  ,  . 

x=         1,    y  ==   -    ■     —  •  -    ,  .  (5) 

«1  —  ax  ^    ^  02  a\  —  ax  ^  ^ 

Die  Brennebene  g  des  Objectraumes  hat  die  Gleichung  ax-\-d=0^ 
die  Brennebene  %'  des  Bildraumes  die  Gleichung  ax  —  a^  =  0, 
Die  Durchschnitte  mit  der  Axe  des  Systems  werden  die  Brenn- 
punkte F,  F'  genannt. 

Legen  wir  den  Anfang  der  x  in  den  Brennpunkt  F  des  Object- 
raumes, ebenso  den  Anfang  der  x'  in  den  Brennpunkt  ^  des  Bild- 
raumes, so  ist,  falls  xo,  Xf'  die  von  den  Brennebenen  aus  gerech- 
neten Coordinaten  bedeuten,  axo  für  ax  +  dzn  schreiben,  und  — axo' 
für  a,  —  ax\ 

Aus  den  Gleichungen  (4)  gewinnt  man  dann: 

:rox:  =  ^'l.- ML    l  _  h    .  (6) 

Es  bleiben  also  nur  noch  zwei  charakteristische  Constanten- 
Combinationen  in  den  Gleichungen  übrig.  (Die  anderen  beiden 
Constanten  sind  in  der  Lage  der  beiden  Brennebenen  enthalten.) 
Wir  wollen  für  diese  beiden  Constanten-Combinationen  vereinfachte 
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Bezeichiiuügeu  einfahren,  indem  wir  schreiben  (es  werden  Jetzt 
wieder  die  Indices  o  an  den  x  fortgelassen): 


(7) 


"     y       X 


Hierbei  sind  also  diea;  bezw.  x  die  Entfernungen  des 
Objectes  bezw.  Bildes  von  den  Brennebenen  %  bezw.  g'. 
Das  Verhältniss  y  :  y  wird  die  Lateralvergrösserung  ge- 
nannt, oder  auch  die  Vergrösserung  schlechthin.  Dieselbe  ist 
gleich  1  für  rc  =  /*,  d.  h.  x  =  f.  Hierdurch  sind  zwei  zur  Axe 
des  Systems  senkrecht  liegende  Ebenen  §  und  $)'  charakterisirt, 
welche  die  Hauptebenen  der  Abbildung  genannt  werden.  Die 
Durchschnitte  mit  der  Axe  des  Systems  heissen  die  Haupt- 
punkte //,  H'. 

Die  Hauptebenen  haben  also  die  Eigenschaft,  dass 
irgend  einem  Punkte  7*  in  der  einen  Hauptebene  ein  axeii- 
äquidistanter  Punkt  P'  in  der  anderen  Hauptebene  coii- 
jugirt  ist. 

Die  beiden,    in    den  Abbildungsgleichungen   (7)    noch    übrig 
bleibenden  Constanten  f  und  f  haben  nach  dem  Vorigen  die  Be- 
deutung   der    Ent- 
^p{''     ,T'  fernung  der  Haupt- 

I  ebenen   §,  ^'    von 

-i^       I  den  Brennebenen  g, 

P'  7s\  Bie  Constant«  / 

lieisst  die  Brenn- 
weite des  Object- 
raumes,  /^  die 
Brennweite  des 
Bildraumes,  f  ist 
positiv  gerechnet, 
wenn  die  Lichtstrah- 
len zuerst  die  Brennebene  Jy,  dann  die  Hauptebene  §  treffen;  bei 
r  ist  es  umgekehrt.  In  Figur  7  sind  beide  Brennweiten  positiv. 
Die  Bedeutung  der  Brennweiten  kann  man  sich  in  folgender 
Weise  klar  machen:  Parallelstrahlen  im  Objectraum  müssen  eon- 
jugii-te  Stralilen  im  Bildraume  besitzen,  die  sich  in  einem  Punkte 
der  Hölie  y  in  der  Brennebene  g'  schneiden  mögen.  Diese  Höhe 
y  hängt  nun  offenbar  von  dem  Neigungswinkel  u  der  einfallenden 
Strahlen  gegen  die  Axe  ab.  Ist  der  Winkel  u  =  ö,  so  folgt  schon 
aus  Symmetrie  y  =  0,  d.  h.  axenparallele  Strahlen   haben  con- 


tV 


]-n-. 


'/" 
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jugirte  Stralilen,  die  sich  im  Brennpunkt  jP'  vereinigen.  Wenn  da- 
gegen u  von  Null  verschieden  ist,  so  betrachten  wir  einen  Strahl 
PFA  (Figur  7)  des  Bündels,  der  durch  den  ersten  Brennpunkt  geht 
und  die  Hauptebene  J)  in  -4  schneidet.  Der  conjugirte  Strahl  zu 
ihm:  ä'P'  muss  offenbar  ein  axenparalleler  Strahl  sein,  da  der  erste 
Strahl  durch  F  geht,  ferner  hat  A'  die  gleiche  Höhe  wie  A,  wegen 
der  Eigenschaft  der  Hauptebenen.  Folglich  ist  die  gesuchte  Höhe 
l/  des  Bildes  der  unter  dem  Winkel  u  einfallenden  Parallelstrahlen, 
wie  aus  Figur  7  sofort  hervorgeht: 

!/=f'tgu.  (8) 

Man  kann  deshalb  den  Satz  aussprechen:  Die  Brennweite 
des  Objectraumes  ist  gleich  dem  Verhältniss  der  linearen 
Grösse  eines  in  der  Brennebene  des  Bildraumes  gelegenen 
Bildes  zur  scheinbaren  (angularen)  Grösse  seines  unend- 
lich entfernten  Objectes.  Eine  analoge  Definition  gilt  natür- 
lich auch  für  die  Brennweite  f'  des  Bildi-aumes,  wenn  man  sich 
nämlich  ein  schiefes  Parallelstrahlbündel  in  ihm  einfallend  denkt, 
so  dass  es  zu  einem  Bilde  in  der  Brennebene  g  vereinigt  wird. 

Wenn  man  sich  in  Figur  7  A'P'  als  einfallenden  Strahl  denkt, 
so  dass  die  Eolle  von  Bildraum  und  Objectraum  vertauscht  wird, 
so  kann  man  auch  folgende  Definition  der  Brennweite  f,  die  dann 
also  die  Brennweite  des  Bildraumes  bedeutet,  aussprechen: 

Die  Brennweite  des  Bildraumes  ist  gleich  der  Ent- 
fernung eines  axenparallelen  Strahles  des  Objectraumes 
von  der  Axe,  dividirt  durch  die  Tangente  des  Neigungs- 
winkels des  conjugirten  Strahles. 

Zu  denselben  Folgerungen,  nämlich  der  Gleichung  (8),  gelangt 
man  natürlich  von  den  Gleichungen  (7)  durcli  Rechnung,  indem 
man  tgu  =  y :  x,  tgu  =y  :  x  setzt.  —  Wegen  der  entgegenge- 
setzten Richtung  der  x  und  x  (cf  oben  S.  19),  der  gleichen 
Richtung  der  y  und  y\  ergiebt  sich,  dass  u  und  u  in  verschiedener 
Weise  positiv  gerechnet  sind:  Der  Neigungswinkel  u  eines 
Strahles  im  Objectraum  ist  positiv  (und  kleiner  als  90% 
falls  der  Strahl  von  links  unten  nach  rechts  oben  geht; 
der  Neigungswinkel  u  eines  Strahles  des  Bildraumes  ist 
positiv,  falls  der  Strahl  von  links  oben  nach  rechts  unten 
geht 

Die  Lateralvergrösserung  hängt-,  wie  Gleichung  (7)  lehrt,  von 
rc,  d.  h.  der  Entfernung  des  Objectes  vom  Brennpunkte  F^  sowie 
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von  der  Brennweite  f  ab.  Sie  ist  aber  unabhängig  Ton  y,  d.  h. 
eine  zur  Axe  des  Systems  senkrechte  Figur  wird  ähnlich  ab- 
gebildet. Dagegen  wird  ein  Raumtheil  nicht  mehr  ähnlich  abge- 
bildet, wie  schon  einerseits  aus  der  Abhängigkeit  der  Lateralver- 
grösserung  von  x  hervorgeht,  andererseits  kann  man  leicht  ans  (7) 
ableiten,  dass  die  Tiefenvergrösserung,  d.  h.  das  Verhältniss 
eines  Zuwachses  dx  von  x  zu  einem  Zuwachse  dx  von  x  propor- 
tional dem  Quadrat  der  Lateralvergrösserung  ist 

Ein  Strahl  im  Objectraum  möge  die  Hauptebene  §  in  ^,  die 
Axe  in  P  schneiden  (vgl  Figur  8). 


Fig.  8. 

Sein  Neigungswinkel  u  gegen  die  Axe  folgt  aus 

AR         AR 
^9^  =  -pR  =  r^x   ' 

falls  X  die  Entfernung  des  P  von  F  mit  richtigem  Vorzeichen  be- 
deutet. 

Der  Neigungswinkel  w'  des  conjugii-ten  Strahles  gegen  die  Axe 
bestimmt  sich  aus 

A'TV  /'"' 

tg  u  = 


ÄIJ 
FR' 


A'R' 


falls  X  die  Entfernung  des  1^  von  F'  bedeutet,  und  P'  der  con- 
jugirte  Punkt  zu  P,  a!  der  zu  A  ist  Wegen  der  Eigenschaft  der 
Hauptebenen  ist  AH=A'H',  durch  Division  der  beiden  letzten 
Gleichungen  folgt  also  mit  Bei'ücksichtigung  von  (7): 

tg  u         f  —  X  X  f 


(9) 


ig  u 


X 

r 


X 


t  • 


Das  Verhältniss  der  Tangenten  der  Neigungswinkel  conjugirter 
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Strahlen  wird  Convergenzverhältniss  oder  Angularver- 
grösserung  genannt.  Dasselbe  ist  also  gemäss  der  Gleichung  (9) 
von  u  oder  u  unabhängig. 

Die  Angularvergrösserung  wird  =  —  1  für  x=/^,  oder  x=f. 
Die  beiden  hierdurch  bestimmten  (conjugirten)  Punkte  K  und  K' 
heissen  die  Knotenpunkte  des  Systems.  Sie  haben  die  Eigen- 
schaft, dass  einem  Strahl  durch  den  einen  Knotenpunkt 
K  ein  paralleler  Strahl  durch  den  anderen  Knotenpunkt 
K'  conjugirt  ist.  —  Die  Lage  der  Knotenpunkte  K,  K'  bei  posi- 
tiven Brennweiten  f  und  f"  ist  in  der  Figur  (9)  gezeichnet    -O, 


Fig.  9. 

K'a'  sind  zwei  conjugirte  Strahlen.  Es  folgt  aus  der  Figur,  dass 
die  beiden  Knotenpunkte  dieselbe  Entfernung  von  ein- 
ander besitzen  wie  die  beiden  Hauptpunkte.  —  Falls /*=/' 
ist,  fallen  die  Knotenpunkte  mit  den  Hauptpunkten  zusammen. 

Durch  Multiplication  der  zweiten  der  Gleichungen  (7)  mit  (9) 
leitet  man  ab : 

yL^  =  -f  (10) 

Nennt  man  e  die  Entfernung  eines  Objectes  P  von  der  Haupt- 
ebene §,  ebenso  e  die  Entfernung  seines  Bildes  P'  von  der  Haupt- 
ebene ^',  wobei  e  und  e  positiv  gerechnet  werden  sollen,  wenn 
F  vor  (links  von)  J^,  und  F'  hinter  (rechts  von)  §'  liegt,  so  ist 

e  =  f  —  rc,  e  =  f  —  x\ 

Daher  liefert  die  erste  der  Gleichungen  (7): 


f-  +  ^  Kl. 


(11) 
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Dieselbe  Gleichung  gilt,  falls  e  und  t   die  Entfernungen  des 
P  und  P'  von  zwei  beliebigen  conjugirten  Ebenen,  die  senkrecht 
zur  Axe  stehen,  bedeutet  und  f  und  f  die  Entfernungen  der  Brenn- 
punkte von  diesen  Ebenen.  Das  Resultat  ist  leicht  aus  (7)  abzuleiten. 
4.  Constractionen  conjuglrter  Pankte.   Die  Formel  (11)  er- 
laubt eine  bequeme  graphische  Construction 
(Figur  10).   Wenn  ABGD  ein  Rechteck  mit 
den  Seiten  f  und  f  ist,  so  schneidet  jede 
Grade  EGi!  den  rechten  Winkel  in  zwei 
Distanzen  AE^^e^  ABf  =^6,  welche  der 
Gleichung  (11)  genügen. 

Man  kann  auch  in  anderer  Weise  ver- 
fahren, um  zu  P  den  conjugirten  Punkt  /'' 
zu  finden,  indem  man  die  Hauptebenen  und 
Brennpunkte  benutzt  Man  ziehe  (vgl.  Figur  11)  von  P  einen  axen- 
parallelen  Strahl  PA,  und  einen  durch  den  Brennpunkt  F  gehenden 
Strahl  PF.  Zu  PA  ist  ÄF'  conjugirt,  wobei  Ä  dieselbe  Höhe  wie 
A  hat,  zu  PFB  ist  ein  axenparalleler  Strahl  P'Bf  conjugirt,  wobei 

B  und  B'  gleiche 
Höhe  haben.  Der 
Schnittpunkt  P'  bei- 
der Strahlen  ist  der 
gesuchte  conjugirte 
Punkt  zu  P.  — -  Man 
könnte  auch  die  Kno- 
tenpunkte bequem 
zur  Construction 
heranziehen. 

Die  in  Figur  11 
benutzte  Construc- 
tion versagt  in  dem  Falle,  dass  P  und  P'  auf  der  Axe  liegen.  Ein 
von  P  ausgehender  Strahl  möge  die  Brennebene  %  in  der  Höhe  ^, 
die  Hauptebene  ^  in  der  Höhe  h  schneiden  (vgl.  Figur  12).  Der 
conjugirte  Strahl  schneide  .^'  und  %'  in  den  Höhen  fi  =h  und  g\ 
Aus  der  Figur  folgt,  dass 

g PF    _  --X     g P*F' 


^P' 


Flg.  11. 


r  -h  p'F' 


f-\-  PF       f  —  x'  h  ' 

durch  Addition  folgt: 

(\c)\  g-hg  _     2tx  -  fx  —  r^ 

^^^^  h  —  f+-xx'~-~fr~-~rx = ^' 


—  X 

f- 
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da  nach  Gleichung  (7)  xx  =  ff  ist.  P'  ist  also  dadiu'cli  zu  finden, 
dass  man  die  Höhe  g  ^=h  —  g  in  der  Brennebene  5^'  abträgt  und 
die  Endpunkte  der  Strecken  //  =  ^  in  $'  und  /  in  g'  durch  eine 
Linie  verbindet  g  und  g'  sind  negativ  zu  nelimen,  falls  sie  unter 
der  Axe  liegen. 

5.  Charakterisinmg  der  Ycrschiedenen  Gattungen  von  Ab- 
bildungen. Die  verschiedenen  Gattungen  von  Abbildungen  binnen 
nur  durch  die  Vorzeichen  der  Brennweiten  f  und  f  von  einander 
verschieden  sein. 

Haben  beide  Brennweiten  dasselbe  Vorzeichen,  so  ist 
•die  Abbildung  eine  rechtläufige,  d.h.  wenn  das  Object  von  links 


Fig.  12. 

nach  rechts  rückt  (d.  h.  x  gi'össer  wird),  so  rückt  das  Bild  in  gleichem 
Sinne,  d.  h.  auch  von  links  nacli  rechts  (/  wird  kleiner).  Dies 
folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (7)  und  dem  Sinne,  in  welchem 
X  bezw.  x'  positiv  gerechnet  sind  (vgl.  oben  S.  19).  Wir  werden 
später  sehen,  dass  diese  Art  Abbildung  vorliegt,  falls  sie  nur  durcli 
Brechungen  oder  eine  gerade  Zahl  von  Reflexionen  oder  eine  Combi- 
uation  beider  zu  Stande  konnnt.  Diese  Abbildung  wird  (weil  die- 
selbe meist  nur  durch  Brechungen  realisirt  wird),  auch  kurz  als 
dioptrische  bezeichnet. 

Haben  beide  Brennweiten  verschiedenes  Vorzeichen, 
so  ist  die  Abbildung  rückläufig,  d.  h.  wenn  sich  das  Object 
von  links  nach  rechts  bewegt,  so  rückt  das  Bild  von  rechts  nach 
links,  wie  aus  der  Fomiel  xx'  =  if  hervorgeht.  Dieser  Fall  liegt 
vor,  wenn  die  Abbildung  durch  eine  ungerade  Zahl  von  Spiegelungen 
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ZU  Stande  kommt  oder  durch  Combination  von  Brechungen  mit 
solchen.  Diese  Abbildung  wird  daher  auch  kurz  als  katoptrische 
bezeichnet.  Bei  diesen  Abbildungen  ist  der  Sinn  der  Lichtans- 
breitung  im  Bildraum  umgekehrt  wie  im  Objectraum,  so  dass  man 
diese  Fälle  gemeinsam  zusammenfassen  kann  unter  das  Gteseta: 
Bei  jeder  Abbildung  folgen  die  conjugirten  Punkte  zweier 
conjugirter  Strahlen  auf  einander  im  Sinne  der  Licht- 
ausbreitung. 

Unter  den  dioptrischen  Abbildungen  sind  wiederum  zu  unter- 
scheiden die  mit  positiven  und  die  mit  negativen  Brennweiten. 
Erstere  Abbildungen  heissen  collective,  letztere  dispansive; 
bei  ersteren  nämlich  wird  ein  Parallelstrahlbündel  in  ein  con- 
vergentes,  bei  letzteren  in  ein  divergentes  abgebildet,  wenn 
man  es  von  der  Hauptebene  §'  des  Bildraumes  im  Sinne 
der  Lichtfortpflanzung  weiter  verfolgt  Eine  Unterscheidung 
zwischen  beiden  Abbildungen,  je  nachdem  die  Brennpunkte  reeÜ 
oder  virtuell  sind,  kann  nicht  gemacht  werden,  denn  wir  werden 
später  sehen,  dass  manche  dispansive  Systeme  (Mikroskop  z.  B.) 
reelle  Brennpunkte  besitzen. 

Unter  den  katoptrischen  Abbildungen  sind  nach  gleicher  Defi- 
nition die  mit  negativer  Brennweite  des  Bildraumes  als  collective 
zu  bezeiclmen,  da  sich  durch  Reflexion  der  Sinn  der  Lichtfort- 
pflanzung umkehrt  (also  nach  unseren  Festsetzungen  von  rechts 
nacli  links  gelit). 

Es  giebt  daher  folgende  4  Abbildungsai-ten: 

rv.      .    .     ,        a)  Collective:     +A  + /^. 

Dioptrische    ,;  ...  .  l       '.' 

^  b)  Dispansive:  — /;  — /  . 

Katoptrische  *J  J;'?^^'^''*^^''^    ^  ^1  'C' 

b)  Dispansive:  —  f,  +  f. 

6.  Teloskopische  Abbildung.  Bisher  ist  angenommen,  dass 
die  Brennebenen  im  Endlichen  liegen.  Liegen  sie  in  der  Unend- 
lichkeit, so  liegt  der  Fall  der  teleskopisclien  Abbildung  vor.  In 
den  Abbildungsgleichungen  (4)  verschwindet  für  diesen  Fall  der 
Coefflcient  n,  so  dass  sich  dieselben  bei  geeigneter  Wahl  des 
Cüordinatenanfangs  der  x  reducireii  auf: 

(13)  X  =ax,  y'  =  ßy. 

Da  x  =  0  für  x=^  0  ist,  so  sieht  man,  dass  irgend  zwei  conjugiii» 
Punkte  die  Anfangspunkte  der  Zählung  für  x  bezw.  x  bilden.  — 
Aus  den   Formeln  (13)  folgt,  dass  die  Lateral-  und  Tiefenver- 
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grössemng  constant  ist,  ebenso  ist  die  Angiilarvergi-össerung  con- 
staut;  denn  haben  wir  irgend  zwei  conjngii-te  Strahlen  Ol*  und 
0'P\  so  mögen  ihre  Schnitte  mit  der  Axe  der  Abbildung  zu  Coor- 
dinatenanfangspunkten  dienen.  Hat  dann  ein  Punkt  1*  des  ersten 
Strahles  die  Coordinaten  x,  y,  der  conjugirte  Punkt  r'  des  con- 
jugirten  Strahles  die  Coordinaten  x\  y\  so  gilt  für  die  Neigungs- 
winkel u,  u: 

tgu  =  1/  :  Xy  tg  u  =i/  :  x\ 

Daher  folgt  vennöge  der  Gleichungen  (13) 

tg  u  :  tg  u  =  ß  :  d.  (14) 

n  muss  positiv  sein  bei  rückläufiger  (katoptrischer)  Abbildung, 
negativ  bei  rechtläufiger  (dioptrischer).  Bei  letzterer  sieht  man 
also  nach  (14)  in  Berücksichtigung  des  positiven  Sinnes  von  u  und 
u  (cf.  oben  S.  21)  bei  positivem  ß  aufrechte  Bilder  von  unendlich 
entfernten  Objecten,  bei  negativem  ß  umgekehi-te  Bilder.  Es  giebt 
also  je  nach  dem  Vorzeichen  von  a  und  ß  vier  verschiedenartige 
teleskopische  Abbildungen. 

Aus  (14)  und  (13)  erhält  man 

^-  =  ^  (15) 

ytgu         a  '  ^     ^ 

Ein  Vergleich  mit  Formel  (10)  (S.  23)  lehi-t,  dass  bei  der 
teleskopischen  Abbildung  beide  Brennweiten  (die  beide  unendlich 
gross  sind)  ein  endliches  Verhältniss  besitzen.    Es  ist  nämlich 

f  ß^ 


f 


a 


(16) 


Falls  f=f  ist,  wie  bei  Fernrohren,  und  überhaupt  bei  jedem 
Instrument,  bei  dem  der  Brechungsindex  des  Objectraumes  gleich 
dem  des  Bildraumes  ist  [vgl.  dazu  Kap.  III,  Formel  (9)],  so  ist  also 
a  =  —  ß'^.    Nach  (14)  ergiebt  sich  dann 

tg  u  :  tg  u  =  —  \  :  ß. 

Man  bezeichnet  dies  Convergenzverhältniss  (Angulaivergrösserung) 
bei  Fernrohren  schlechthin  als  VergrOsseruiig  F.  Nach  (13)  er- 
giebt sich 

//  :  //  =  -r,  (14') 

d.  h.  beim  Fernrohr  ist  die  reciproke  Lateralvergrösserung 
numerisch  gleich  der  Angularvergrösserung. 

1.  Combinatioii  mehrerer  Abbildungen.  Eine  Reihenfolge 
mehrerer  Abbildungen  muss  einer  einzigen  Abbildung  äquivalent 
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sein.  Wir  wollen* uns  hier  wiederum  auf  centrirte  Abbildungen 
beschränken.  Nennt  man  (vgl  Figur  13)  /",  /^  die  Brennweiten  der 
resultirenden  Abbildung,  /",,  /*/  die  der  ei-sten  Abbildung,  /i,  ft 
die  der  zweiten,  so  kann  man  leicht  die  Brennweiten  und  Brenn- 
punktslagen  der  resultirenden  Abbildung  berechnen  oder  construiren, 
wenn  man  die  Distanz  F^  'F^  =  A  kennt  Diese  Distanz  wollen 
wir  kurz  als  Intervall  der  beiden  Abbildungen  1  und  2  bezeich- 
nen, und  zwar  sei  dasselbe  positiv,  wenn  Fy^  links  von  F^  liegt, 
sonst  negativ. 

Ein  in  der  Höhe  y  einfallender  axenparalleler  Strahl  S  (Fig.  13) 
wird  durch  die  Abbildung  1  in  den  Strahl  S^  abgebildet,  welcher 


Flg.  13. 

durch  den  Brennpunkt  F^ '  geht.  Durch  die  Abbildung  2  wird  Sj 
in  den  Strahl  S'  abgebildet.  Sein  Schnittpunkt  F'  mit  der  Axe 
ist  der  Brennpunkt  des  Bildraumes  der  resultirenden  Abbildung. 
Er  bestinmit  sich  rechnerisch  daraus,  dass  Fy*  und  F'  conjngirte 
Punkte  in  Bezug  auf  die  Abbildung  2  sind,  d.  h.  es  ist 

(17)  F,'  F'  =  f^f/, 

wobei  F-iV'  positiv  ist,  falls  F'  rechts  von  F^  liegt;  constructiv 
erhält  man  F'  aus  der  oben  S.  25  angeführten  Construction,  indem 
die  Durchsclmittspunkte  von  S^  und  S'  mit  den  Brennebenen  ^a 
und  552'  solche  Entfernungen  g  und  g   von  der  Axe  besitzen,  dass 

Der  Durclischnittspunkt  A'  von  S'  mit  S  nmss  in  der  Haupt- 
ebene .^'  des  Bildraumes  der  resultirenden  Abbildung  liegen.  Da- 
durch ist  also  S^'  und  in  Folge  dessen  auch  die  resultirende  Brenn- 
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weite  f  construirt,  welches  die  Entfernung  des  resultirenden 
Brennpunktes  F'  von  §'  ist  Aus  der  Construction  und  der  Figur 
folgt,  dass  f  bei  positivem  A  negativ  ist. 

Rechnerisch  folgt  f  aus  Berechnung  des  Neigungswinkels  u 
des  Strahles  S'.    Für  5^  gilt: 

und  zwar  ist  u^    mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  rechnen, 

falls  Si  als  Objectstralil  für  die  Abbildung  2  aufgefasst  wird.  Nach 

(9)  ist  nun: 

tgu'  _  J 

tgux  —  U'^ 
d.  h.  da  <^tti  =  —  y  \  /■/  ist: 

igu  =  —  y'  7/77. 

/l   /2 

Da  nun  aber  (vgl.  auch  den  Satz  der  S.  21)  y:f  =  tgu  ist,  so  folgt 


f  .•  t 


f H'-:  (18) 

Analog  erhält  man  durch  Betrachtung  eines  axenparallelen  Strahles 
im  Bildraum  und  seines  conjugirten  Strahles  im  Objectraum: 

f=-^-h  (19) 

und  für  die  Entfernung  des  resultirenden  Brennpunktes  F  von  dem 
Brennpunkte  F^ : 

^^1  =  ^ '  (20) 

wobei  FF^  positiv  ist,  falls  F  links  von  F^  liegt. 

Die  Gleichungen  (17),  (18),  (19),  (20)  enthalten  die  Eigenschaften 
der  resultirenden  Abbildung,  berechnet  aus  denen  der  zusammen- 
setzenden Abbildungen. 

Ganz  ähnlich  kann  man  verfahren,  wenn  mehr  als  zwei  succes- 
sive  Abbildungen  vorhanden  sind. 

Ist  das  Intervall  A  zweier  Systeme  gleich  Null,  so  werden  die 
Brennweiten  /"und  f  unendlich  gross,  man  erhält  also  teleskopische 
Abbildung.  Das  Verhältniss  der  Brennweiten,  welches  endlich 
bleibt,  folgt  aus  (18)  und  (19): 

f A      h  /,^.x 

f  —  frrr  (^^^ 

Die  Lateralvergrösserung  //' :  y  ergiebt  sich  aus  Betrachtung  eines 
einfallenden  axenparallelen  Strahles  zu: 

y'y  =  ß=-t2'f:^  (22) 
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Vermöge  (21),  (22)  und  (16)  ist  die  Constante  a,  welche  die  Axen- 
vergrösserung  bedeutet  [vgl  oben  Formel  (13)] 

Folglich  ist  nach  (14)  die  Angularvergrösserung: 

(24)  tgu  :  tgu  =  ß  :  a  =  fi  :  f^. 

Die  Coustruction  oder  Berechnung  einer  resultirenden  Abbildung, 
wenn  unter  den  zusammensetzenden  Abbildungen  eine  oder  mehrere 
teleskopische  auftreten,  ist  etwas  zu  modificiren  gegenüber  den 
bisherigen  Betrachtungen.  Das  Resultat  kann  aber  wiederum  sofort 
erhalten  werden,  wenn  man  die  successiven  Abbildungen  eines  eiu- 
fallenden  axenparallelen  Strahles  construirt  oder  berechnet 


Kapitel  IIL 

Physikalische  Herstellung  der  optischen  Abbildung. 

Im  vorigen  Kapitel  ist  nach  dem  Vorgang  von  Abbe  die  geo- 
metrische Theorie  der  optischen  Abbildung,  welche  das  physikalische 
Zustandekonnnen  derselben  ganz  unerörtert  lässt,  deslialb  voran- 
g(istellt,  weil  wir  die  so  erlialtenen,  allgemeinen  Gesetze  in  jedem 
speciellen  Abbildungsfalle  wieder  finden  müssen,  einerlei,  welche 
specieHercn  pliysikalischen  Hilfsmittel  zur  Herstellung  der  Abbildung 
herangezogen  werden.  Der  Begriff  der  Breimpunkte  und  Brenu- 
w(»iten  z.  B.  ist  also  nur  geknüpft  an  das  Bestehen  einer  Abbildung, 
einerlei,  ob  dieselbe  durch  brechende  Linsen  oder  reflectirende 
Spiegel  oder  durch  and(*i*e  Mittel  realisirt  wird. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  sehen,  dass  die  optische  Ab- 
bildung allerdijigs  in  d(Mn  idealen  Sinne  des  vorigen  Kapitels  und 
ohne  alle  Beschränkungen  physikalisch  nicht  hergestellt  werden 
kann,  es  ist  nämlich  die  Abbildung  endlicher  Bäume  durch  beliebig 
weit  geöflnete  Strahlenbüschel  nicht  zu  realisiren. 
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Wir  haben  zwar  schon  fiiiher  S.  15  gesehen,  dass  man  durch 
Eeflexion  oder  Brechung  an  einer  aplanatischen  Fläche  die  Ab- 
bildung eines  Punktes  durch  weit  geöffnete  Büschel  erzielen  kann. 
Für  andere  Punkte  ist  dann  aber  keine  Abbildung  durch  weit  ge- 
öffnete Büschel  vorhanden,  da  die  Gestalt  der  aplanatischen  Fläche 
vom  Oi-te  des  Objectes  abhängt.  Deshalb  bietet  die  genauere  Be- 
handlung specieller  aplanatischer  Flächen  kein  grosses  physikalisches 
Interesse.  Wir  werden  im  Folgenden  nur  die  Herstellung  der 
Abbildung  durch  brechende  oder  reflectirende  Kugelfläclien  behan- 
deln, da  diese  wegen  der  leichteren  technischen  Herstellbarkeit 
bei  den  optischen  Instrumenten  allein  verwandt  werden,  und  andei-e 


Fig.  14. 

Gf'stalten  der  reflectirenden  oder  brechenden  Flächen  schon  allein 
aus  dem  angefilhrten  Grunde  doch  keine  ideale  optische  Abbildung 
liefern  können. 

Wir  werden  sehen,  dass  man  durch  brecthcMide  oder  reflectii'ende 
Kugelflächen  optischti  Abbildung  piaktisch  herstellen  kann,  wenn 
man  gewisse  Beschränkungen  dab(4  zulässt,  nämli<*li  entw(*der  in 
der  Grösse  der  abgebildeten  Räume,  oder  in  der  Weite  der  die 
Abbildung  vermittelnden  Strahlenbüs(jhel. 

h  Brechung  an  einer  Kugelfliiche.  In  einem  Medium  vom 
Brechungsindex  n  falle  ein  Strahl  PA  auf  eine  stärker  brecliende 
Kugel  vom  Brechungsindi^x  n.  Der  Radius  d(^r  Kugel  s(m  r,  ihr 
Centruni  C  (vgl.  Figur  14).    Um  den  gebrochenen  Strahl  zu  finden. 
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constniire  man  (nach  Weieistrass)  um  C  zwei  Kugeln  1  und  2  mit 

den  Radien  r^  =  ^ r,  und  r^^=%r.    Kugel  1  werde  von  PA  in  B 

getroffen ;  man  ziehe  BGj  welches  Kugel  2  in  Z)  schneide.  Dann  ist 
AD  der  gebrochene  Strahl.  Man  kann  dies  leicht  einsehen,  da 
Dreieck  ADG  ähnlich  dem  Dreieck  BAC  ist.  Denn  es  ist  AC:  CD 
=  BC:  CA  =  n:7i.  Folglich  ist  ^  DAC=^  ABG=(p  (Brechungs- 
winkel), und  da  ^  BAC  =  cp  (Einfallswinkel)  ist,  so  ist 

sin  fp  :  sin  fp  =  BC :  AC ^=^n  \n^ 

was  nach  dem  Brechungsgesetz  sein  nmss. 

Wenn  man  so  zu  verschiedenen,  von  einem  Punkte  P  aus- 
gehenden Strahlen  die  gebrochenen  construirt,  so  erkennt  man  schon 
aus  der  Zeichnung,  dass  dieselben  sich  nicht  in  einem  einzigen 
Punkte  /''  schneiden ;  eine  Abbildung  durch  weit  geöffnete  Strahlen- 
büschel  findet  also  nicht  statt.  Aus  der  benutzten  Ck)nstruction 
geht  aber  unmittelbar  heiTor,  dass  alle  Strahlen  PA^  welche  nach 
dem  Punkte  B  hinzielen,  sämmtlich  nach  dem  Punkte  B  hinge- 
brochen werden.  Umgekehrt  haben  alle  Strahlen,  welche  von  B 
ausgehen,  ihren  virtuellen  Vereinigungspunkt  in  Ä  Es  giebt 
also  auf  jeder  durch  das  Centrum  C  einer  Kugel  vom 
Radius  r  gehenden  Geraden  zwei  P^inkte  in  den  Entfer- 

nungen  r*^  und  r^,,  welche  durch  alle  Strahlen  genau  in 

einander  abgebildet  werden,  allerdings  nicht  zu  zwei  reellen 
Bildern.  Diese  Punktepaare  heissen  die  aplanatischen  Punkte- 
paare der  Kugel. 

Bezeichnen  wir  die  Neigungswinkel  zweier  von  den  aplanati- 
schen Punkten  B  und  B  ausgehenden  Strahlen  gegen  die  Axe  BB 
mit  u  und  ?/,  d.  h.  setzen  wir 

^  ABC=u,  ^  ADC=u\ 

so  ist,  wie  vorhin  nachgewiesen  wurde,  ^  ABC  =  ^  DAC=u, 
Aus  Betrachtung  des  Dreiecks  ADC  folgt-  daher: 

(1)  sin  II   :  sin  u  =  AC :  CD  =  n  :  n. 

Wir  liaben  also  hier  ein  von  u  unabhängiges  Verhältniss  der  Sinus 
der  Neigungswinkel  conjugirter  Stralilen,  nicht  wie  nach  Formel 
(9)  der  S.  22  ein  constantes  Verhältniss  der  Tangenten  der  Neigungs- 
winkel. Der  Unterschied  beider  Fälle  ist  darin  begründet,  dass 
früher  eine  Abbildung  gewisser  endlicher  Raumtheile  angenommen 
wurde,   während  hier  nur  eine  Abbildung  zweier  Flächen   durch 
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weit  geöffnete  Büschel  stattfindet.  Die  sämmtlichen  aplanatischen 
Pnnktepaare  B,  D  bilden  uänilicli  die  beiden  conceutrischen  Kugel- 
flachen  l  und  2  der  Figur  14.  Allerdings  ist  diese  Abbildung  der 
beiden  Flächen  auch  nicht  eine  c^llineare  im  früheren  Sinne,  denn 
die  beiden  Flächen  sind  nicht  zwei  Ebenen.  Bezeichnet  man  die 
Grösse  zweier  conjugirter  Flächenstücke  in  ihnen  mit  s  und  s,  so 
ist,  da  ihr  Verhältniss  gleich  dem  der  ganzen  Kugelfläche  1  und  2 
sein  muss: 

s  :  s  =  n*  :  n  *. 

Daher  kann  man  die  Gleichung  (1)  auch  schreiben: 

sin'^u  •  s  '  n^  =  sin^u  •  s  •  n'K  (2) 

Wir  werden  später  sehen,  dass  diese  Gleichung  stets  für  die  physi- 
kalische Abbildung  zweier  unendlich  kleiner  Flächenstücke  s  und  s 
gilt,  einerlei,  durch  welche  speciellen  Anordnungen  die  Abbildung 
hergestellt  ist 

üni  eine  räumliche  optische  Abbildung  durch  die  Brechung  an 
einer  Kugelfläche  zu  erhalten,  müssen  wir  die  Oeflnung  der  die 
Abbildung  vermittelnden  Strahlenbüschel  als  sehr  klein  annehmen. 


Fig.  15. 

Sei  (vgl  Figur  15)  PA  ein  Strahl,  welcher  in  AI''  gebrochen  wird, 
und  sei  VGl*'  die  durch  den  Kugelmittelpunkt  C  gehende  Centrale, 
so  folgt  aus  Dreieck  l'AC: 

sin  qn  :  sin  a  =  PH  -\-  r  :  /*.!, 

aus  Dreieck  P'AC: 

sifi  (p  :  sin  a  =  11 P'  —  r  :  P'A, 

Durch  Division  folgt 

sinif  _n   _P  H+r     P'A 

sin  tp  ~  n  ~  P'E  -r'  PA'  ^•^' 

Drnde,  Lehrbnch  d.  Optik.  3 
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Setzen  wir  nun  voraus,  dass  A  unendlich  nahe  an  H  liege,  i  k 
dass  ^  APH  sehr  klein  sei,  so  ist  PA  =  PH,  P'A  =  P'ä  zu  setzen. 
Bezeichnen  wir  diese  Entfernungen  mit 

P£r=e,   P'H=e\ 
so  folgt  aus  (3): 


r 
r 

e 

•    — 

e 

n 

"■+ 

n 

e 

n' 

—  n 

r 

oder 

(4) 

Dabei  ist  r  positiv  gerechnet,  wenn  die  Kugel  gegen  das  einfallende 
Licht  convex  ist,  d.  h.  C  rechts  von  H  liegt;  e  ist  positiv,  falls  P 
links  von  JJ,  e  ist  positiv,  falls  P'  rechts  von  H  liegt  Zu  jedem 
e  gehört  also  ein  ganz  bestimmtes  e,  unabhängig  von  der  Lage 
des  Strahles  PA,  d.  h.  es  findet  eine  Abbildung  eines  sich  nahe  an 
die  Centrale  PC  anschliessenden  Raumtheiles  statt  durch  Strahlen, 
welche  der  Centrale  nahe  bleiben. 

Eine  Vergleichung  der  Formel  (4)  mit  der  früher  auf  S.  23 
abgeleiteten  Formel  (11)  lehrt,  dass  die  Brennweiten  der  Ab- 
bildung sind: 

(5)  f-'ü'^n'     f  = 


n  V  n 


n  —  n 


I 


und  dass  die  beiden  Hauptebenen  §  und§'  zusammenfallen  in  die 
im  Scheitel  E  der  Kugelfläche  errichtete  Tangentialebene.  Die 
gleichen  Vorzeichen  von  f  und  f  entsprechen  dem  oben  auf  S.  25 
besprochenen  Merkmale  der  dioptrischen  oder  rechtläufigen  Ab- 
bildung. Ist  n  >  n,  so  giebt  eine  coiivexe  Krümnmng  (positives  r) 
eine  collective  Abbildung.  Reelle  Bilder  {e  >>  0)  entstehen  dabei, 
solange  e  >  /"  ist.  Die  Bilder  sind  dann  zugleich  umgekehrt. 
Die  Gleichung  (10)  der  S.  23  wird: 

^^  y  ig  u  n  ' 

Nach  frülieren  Festsetzungen  sind  die  Neigungswinkel  u,  u  con- 
jugirter  Strahlen  in  verschiedenem  Sinne  gerechnet  Wenn  sie  in 
gleichem  Sinne  gerechnet  werden,  so  wollen  wir  dies  durch  die  Be- 
zeichnung 'u  an  Stelle  von  u  ausdrücken.  Es  ist  also  'w  =  —  u 
zu  setzen.    Man  kann  dann  die  letzte  Gleichung  schreiben: 

(7)  ny  tg  u  =  ny  ig  'u . 

Wir  lernen  durch  diese  Gleichung  eine  Grösse  kennen,  welche 


Physikalische  Herstellung  der  optischen  Abbildung.  35 

durch  die  Brechung  nicht  geändert  wird,  eine  optische  I  n  Variante. 
Dieselbe  bleibt  daher  auch  constant,  wenn  eine  Brechung  dui'ch 
beliebig  viele  centrirte  Kugelflächen  stattfindet.  Bezeichnen  wir 
in  diesem  Falle  mit  n  den  Brechungsindex  im  ersten  Medium,  mit 
71  den  im  letzten,  so  gilt  also  auch  Gleichung  (7).  Da  nun  aber 
allgemein  nach  der  früheren  Gleichung  (10)  der  S.  23  für  jede  Ab- 
bildung gilt 

ytg'u_f  . 

ytgu~f'  W 

so  giebt  die  Vergleichung  mit  (7): 

f:f==n:n,  (9) 

d.  h.    bei   der   Abbildung   durch   ein    System   centrirter, 
brechender  Kugelflächen  ist  das  Verhältniss  der  Brenn- 
weiten gleich  dem  Verhältniss  der  Brechungsindices  des 
ersten  und  des  letzten 
Mediums.     Wenn    also 
z.  B.  diese  beiden  Medien 
Luft  sind,  wie  es  bei  den 
Linsen,  den  Spiegeln  und 
den     meisten    optischen 
Instrumenten  der  Fall  ist, 
so  sind  beide  Brennweiten 
einander  gleich. 

2.  Reflexion  an  einer 
Kngelfläcfae.  Der  Radius 
r  des  Spiegels  sei  positiv 
fiir  einen  Convexspiegel,  negativ  für  einen  Hohlspiegel  gerechnet. 
Nach  dem  Keflexionsgesetz  muss  (vgl.  Figur  16)  9C  PAC  =  ^  P'AC 
sein.    Es  ist  also  nach  einem  Satze  der  Geometrie: 

PÄ:P'A  =  PC\P'G.  (10) 

Wenn  der  Strahl  PA  beliebig  gi'osse  Winkel  mit  der  Axe  PC 
bildet,  so  ist  der  Durchschnittspunkt  P'  der  Axe  mit  dem  con- 
jugirten  Strahl  ein  variabler.  Es  besteht  dann  auch  keine  Ab- 
bildung des  Punktes  P,  Wenn  aber  der  Winkel  APG  so  klein 
bleibt,  dass  man  anstatt  seines  Sinus  den  Winkel  selbst  setzen 
kann,  so  gehört  zu  jedem  P  ein  bestimmtes  conjugirtes  P\  d.  h. 
dann  besteht  eine  Abbildung.  Man  kann  dann  nämlich  PA  =  PHf 
P-A  =  P'E  setzen,  so  dass  (10)  übergeht  in 

PR\  P'H^PC:P'C,  (11) 

3» 


Fig.  16. 
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oder  wenn  man  PH=  e,  P'H^=  —  e  setzt,  so  folgt  (in  der  Figur 
ist  r  negativ): 

(12)  -'-  +  i  =  '-. 

^     ^  e         e         r 

Ein  Vergleich  mit  der  früheren  Formel  (11)  anf  S.  23  lehrt,  dass 
die  Brennweiten  der  Abbildung  sind: 

(13)  f=-lr,r  =  +  ^r, 

und  dass  die  beiden  Hauptebenen  Sq  und  $'  zusammenfallen  in  die 
im  Scheitel  H  des  Kugelspiegels  errichtete  Tangentialebene;  die 
beiden  Brennpunkte  fallen  zusammen  (in  die  Mitte  zwischen  C  und 


.-'5' 


Obfekdinie 

/  ^    A 3         4- 


Flg.  17. 

H)j  und  die  Knotenpunkte  fallen  auch  zusammen,  und  zwar  in  das 
CentruHi  C  des  Kügelspiegels.  —  Die  (xrössen  e  und  c  sind  in  dem- 
selben Sinne  positiv  gerechnet  wie  früher  auf  S.  23. 

Das  verscliiedene  Vorzeichen  der  Brennweiten  f  und  f  ent- 
spricht dem  oben  auf  S.  25  besprochenen  Merkmale  der  katoptri- 
schen  oder  rückläufigen  Abbildunjif.  Nach  den  Festsetzungen  der 
S.  26  entspriclit  ein  negatives  r,  d.  h.  (un  Hohlspiegel,  einer  collec- 
tiven  Abbildung,  dagegen  ein  Convexspiegel  einer  dispansiven  Ab- 
bildung. 

Wie  ein  Vergleich  der  Formeln  (13)  und  (5)  dieses  Kapitels 
lehrt,  kann  man  die  hier  gewonnenen  Resultate  bei  der  Reflexion 
an  einer  Kugelfläche  ableiten  aus  den  früheren  Resultaten  für  eine 
Brechung  an  derselben,  falls  man  n'  :  r?  =  —  1  setzt.  In  der  That 
geht  ja  auch  für  n  :  w  =  —  7  das  Brechungsgesetz  in  das  Reflexions- 
gesetz über.    Von  dieser  Bemerkung  kann  man  Gebrauch  machen,' 
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falls  es  sich  um  die  Conibination  der  Abbildungen  an  mehreren 
brechenden  oder  spiegelnden  Kugelflächen  handelt.  Der  Satz  (9) 
bleibt  für  alle  diese  Fälle  bestehen  und  zeigt,  dass  durch  Zusammen- 
setzung der  Reflexionen  an  einer  geraden  Anzahl  von  Kugelflächen 
und  beliebigen  Brechungen  allemal  ein  positives  Verhältniss  f\  f , 
d.  h.  eine  dioptrische  oder  rechtläufige  Abbildung  entsteht  (vgl. 
oben  S.  25). 

Den  Zusammenhang  zwischen  Bild  und  Object  kann  man  deut- 
lich aus  der  Figur  17  entnehmen.  Dieselbe  bezieht  sich  auf  einen 
Concav-(Hohl-)Spiegel.  Die  Zahlen  1,2,  3,  . , .  8  bedeuten  Object- 
pnnkte  in  constanter  Höhe  über  der  Axe  der  Abbildung.  Die  Zahlen 
r  und  8,  welche  hinter  dem  Spiegel  liegen,  entsprechen  virtuellen 
Objecten,  d.  h.  die  einfallenden  Lichtstrahlen  zielen  nach  diesen 


f  Otuektlinie         2 — -^^ ^  .  _•!  _  .  _ö j .« 


<y^-. 


Fig.  18. 

Punkten  hin,  konmien  aber  in  ihnen  nicht  zum  Schnitt,  sondern 
treffen  vorher  auf  den  Spiegel  und  werden  reflectirt.  Das  Gebiet 
der  reellen  Objecte  ist  in  der  Figur  17  durch  eine  ausgezogene, 
das  der  virtuellen  Objecte  durch  eine  gestrichelte  Linie  gekenn- 
zeichnet. Die  Punkte  /,  2',  5' . . .  8'  sind  die  Bilder  der  Punkte 
7,  2,  5 ...  Ä  Da  letztere  in  einer  axenparallelen  Geraden  liegen, 
so  müssen  erstere  in  einer  Geraden  liegen,  welche  durch  den  Brenn- 
punkt F  geht  und  durch  den  Punkt  6',  den  Schnitt  des  Object- 
strahles  mit  dem  Spiegel,  d.  h.  der  Hauptebene.  Die  ausgezogene 
Bildlinie  bedeutet  reelle  Bilder,  die  gestrichelte  virtuelle.  Irgend 
ein  Bildpunkt,  z.  B.  2',  kann  dadurch  construirt  werden  (nach 
S.  24),  dass  man  durch  das  Object  2  und  den  Brennpunkt  F  eine 
Gerade  zieht,  welche  den  Spiegel,  d.  h.  die  Hauptebene,  in  einem 
Punkte  A^  schneiden  möge.  Zieht  man  dann  durch  A^  eine  Parallele 
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zur  Axe,  so  schneidet  diese  die  vorhin  construirte  schiefe  Bild- 
linie im  gesuchten  Bildpunkt  2\ 

Aus  der  Figur  ersieht  man  deutlich,  dass  ferne  Objecte  sich 
reell  und  umgekehrt  abbilden,  dass  von  Objecten,  die  innerhalb  der 
Brennweite  vor  dem  Spiegel  liegen,  virtuelle  aufrechte  Bilder  ent- 
stehen, und  dass  zu  virtuellen  Objecten  hinter  dem  Spiegel  reelle, 
aufrechte  Bilder  vor  dem  Spiegel  gehören. 

Für  einen  Convexspiegel  giebt  ebenso  Figur  18  die  Lage  von 
Object  und  Bild  an.  Man  ersieht  daraus,  dass  zu  allen  reellen 
Objecten  virtuelle,  aufrechte,  verkleinerte  Bilder  gehören,  dass  bei 
virtuellen  Objecten,  die  innerhalb  der  Brennweite  hinter  dem 
Spiegel  liegen,  reelle,  aufrechte,  vergrösserte  Bilder  entstehen;  zu 

ferneren  virtuellen  Objec- 
ten gehören  wieder  vir- 
tuelle Bilder. 

Die  Gleichung  (1 1)  be- 
sagt, dass  PCr^H  vier 
harmonische  Punkte  sind. 
Man  kann  also  zu  einem 
Objecte  P  sein  Bild  in 
folgender  Weise  nach 
Fig,  19.  einem  Lehrsatze  der  syn- 

thetischen Geometrie  con- 
struiren  (vgl.  Figur  19):  Man  ziehe  von  einem  beliebigen  Punkte 
L  aus  zwei  Strahlen  LC  und  LH,  ferner  ziehe  man  den  beliebigen 
Strahl  PDB,  Der  Schnittpunkt  von  DH  mit  BG  sei  0,  dann  schneidet 
LO  die  Gerade  PH  in  dem  zu  P  conjugirten  Punkte  P\  —  Bei 
einem  Convexspiegel  ist  die  Construction  ganz  dieselbe,  es  ver- 
tauschen die  beiden  Punkte  C  und  H  nur  ihre  physikalischen  Be- 
deutungen. 

3,  Linsen.  Die  Eigenschaften  der  Abbildung  durch  zwei  cen- 
trirte  Kugelflächen  (Linsen)  können  wir  direct  aus  dem  §  7  des 
Kapitels  II  ableiten.  Die  Krümmungsradien  rj  und  r^  rechnen  wii* 
in  dem  fiiiher  (§  1)  festgesetzten  Sinne  positiv.  Wir  rechnen  näm- 
lich den  Radius  einer  Kugelfläche  als  positiv,  wenn  sie  convex 
nach  links,  d.  h.  gegen  die  einfallenden  Strahlen  convex  ist.  Wir 
wollen  den  Fall  betrachten,  dass  die  Linse  den  Brechungsindex  n 
besitzt  und  in  Luft  liegt.  Die  Dicke  der  Linse,  d.  h.  der  Abstand 
ihrer  Scheitelpunkte  5,  und  ^^2  (vgl.  Figur  20),  sei  d.  Wenn  dann 
die  Brennweiten  für  die  Abbildung  durch  Brechung  an  der  ersten 
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Grenzfläche  der  Linse  mit  /l  und  /^/,  für  die  Abbildung  an  der 
zweiten  Grenzfläche  mit  f^  und  f^  bezeichnet  werden,  so  ist  das 
Intervall  A  beider  Abbildungen  (cf.  oben  S.  28)  gegeben  durch: 

A  =  d-U'  -h,  (14) 

und  nach  (5)  ist 

/l=n^»    /i'=^iir?i'  A=^2j^»   /i'=^2  7i7i.(15) 

Nach  den  Formeln  (19)  und  (18)  des  Kapitels  11  (S.  29)  werden 
also  die  resultirenden  Brennweiten: 


r^r2 


während  die  Lage  der  beiden  resultirenden  Brennpunkte  F  und  F' 
aus  den  Formeln  (17)  und  (20)  des  Kapitels.  II  (S.  28,  29)  berechnet 


0         1   ,        A 

i" 

Q_                                         ^    " " 

\' 

— ^ 

°F 

F,   S\             F,'         h          S, 

V  ■ 

/' 

Flg.  20. 

wird.  Nach  diesen  Formeln  wird  die  Entfernung  ö  des  Brenn- 
punktes F  vor  dem  Linsenscheitel  S^  und  die  Entfernung  ö'  des 
Brennpunktes  F'  hinter  dem  Linsenscheitel  ^Sj,  da  (J  =  FF^^  +  /;, 
c'  =F^F^  ^f^'  ist: 

n  d(n-'l)-\-nr2  ,^^. 


n  —  1    d  (71  —  1)  —  nvi  -{-  nr2  ' 
/ rj  —  d  (n  —  i[>  4-  wri 


(18) 


n  —  i     (i  (n  —  i)  —  7*ri  -}-  ^^7 

Nennt  man  ä  die  Entfernung  der  ersten  Hauptebene  |)  von 
dem  Linsenscheitel  S, ,  und  h'  die  Entfernung  der  zweiten  Haupt- 
ebene §'  hinter  dem  Linsenscheitel  S2,  soist  f+  h  =  axindf'  +  h' =o\ 
d.  h.  es  folgt  nach  (16),  (17)  und  (18): 

Tid 


h 


k'  = 


d{n  —  i)  —  nri  -}-  nr2  ' 

—rzd 

d  (n  —  1)  —  nrx  +  nr^^ ' 


(19) 
(20) 
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für  die  Distanz  p  der  Hauptebene  §  vor  der  Hauptebene  §'  folgt, 
da  ;;  =  rf  +  Ä  +  ä': 

(21)  p  =  d{n  —  l)   .,    '^7/'"^''*   — . 

^     '  ^  ^  ^  d  (n  —  1)  —  nri  +  nr2 

Die  Knotenpunkte  fallen  in  die  Hauptpunkte,  da  /*=/^  ist  (vgl. 
oben  S.  23). 

Aus  diesen  Fonneln  geht  hervor,  dass  die  Krümmungen  r^  und 
/•j  allein  noch  nicht  den  Charakter  der  Abbildung  bestimmen,  son- 
dern dass  derselbe  auch  wesentlich  von  der  Dicke  d  der  Linse  be- 
stimmt ist.  So  wirkt  z.  B.  eine  biconvexe  Linse  (r^  positiv,  r.^ 
negativ)  bei  nicht  zu  grosser  Dicke  d  collectiv,  d.  h.  sie  besitzt 
eine  positive  Brennweite,  dagegen  dispansiv,  falls  d  sehr  gross  ist 
(biconvexe  Stablinse). 

4.  Dünne  Linsen.  In  der  Praxis  tritt  oft  der  Fall  ein, 
dass  die  Dicke  d  der  Linse  so  klein  ist,  dass  man  d{n  —  i)  ver- 
nachlässigen kann  gegen  n{r^  —  rj).  Von  dem  Falle  r^  =r2,  weicher 
bei  einer  convex-concaven  Linse  mit  zwei  gleichen  Krümmungen 
eintritt,  wollen  wir  hierbei  absehen.  Dann  werden  nach  (16)  die 
Brennweiten  der  Linse: 


(22) 


während  nach  (19),  (20)  und  (21)  die  Hauptebenen  nahe  zusammen- 
fallen mit  den  nahe  zusammenfallenden  Tangentialebenen  in  den 
Scheiteln  /Sj  und  S^  der  Linse. 

Genauer    berechnet    sich    nach    diesen  Formeln,    wenn    man 
d{n  —  1)  gegen  «(r,  — r<i)  vernachlässigt: 

(23)        h==—      .    .    y        /i  =  4-      .  p=^d-  -  -. 

Der  Abstand  j)  beider  Hauptebenen  von  einander  ist  also  von  den 
Linsenkrümnmngen  unabhängig.  Für  //  =  7,5  beträgt  p  =  V3  d. 
Für  biconvexe  sowohl  als  biconcave  Linsen  liegen  die  Hauptebenen 
im  Inneren  der  Linse  (da  //  und  //  negativ  sind).  Bei  gleichen 
Krümnmngen  (r^  =  —  r.^)  ist  für  n  =  /,.>  :  h  =^  h'  ==  -  V:{  <h  d.  h.  die 
Hauptebenen  liegen  um  je  V^  der  Linsendicke  von  der  Obei-fläche 
entfernt  —  Bei  gleichem  Vorzeichen  von  r,  und  r^  (concav-convexe 
Linsen)  können  die  Hauptebenen  ausserhalb  der  Linse  liegen. 
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Zu  den  Linsen  mit  positiver  Brennweite  (Sammellinsen)  ge- 
hört die 

Biconvex-Linse  (r^  >  ö,  rj  <  0) 
Planconvex-Linse  (r^  >  ö,  rj  =  oc) 
Concav-convex-Linse  (r,  >  (?,  rj  >  0,  r^  >  r, ), 
kurz  alle  Linsen,  welche  in  der  Mitte  dicker  sind  als  am  Rande. 
Zu  den  Linsen  mit  negativer  Brennweite  (Zerstreuungslinsen) 
gehört  die 

Biconcav-Linse  (r,  <  ^,  ^2  >  ^) 
Planconcav-Linse  (rj  =  oc,  r.^  >  (>) 
CJonvex-concav-Linse  (r,  >  6>,  rj  >  (>,  r.2  <  r, ), 
d.  h.  alle  Linsen,  welche  in  der  Mitte  dünner  sind  als  am  Rande.  *) 
Der  Zusammenhang  zwischen  Bild  und  Object  ergiebt  sich 


^>'., 


2 


3 


Objfhtlinie 


Fig.  21. 


Übersichtlich  aus  den  Figuren  21  und  22,  die  in  demselben  Sinne 
zu  verstehen  sind  wie  die  früheren  Figuren  17  und  18.  Aus  ihnen 
ergiebt  sich,  dass  bei  der  Sammellinse  reellen  Objecten  je  nach 


Objektlinie 


B^^'^^-'r 


ihrer  Distanz  reelle  oder  virtuelle  Bilder  entsprechen,  während  bei 
der  Zerstreuungslinse  zu  reellen  Objecten  nur  virtuelle  Bilder  ge- 
hören.    Reelle,  aufrechte,  vergrösserte  Bilder  entstehen  durch  eine 


1)  Die  Bezeichnung:   kollektive  (dioptrische)  Abbildung  für  solche   mit 
positiyen  Brennweiten,   dispansive  für  solche  mit   negativen  Brennweiten   ist 
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Zerstreuungslinse  von  virtuellen  Objecten,  die  innerhalb  der  Brenn- 
weite »hinter  der  Linse  liegen. 

Wenn  zwei  dünne  Linsen  der  Brennweite  fx  und  f^  centrirt 
aufeinander  gelegt  werden,  so  ist  das  optische  Intervall  A  (vgl 
oben  S.  39)  J  =  —  (/;  +  Q.  Nach  Formel  (19)  des  Kapitels  U 
(S.  29)  ist  daher  die  resultii-ende  Brennweite: 

f f\fi     / 

(24)  oder 

Man  pflegt  die  reeiproke  Brennweite  einer  Linse  ihre  Stärke 
zu  nennen.  Es  besteht  also  der  Satz:  Die  Stärke  einer  Combi- 
nation  mehrerer  aufeinandergelegter  dünner  Linsen  ist 
gleich  der  Summe  der  Stärken  der  einzelnen  Linsen. 

5.  Experimentelle  Bestimmung  der  Brennweite.  Bei  dünnen 
Linsen,  bei  denen  man  die  beiden  Hauptebenen  als  praktisch  zu- 
sammenfallend ansehen  kann,  genügt  die  Bestimmung  der  Orte 
eines  Objectes  und  seines  Bildes,  um  die  Brennweite  daraus  her- 
zuleiten, z.  B.  nach  Formel  (11)  des  II.  Kapitels,  S.  23,  die  sich 
hier,  da  /*=/^  ist,  vereinfacht  zu 

(25)  e  +?=/• 

Da  die  Orte  reeller  Bilder  durch  Auffangen  auf  einen  Schirm 
besonders  bequem  zu  bestimmen  sind,  so  combinirt  man  Concav- 
liinsen,  die  bei  reellen  Objecten  nur  virtuelle  Bilder  liefern,  mit 
einer  Convex-Linse  gemessener  Stärke,  so  dass  die  Combination 
reelle  Bilder  liefert.  Nach  (24)  ist  dann  leicht  die  Brennweite 
der  Concav-Linse  zu  erhalten,  wenn  man  die  resultirende  Brenn- 
weite f  der  Combination  experimentell  ermittelt. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  mehr  statthaft  bei  dicken  Linsen 
und  überhaupt  beliebigen  optischen  Systemen.  Die  Lage  der 
Brennpunkte  ist  leicht  zu    ermitteln,    falls   man  Parallelbüschel 


dieser  Eigenschaft  der  Linsen  entnommen :  eine  Linse  mit  positiver  Brennweite 
macht  ein  auffaUendes  Lichtbündel  convergenter,  eine  Linse  mit  negativer 
Brennweite  macht  es  divergenter.  Bei  Abbildungen,  die  durch  ein  System  von 
Linsen  entstehen,  und  bei  denen  die  Hauptebenen  nicht  zusammenfallen  mit 
z.  B.  der  ersten  brechenden  Fläche,  ist  der  Unterschied  zwischen  coUectiven 
und  dispansiven  Systemen  nicht  so  direct  zu  construiren.  Man  muss  dann 
nach  S.  26  definiren. 
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eiufallen  lässt.  Bestimmt  man  nun  den  Ort  eines  Objectes  und 
seines  Bildes  in  Bezug  auf  die  Brennpunkte,  so  ergeben  sich  nach 
den  Formeln  (7)  auf  S.  20  und  (9)  auf  S.  22  sofort  die  Brenn- 
weiten. —  Auf  die  im  II.  Kapitel  S.  21  gegebene  Definition  der 
Brennweite  [vgl.  die  dortige  Formel  (8)] 

f=y'tgu  (26) 

kann  man  leicht  ein  strenges  Verfahren  zur  Ermittelung  der  Brenn- 
weite gi'ünden,  indem  man  die  angulare  Grösse  igu  eines  unend- 
lich entfernten  Objectes  misst  und  die  lineare  Grösse  seines  Bildes 
//.  Dies  ist  besonders  bequem  auszuführen  bei  Objectiven  von 
Fernrohren,  die  über  einem  Theilkreise  drehbar  sind,  da  man  dann 
an  ihm  sofort  den  Sehwinkel  igu  ablesen  kann. 

Ist  das  Object  der  Grösse  y  nicht  unendlich  entfernt,  sondern 
hat  den  Abstand  e  von  der  Hauptebene  §,  während  sein  Bild  der 
Grösse  y  den  Abstand  e  von  der  Hauptebene  ^'  hat,  so  ist 

y'y  =  —  e:e,  (27) 

da,  falls  f=f'  ist,  die  Knotenpunkte  in  die  Hauptpunkte  fallen, 
d.  h.  Object  und  Bild  von  den  Hauptpunkten  aus  unter  gleichen 
Winkeln  erscheinen. 

Eliminirt  man  e  oder  e  aus  (25)  und  (27),  so  folgt 

y  y 

Entweder  wählt  man  nun  e  sehr  gross,  oder  e.  In  beiden  Fällen 
kann  man  dann  ohne  merklichen  Fehler  e  bezw.  e  gleich  der  Ent- 
fernung vom  optischen  System  (z.  B.  Linse)  setzen,  falls  wenigstens 
nicht  die  Hauptebenen  desselben  sehr  weit  von  ihm  entfernt  liegen. 
Man  kann  also  dann  eine  der  beiden  Formeln  (28)  zur  Bestimmung 
der  Brennweite  f  benutzen,  wenn  man  e  bezw.  e  und  die  Ver- 
grösserung  y  :  y  misst. 

Man  umgeht  die  Bestimmung  des  Object-  oder  Bildortes, 
wenn  man  die  Vergrösserung  für  zwei  Objectlagen  bestimmt,  welche 
eine  gemessene  Distanz  l  von  einander  besitzen.  Denn  nach  (7) 
S.  20  ist 

daher 
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Dabei  bedeutet  (// :  ij\  die  reciproke  Vergrösserung  bei  der  Lage 
X  des  Objectes,  {y :  y)2  die  reciproke  Vergi-(*)sseruug  bei  der  Lage 
jr  +  /  des  Objectes.  l  ist  positiv,  falls  in  der  zweiten  Lage  das 
Object  im  Sinne  des  einfallenden  Liclites  um  die  Strecke  /  ver- 
schoben ist  (d.  h.  von  links  nach  rechts). 

Auf  dieser  Methode  beruht  das  Focometer  von  Abbe,  mit 
Hülfe  dessen  man  namentlich  die  Brennweiten  von  Mikroskop- 
Objectiven  bestimmen  kann.  Zur  Messung  der  Bildgrössen  y  dient 
ein  Hülfsmikroskop.  Mit  einem  solchen  (bezw.  einer  einfachen 
Lupe)  können  natürlich  ebensowohl  von  reellen,  wie  von  virtuellen 
Bildern  ihre  Grr)ssen  gemessen  werden,  so  dass  diese  Methoden 
z.  B.  auch  für  dispansive  Linsen,  d.  h.  überhaupt  allgemein  an- 
wendbar sind.') 

6.  Astigmatische  Abbildung.  In  unseren  früheren  Betrach- 
tungen haben  wir  gesellten,  dass  durch  centrii-te  Kugelflächen  eine 
Abbildung  vermittelt  wird  durch  Elementar-  (d.  h.  unendlich  enge) 
Büsclud,  deren  Strahlen  nur  eine  geringe  Neigung  zur  Axe  haben 
und  die  von  Punkten  der  Axe  oder  ihrer  unmittelbaren  Nachbar- 
schaft ausgehen.  In  diesem  Falle  schneiden  sich  die  sämmtlichen 
Strahlen  des  Büschels  im  Bildraum  in  einem  Punkte  (dem  Bilde), 
oder,  wie  man  kurz  sagt,  die  Strahlenbüschel  sind  auch  im  Bild- 
raume  homocentrisch.  Wir  wollen  nun  einmal  prüfen,  was  ein- 
ti'itt,  wenn  man  eine  d(^r  gemachten  Beschränkungen  fallen  lässt^ 
d.  h.  wenn  ein  beliebig  schiefes  Elementarbüschel  von  einem 
Punkte  /'  ausgeht. 

Im  Allgemeinen  ist  dann  das  Bildbüschel  nicht  mehr  homo- 
centrisch. Die  Constitution  eines  Elementarbüschels,  welches  von 
einem  Lichtpunkte  /'ausgegangen  ist  und  Kellexionen  undBrechungen 
an  irgend  welchen,  beliebig  gestalteten  Flächen  erfahren  hat, 
charakterisirt  sich  durch  den  oben  auf  S.  113  besprochenen  Satz 
von  Malus  als  ein  ortliotomisclies  Straldenbündel,  d.  h.  dasselbe 
lässt  sich  als  die  Normalen  ..V  auf  einem  gewissen  Flächenstück  2 
auffassen.  Dieselben  schneiden  i^ich  min  im  Allgemeinen  nicht  in 
einem  Punkte.  Wie  ab(*r  die  Geometrie  lehrt,  giebt  es  auf  jeder 
Fläche  2£  zwei  sich  rechtwinklig  schneidende  Curvenschaareu  (die 
sogenannten  Krümmungslinien),  dt'ren  Normalen,  die  zugleich  senk- 
recht auf  der  Fläche  ^  stehen,  sich  schneiden. 

1)  Niiheros  ühor  das  Focomotcr  und  über  die  Brcnnweiteiil>ostimmung 
Überhaupt  findet  man  in  Winkclmann,  Handbuch  der  Physik,  Optik, 
1^,  285—21)0  (Autor  Czapski;. 
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Wenn  man  also  ein  ebenes  Elementarbüschel  ins  Auge  fasst, 
und  zwar  ein  solches,  dessen  Bildstralilen  die  Normalen  eines 
Stückes  /j  einer  Krümmungslinie  sind,  so  wird  durch  dasselbe  eine 
optische  Abbildung  vermittelt.  Der  Ort  des  Bildes  ist  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt jenes  Stückes  Z,  der  Krümmungslinie,  da  sich 
dort  die  Normalen  schneiden.  Da  jedes  Stück  l^  einer  Krümmungs- 
linie senkrecht  von  einem  Stück  /^  einer  anderen  Krümmungslinie 
geschnitten  wird,  so  giebt  es  stets  auch  noch  ein  zweites  ebenes 
Elementarbüschel,  welches  ebenfalls  eine  optische  Abbildung  ver- 
mittelt, aber  der  Bildort  ist  für  dasselbe  Object  ein  anderer,  da 
die  Krümmung  von  I2  im  Allgemeinen  verschieden  ist  von  der  von  /j. 

Wie  wird  nun  im  Allgemeinen  die  Abbildung  beschaffen  sein, 
welche  ein  beliebiges  räumliches  Elementarbüschel  von  einem 
Object  P  entwirft?    Es  seien  (vgl.  Figur  23)  i,  2,  3,  4  die  vier 


~~~.  f2 


/^ 


23 


Fig.  23. 

Schnittpunkte  von  vier  benachbarten  Krümmungslinien,  welche  ein 
Flächenelement  dU  auf  U  abgrenzen.  Die  Krünmiungslinienstücke 
7 — 2  und  3 — 4  seien  horizontal,  die  Stücke  2 — 3  und  1 — 4  vertical. 
Die  Normalen  in  1  und  2  schneiden  sich  im  Punkte  12,  die  Nor- 
malen in  3  und  4  im  Punkte  34,  Da  die  Krümmung  der  Linie 
1 — 2  sich  nur  unendlich  wenig  untersclieidet  von  der  Krümmung 
der  Linie  3 — 4,  so  liegen  auch  die  Schnittpunkte  12  und  34  nahezu 
in  gleichem  Abstand  von  der  Fläche  X  Die  Verbindungslinie  J)^ 
der  Punkte  12  und  34  steht  daher  aucli  nahezu  senkrecht  zu  dem 
Strahl  S,  welcher  in  der  Mitte  von  d2J  senkrecht  zu  dJS  errichtet 
ist,  und  welcher  der  Hauptstrahl  des  räumlichen  Elementar- 
büschels genannt  wird,  das  aus  der  Gesammtlieit  der  Normalen 
auf  dX  besteht.  Die  Linie  py  muss  ferner  offenbar  wegen  der 
Symmetrie  der  Figur  parallel  den  Krümmungslinien  2 — 3  oder  1—4 
verlaufen,  d.  h.  vertical  sein.  Die  Normalen  irgend  einer  horizontalen 
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Krümmungslinie   werden    sich    auf  einem    Punkte   der  Linie  p, 
schneiden. 

Ebenso  werden  die  Normalen  irgend  einer  verticalen  Krüm- 
mungslinie sich  in  einem  Punkte  der  Linie  p^^  der  Verbindungs- 
linie der  Punkte  14  und  25,  schneiden,  p^  ™i^s  auch  nahezu 
senkrecht  zu  S  stehen  und  horizontal  liegen.  Diese  beiden  Linien 
j5,  und  j»2»  welche  senkrecht  auf  einander  und  senkrecht  zum  Haupt- 
strahl stehen,  werden  die  beiden  Brennlinien  des  Elementar- 
büschels, die  durch  den  Hauptstrahl  S  und  die  beiden  Brennlinien 
P\^  P2  gelegten  beiden  Ebenen  dieFocalebenen  des  Büschels  ge- 
nannt. Man  kann  also  sagen,  dass  im  Allgemeinen  sich  ein  Object- 
punkt  P  durch  ein  beliebiges  Elementarbüschel  in  zwei  Brenn- 
linien abbildet,  die  senkrecht  auf  einander  und  zum  Hauptstrahl 
stehen  und  einen  gewissen  Abstand  von  einander  besitzen.  Dieser 
Abstand  wird  die  astigmatische  Differenz  genannt  Erst  in 
specielleren  Fällen,  nämlich  wenn  die  Krümmung  beider  Schaaren 
von  Krümmungslinien  die  gleiche  ist,  hat  man  es  mit  homocen- 
trischer  Strahlenvereinigung,  d.  h.  mit  der  eigentlichen  Abbildung 
im  früheren  Sinne,  zu  thun.  Zur  Unterscheidung  wird  die  hier  be- 
trachtete allgemeinere  Abbildung  die  astigmatische'*)  genannt 

Ein  erkennbares,  scharfes  Bild  entsteht  bei  einer  ßeihenfolge 
von  Objectpunkten  P  bei  astigmatischer  Abbildung  nicht  Nm- 
wenn  das  Object  aus  einer  geraden  Linie  besteht,  kann  ein  eben- 
falls aus  einer  Geraden  bestehendes  scharfes  Bild  entstehen,  näm- 
lich wenn  die  Objectlinie  so  orientirt  ist,  dass  die  Brennlinien,  iji 
die  sich  jeder  Punkt  P  der  Objectlinie  abbildet,  zur  Deckung 
kommen.  Da  von  jedem  Punkte  /'  zwei  verschiedene,  sich  recht- 
winklig kreuzende  Brennlinien  jh »  Pi  entstehen,  so  giebt  es  also 
zwei,  ebenfalls  um  90  ^  verschiedene  Orientirungen  der  Objectlinie, 
bei  denen  eine  Abbildung  wahrzunehmen  ist  Die  Bilder  liegen 
an  verschiedenen  Stellen  des  Raumes. 

Ebenso  giebt  es  für  ein  System  paralleler  Geraden  als  Object 
zwei  Orientirungen,  bei  denen  eine  Abbildung  als  parallele  Gerade 
zu  Stande  kommt 

Ist  das  Object  ein  rechtwinkliges  Kreuz  (oder  ein  recht- 
winkliges Kreuzgitter),  so  giebt  es  eine  bestimmte  Orientirung, 
bei  der  eine  Abbildung  der  einen  Linie  des  Kreuzes  (oder  des 


1)  Stigma  wird  dabei  als  Bezeichnung  des  Brennpunktes  gebraucht,  und  astig- 
matisch ist  also  ein  Strahlenbündel,  welches  keinen  eigentlichen  Brennpunkt  hat 
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einen  Systems  der  Linien  des  Kreuzgitters)  zu  Stande  kommt  in 
einer  gewissen  Ebene  5ß,  des  Bildraumes;  in  einer  anderen  Ebene 
^2  des  Bildraumes  entsteht  dann  ein  Bild  der  anderen  Linie  des 
Kreuzes  (oder  des  anderen  Systems  der  Linien  des  Kreuzgitters). 
Diese  Erscheinung  ist  ein  gutes  Erkennungszeichen  von  vorhan- 
denem Astigmatismus. 

Astigmatische  Abbildung  muss  im  Allgemeinen  eintreten,  wenn 
die  brechende  oder  spiegelnde  Fläche  zwei  verschiedene  Krüm- 
mungen besitzt  So  bieten  z.  B.  Cylinder-Linsen  deutlich  die  Er- 
scheinung des  Astigmatismus.  Aber  auch  ein  auf  eine  Kugelfläche 
schief  auftreflfendes,  homocentrisches  Elemeritarbüschel  muss  nach 
der  Brechung  oder  Reflexion  zu  einem  astigmatischen  werden. 

Wir  wollen  diesen  Fall  einer  näheren  Berechnung  unterziehen. 
In  der  Ebene  der  Zeichnung  (Figur  24)  möge  der  Objectpunkt  P, 
das  Kugelcentrum  C  und  der  Punkt  A  der  Kugelfläche  liegen,  in 
welchem  sie  vom  Hauptstrahl  (d.  h.  dem  mittleren  Strahl)  des  von 
P  ausgehenden  Elementarbüschels  getroffen  wird.    Die  Strecke  PA 


Fig.  24. 


möge  mit «,  die  Strecke  AP^  mit  «2  bezeichnet  werden.   Da  nun  ist: 

Dreieck  PAP^  =  Dreieck  PAC  +  Dreieck  GAP^, 

so  folgt: 

8 82  8in  {(p  —  (p)  =  sr  sin  ip  -{-  s^r  sin  ip  , 

falls  q>  und  g>'  Einfalls-  bezw.  Brechungswinkel  bedeuten,  während 
r  der  Kugelradius  ist  Da  nun  nach  dem  Brechungsgesetz  sin  ^  = 
n  •  sin  q>\  so  folgt  aus  der  letzten  Gleichung: 

882  {n  cos  q>'  —  cos  ff)  =  srn  -{-  82  r,  oder 


1     i_  ^ ^  cos  <p  —  cos  <p 

5     '    »2  ** 


(30) 
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In  demselben  Punkte  P^  niüssen  offenbar  alle  diejenigen  von  P  aus- 
gebenden Strahlen  nach  der  Brechung  die  Axe  treffen,  welche  gleichen 
Neigungswinkel  u  mit  derselben  besitzen.  Diese  Strahlen  werden 
ein  Sagittalbüschel  genannt  Dasselbe  hat  also  den  Bildpunkt  P,. 
Dagegen  wird  ein  elementares  Meridionalbüschel,  dessen 
Stralilen  sämmtlich  in  der  Ebene  PAC  liegen,  einen  anderen  Bild- 
punkt P,  besitzen.  Sei  PB  ein  dem  Strahl  PA  benachbarter  Strahl, 
welcher  den  Neigungswinkel  u  +  du  gegen  die  Axe  besitze  und 
der  in  die  Richtung  P/\  gebrochen  werde.  Dann  ist  ^C  BP^  A  als 
Increment  du  von  u  zu  bezeichnen,  und  -^  BGA  als  Increment 
da.    Es  ergiebt  sich  nun  sofort: 

(31)       s  •  du  =  AB  cos  (p,   &*,  •  du  =  AB  •  cos  (p  ^   r  -  da^=^  AB, 

Da  nun  ferner  ist 

g?  =  a  +  tt,   (p  =^  a  —  w' , 

so  folgt  mit  Rücksicht  auf  (31): 

dcp  =  da  +  du=^AD(l  +^), 

(^2)  ■;;         / 

dep  =da-  du  =  AB  (^-  -  ^1^^). 

Aus  dem  Brechungsgesetz  sin<p  =  n  sin  (p'  folgt  aber  durch  Diffe- 
rentiation : 

cos  cp  '  d(p  ^  n  cos  tp'  •  drp  . 

Setzen  wir  hierin  für  d(p  und  d(p  die  aus  (32)  folgenden  Werthe, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 

,^^  cos^  <p        n  cos^  (p'        n  c(ts  (p  — cos  <p 

(33)  ^      +  --^       = ^ . 

Aus  (33)  und  (3ü)  ergeben  sich  verschiedene  Werthe  s^  und  s.^,  die 
zu  gleichem  s  geh(*)i*en,  d.  h.  P  wird  astigmatisch  abgebildet  Die 
astigmatische  Differenz  wii'd  um  so  bedeutender,  je  schiefer  das 
Büschel  einfällt,  d.  h.  je  grösser  (p  ist  —  Die  astigmatische  Differenz 
verschwindet  nur,  d.  h.  es  ist  5,  =:=  .s^  ^r=  .<?',  falls  s  =  -  ns'  ist,  wie 
aus  (30)  und  (33)  hervorgeht  Diese  Bedingung  führt  auf  die 
beiden,  oben  S.  32  erwähnten  aplanatisclien  Punkte  der  Kugel. 

Der  Fall  einer  reflectirenden  Kug(.4fläche  leitet  sich  nach  der 
oben  S.  36  gemachten  Bemerkung  aus  den  Formeln  (30)  und  (33) 
dadurch  ab,  dass  man  n  =  —  i,  d.  li.  7 '  =  -  -  g?  setzt  Es  ergiebt 
sich  demnach  für  einen  Ku^elspiegePj: 

(34)  ^  -^  =-2'"^y,  ^-.^=_    - -. 

^     >'  s         82  ,   r     '     5         .Vi  r  (08  <p 

1)  Für  einen  Convexspiegel  ist  r  positiv,  für  einen  Concavspiegel  r  negativ. 


oder 
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Durch  Subtraction  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt  sicli: 

112/1  \ 
=  -  1 cos  w) , 

81        82         r   \cos  (p  ^ ) 

"LZZ^^^^sinrptgcp.  (35) 


Man  erkennt  hieran  deutlich,  in  welchem  Maasse  der  Astigmatis- 
mus mit  dem  Einfallswinkel  wächst,  und  zwar  ist  dies  in  so  hohem 
Maasse  der  Fall,  dass  man  mit  geeigneten  Mitteln  an  einem  Flüssig- 
keitsniveau, etwa  einem  Quecksilberspiegel,  den  durch  die  Krüm- 
mung der  Erde  verursachten  Astigmatismus  der  an  ihm  reflec- 
tirten  Büschel  noch  bemerken  könnte.  Betrachtet  mau  nämlich 
das  Spiegelbild  eines  sehr  weit  befindlichen  Kreuzgitters  mittelst 
eines  Fernrohrs  von  7,5  m  Brennweite  (Oeffnung  etwa  V2  i^0>  so 
ist  die  astigmatische  Differenz  gleich  0,1  mm,  d.  h.  es  sind  die  Orte, 
wo  das  eine  oder  das  andere  System  von  Gitterstäben  deutlich  ist, 
um  Vio  "i^  von  einander  getrennt.  Wendete  man  aber  gar  das 
Eiesenfernrohr  des  Lick-ObseiTatoriums  in  Kalifornien  zur  Be- 
obachtung an,  so  würde  jene  Differenz  bis  auf  0,7  mm  steigen.  — 
Die  Erscheinung  des  Astigmatismus  lässt  sich  also  gut  dazu  ver- 
wenden, um  Spiegel  auf  ihre  Ebenheit  zu  prüfen.  Anstatt  der 
Differenz  der  Bildorte  eines  Kreuzgitters,  das  man  möglichst  streifend 
im  Spiegel  reflectiren  lässt,  kann  man  auch  die  verschiedene  Schärfe 
der  Bilder  der  Kreuzgitterlinien  als  Kriterium  vei*wenden.  Man 
verwendet  zu  dem  Zwecke  passend  gestrichelte  Linien  im  Kreuz- 
gitter. 

7.  Die  Erweiterung  der  Abbildungsgrenzen.  Im  Voran- 
gegangenen haben  wir  gesehen,  dass  durch  Brechung  oder  Reflexion 
an  centrirten  Kugelflächen  nur  die  Abbildung  eines  nahe  der  Axe 
anliegenden  fadenförmigen  Raumes  durch  räumliche  Elementar- 
büschel von  geringer  Neigung  gegen  die  Axe  erzeugt  werden  kann. 
Sind  die  Elementarbüschel  stärker  geneigt  gegen  die  Axe,  so  muss 
man,  wie  im  letzten  Paragraphen  gezeigt  wurde,  sich  sogar  auf 
ebene  Büschel  beschränken,  falls  man  noch  Abbildung  erhalten  will. 

Diese  bisher  betrachtete  physikalische  Herstellung  der  Ab- 
bildung wäre  nun  praktisch  sehr  unbrauchbar.  Denn  nicht  nur 
würden  die  Bilder  sehr  lichtschwach  sein,  wenn  sie  durch  Elemen- 
tarbüschel erzeugt  werden,  sondern  aus  der  physikalischen  Theorie 
des  Lichtes  ergiebt  sich  auch,  dass  (wegen  der  Beugung  des  Lichtes 

Drade,  Lehrbnch  d.  Optik.  4 
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cf.  I.  Abschnitt,  Kapitel  IV)  Elementarbüschel  nie  scharfe  Bilder 
erzeugen  können,  sondern  stets  nur  Beugungsscheibchen. 

Wir  müssen  also  uns  nothwendig  nach  Mitteln  umsehen,  die 
Abbilduugsgrenzen  zu  erweitern.  Zunächst  kommt  uns  die  be- 
schränkte Empfindlichkeit  des  Auges  hierbei  zu  statten:  Wir  können 
zwei  Lielitpunkte  schon  dann  nicht  mehr  als  getrennt  unterscheiden, 
wenn  sie  unter  einem  Sehwinkel  von  etwa  einer  Winkelminute 
erscheinen.  Eine  matliematisch  exacte  punktförmige  Abbildung 
brauchen  wir  daher  nicht  nothwendig,  und  schon  dadurch  brauchen 
die  die  Abbildung  vermittelnden  Strahlcnbüschel  nicht  elementare 
im  mathematischen  Sinne,  d.  h.  solche  von  unendlich  kleinem 
Oeffnungswinkel,  zu  sein. 

Durch  eine  gewisse  Theilung  der  Ansprüche  kann  man  nun 
noch  eine  grössere  Erweiterung  der  Abbildungsgrenzen  erreichen. 
Man  kann  nämlich  entweder  ein  bei  der  Axe  gelegenes  Flächen- 
element durcli  weit  geöffnete  Strahlenbüschel  abbilden,  oder  ein 
ausgedelmtes  Object  durch  enge  Strahlenbüschel.  Je  weiter 
man  den  ersten  Fall  realisirt,  desto  weniger  tritt  gleichzeitig  der 
zweite  ein,  und  umgekelirt. 

Dass  nmn  einen  Punkt  auf  der  Axe  durch  weit  geöffnete 
Strahlenbüschel  abbilden  kann,  haben  wir  schon  oben  S.  32  bei 
Betrachtung  der  aplanatisehen  Flächen  gesehen.  Aber  auch  durch 
Anwendung  geeignet  gestalteter  centrirter  Kugelflächen  kann  man 
dies  Ziel  näliei'ungswrise  erreichen.  Ks  ergiebt  sich  dies  aus 
der  theoretischen  Bereclinung  df^r  sogenannten  sphärischen  Aber- 
ration. —  Benaclibarte  l^unkte  würden  nun  allerdings  im  AU- 
gemeint^n  nocli  nicht  durch  weit  geöffneti.»  Stralilenbüschel  abgebildet 
werden.  Soll  dies  eintreten,  d.  h.  will  man  ein  zur  Axe  senkrechtes 
Fläclienelement  durcli  weit  geöffnete  Büschel  abbilden,  so  wird 
man  auf  die  sogenannte  Sinus-Bedingung  geführt.  Die  Objective 
von  Mikroskopen  und  Fernrohren  müssen  diesen  Anforderungen 
genügen. 

Der  Aufgabe,  grCjssere  Räume  durch  relativ  enge  Büschel  ab- 
zubilden, müssen  die  Oculare  d(T  optischen  Instrumente  und  die 
photographischen  Systeme  genügen.  Bei  letzteren  können  die 
Büschel  auch  schon  ziemlich  weit  sein,  weil  es  sich  unter  Umständen 
(Porträt- Photographie)  um  Heistellung  nur  massig  scharfer  Bilder 
handelt.  Im  Folgenden  sollen  diese  verschiedenen  Aufgaben  der 
Abbildung  näher  besprochen  werden.  Eine  Abbildung  im  früheren 
idealen  Sinne  zu  erreichen,  nämlich  beliebig  grosser  Räume  durch 
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weit  geöfl&iete  Strahlenbüschel ,  ist  allerdings  unmöglich,  schon 
allein  aus  dem  Grunde,  weil,  wie  wir  sehen  werden,  die  Sinus- 
Bedingung  nie  gleichzeitig  für  mehr  als  eine  Objectlage  erfüllt 
werden  kann. 

8,  Sphärische  Aberration.  Wenn  von  einem  Axenpunkte  P 
zwei  Strahlen  Sj  und  S.,  ausgehen,  von  denen  5,  einen  sehr  kleinen 
Winkel,  Ä^  aber  einen  endlichen  Winkel  u  mit  der  Axe  bildet,  so 
schneiden  ihre  Bildstrahlen  S^ '  und  S^  nach  Brechung  durch  cen- 
trii-te  Kugelfläclien  die  Axe  im  Allgemeinen  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  P/  und  Pj'.  Die  Distanz  zwischen  diesen  Punkten  wird 
als  sphärische  Aberration  (Longitudinal-Aberration)  be- 
zeichnet. Um  dieselbe  zu  berechnen,  kann  man,  falls  der  Neigungs- 
winkel u  des  Strahles  Si  gegen  die  Axe  nicht  zu  gross  ist,  eine 
Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  u  vornehmen.  Wenn 
dagegen  u  beträchtlich  ist,  so  empfiehlt  sich  eine  directe  trigono- 
metrische Durchrechnung  der  einzelnen  Wege  eines  Strahles.  Diese 
Rechnungen  sollen  hier  nicht  im  Detail  mitgetheilt  werden. ')  Bei  rela- 
tiv dünnen  Collectivlinsen  ist  für  sehr  weit  entfernte  Objecte  P  der 
Vereinigungspunkt  P,  der  der  Axe  nahen  Strahlen  entfernter  von 
der  Linse,  als  der  Vereinigungspunkt  P2  der  stärker  geneigten 
Strahlen.  Man  spricht  dann  von  sphärischer  Untercorrection. 
Umgekehrt  besitzt  eine  Dispansivlinse  sphärische  Uebercor- 
rection.  Beschränkt  man  sich  auf  das  erste  Glied  in  der  Potenz- 
entwickelung nach  u  (dasselbe  enthält  u^  als  Factor),  so  ergiebt 
sich  für  diese  sogenannte  AbeiTation  erster  Ordnung,  falls  das 
Object  P  sehr  weit  entfernt  ist: 


=  ^1  ^2  =—  / .  :>n  (/T— 7j2  (7  — "0)2  ' 


(36) 


Dabei  bezeichnet  h  den  Radius  der  Oeflfnung  der  Linse,  /'  ihre 
Brennweite,  n  ihren  Brechungsexponenten  und  0  das  Verhältniss 
ihrer  Krümmungsradien : 

ö  =  r,  :  r.^ .  (37) 

r^  und  r^  sind  in  dem  oben  S.  38  definirten  Sinne  positiv  ge- 
rechnet, für  eine  Biconvexlinse  ist  z.  B.  rj    positiv,  r^  negativ. 


1)  Näheres  hierüber  vgl.  in  Winkelmann's  Handbuch  der  Physik. 
Optik,  S.99ff.  (Autor  Czapski),  oder  Müller-Pouillet's  Lehrbuch  d.  Physik, 
9.  Aufl.,  S.  487 ff.  (Autor  Lummer),  oder  Heath,  Geometrische  Optik,  deutsch 
von  Eanthack,  Berlin  1894,  8.  146ff. 

4* 
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P,  'F^  ist  negativ  für  sphärische  üntercorrection,  positiv  für  Ueber- 
correction.  Das  Verhältiiiss  h :  f  wird  auch  die  relative  Oeflfhung 
der  Linse  genannt.  Es  ergiebt  sich  dann  aus  (36),  dass  das  Ver- 
hältniss  der  Aberration  F^P^  zur  Brennweite  f  proportional  dem 
Quadrat  der  relativen  Oeffnung  der  Linse  zunimmt,  falls  c  con- 
stant  bleibt. 

Bei  bestimmten  f  und  h  erreicht  die  Aberration  für  ein  be- 
stimmtes Radienverhältniss  o  ein  Minimum;^)  dasselbe  folgt  ans 
(36)  zu: 

Für  n  =  1,5  folgt  ö'  =  —  1  :  6.  Dies  entspricht  entweder  einer 
Biconvex-  oder  Biconcavlinse.  Die  stärker  gekrümmte  Fläche 
niuss  dem  einfallenden  Lichte  zugekehrt  sein.  Wenn  dagegen  das 
Object  etwa  in  Brennweitenabstand  von  der  Linse  entfernt  läge, 
so  würde  sie  das  beste  Bild  liefern,  wenn  ihre  schwächer  gekrünmite 
Fläelie  nach  dem  Object  zu  läge,  ^)  da  man  ja  diesen  Fall  ans  dem 
vorhin  betrachteten  (sehr  entferntes  Object)  ableiten  kann,  wenn 
Object  und  Bild  ihre  Rolle  gegenseitig  vertauschen.  —  Für  n  =  2,0 
folgt  aus  (38)  ö'  =  -f  Vo-  Di^«  würde  einer  convex-concaven  Linse 
entsprechen,  welche  die  convexe  Seite  nach  dem  fernen  Object  P 
zuwendet. 

Folgende  Tabelle  ergiebt  eine  Anschauung  von  der  Grösse  der 
Longitudinal-Aberration  e  bei  zwei  verschiedenen  Brechungsindices 
und  verschiedenen  Radienverhältnissen  ö.  Es  ist  dabei  f  constant 
gleich  1  m  und  h:  f=  Vio»  d.  h.  //  =  10  cm  gesetzt.  Die  sogenannte 
Lateral-Aberration  C,  d.  li.  der  Radius  des  Kreises,  welchen  die 
Randstrahlen  der  Linse  auf  einem  Schirme  bilden,  der  durch  den 
Bildpunkt  P,'  geht,  ergiebt  sieli,  wie  man  sofort  aus  dem  Strahlen- 
gange erhält,  durch  Multiplication  der  Longitudinal-Aberration  mit 
der  relativen  Oetfnung  ///,  d.  li.  hier  mit  Vio-  ^^^  Lateral-Aberration 
giebt  den  Radius  der  Bildsclieibchen,  welche  die  Randstrahlen  von 
einem  lenclitenden  Punkte  P  in  einer  Ebene  entwerfen,  in  welcher 
P  durch  axennahe  Strahlen  scharf  abgebildet  wird. 


1)  Dies  Minimum  ist  immer  noch  von  Null  verschieden.  Man  kann  ein 
völliges  Verschwinden  der  Aberration  erster  Ordnung  erst  dann  erreichen,  wenn 
auch  die  Linsendicke  geeignet  gewählt  wird. 

2)  Schon  hieraus  folgt,  dass  die  Qestalt  der  Linse  minimalster  Aberration 
von  der  Lage  des  Objectes  abhängt 
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/*  =  1  m.   Ä  =  10  cm. 


1 
1 

1 
1 

n  —  1,5 

n  — 2 

Gestalt  der  Linse 

a 

—  € 

4,5  mm 
1,67  „ 
1,17  „ 

—  1 

0 

+  V5 

—  B 

2    cm 

1      .. 

s 

Ebene  Vorderfläche     .... 

1 
oo     ^  4,5  cm 

2  mm 

Gleichseitig 

- 1 : 1,67  „ 

1      „ 

Ebene  Hinterfläche     .... 

0 

1,17  „ 

0,5   „ 

0,5  „ 

Günstigste  Form 

1,07  „ 

1,07  ,. 

0.44,, 

0.44,, 

Dass  eine  planconvexe  Linse  Bilder  von  geringerer  Aberration 
liefert,  falls  ihre  convexe  Seite  dem  fernen  Object  zugekehrt  ist, 
als  umgekehrt,  ist  schon  aus  dem  Grunde  plausibel,  weil  im  ersten 
Falle  die  Strahlen  an  beiden  Flächen  der  Linse  gebrochen  werden, 
im  letzteren  nur  an  einer,  und  es  ist  plausibel,  dass  eine  möglichst 
gleichmässige  Vertheilung  der  Brechungen  günstig  ist,  da  dann  an 
jeder  brechenden  Fläche  die  kleinsten  Winkeländeruugen  von  ein- 
fallendem und  gebrochenem  Strahl  eintreten.  —  Die  Tabelle  lehrt 
ferner,  dass  die  günstigste  Linsenform  wenig  Vortheil  bietet  vor 
der  geeignet  gestellten  planconvexen  Linse.  Aus  dem  Grunde 
leichterer  Herstellung  wird  daher  letztere  oft  in  praxi  angewendet. 
Schliesslich  lehrt  die  Tabelle,  dass  die  Aberrationsfehler  ganz 
bedeutend  kleiner  werden,  wenn  bei  gegebener  Brennweite  der 
Brechungsindex  möglichst  hoch  ist.  Dieses  Resultat  bleibt  auch 
bestehen,  wenn  man  die  Aben-ation  höherer  Ordnung  berücksich- 
tigt, welche  nicht  mehr  allein  abhängt  vom  ersten  Gliede  in  der 
Potenzentwickelung  nach  dem  Neigungswinkel  u  der  Object- 
strahlen.  —  Ebenfalls  vermindert  sich  die  Aberration  bedeutend, 
wenn  man  eine  einzige  Linse  ersetzt  durch  ein  System  mehrerer 
Linsen  von  gleicher  Gesammtbrennweite.  *)  Wählt  man  letztere 
sogar  noch  von  verschiedener  Gestalt,  so  hat  man  die  Möglichkeit, 
die  Aberration  erster  Ordnung  und  auch  noch  höherer  Ordnungen 
zum  Verschwinden  zu  bringen.'^)  —  Man  kann  dies  auch  gleich- 
zeitig für  mehrere  Objectlagen  erreichen,  aber  allerdings  nie  für 
ein  endliches  Stück  der  Axe. 


1)  Man  büsst  dann  allerdings  etwas  an  der  BildheUigkeit  ein  wegen  der 
vermehrten  Beflexionsverlaste. 

2)  So  kann  man  durch  zwei  Linsen,    von  denen  die  eine  collectiv,   die 
andere  dispansiv  ist,  die  Aberration  erster  Ordnung  aufheben. 
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Bei  beträchtlichen  Neigungswinkeln  u  wird  die  Potenzent- 
wiekelnng  der  Aberration  unbrauchbar,  z.  B.  bei  Mikroskop-Objee- 
tiven,  bei  denen  u  unter  Umständen  fast  90  *  erreicht  Es  ist  dann 
praktischer,  durch  trigononietiische  Rechnung  den  Glang  mehrerer 
Strahlen  zu  verfolgen  und  durch  Probiren  die  besten  Linaengestalteo 
und  Anordnungen  zu  ermitteln.  Es  bietet  sich  indess  durch  Be- 
nutzung der  oben  S.  32  erwähnten  aplanatischen  Punkte  der  Kugel 
ein  Weg,  um  bei  nahen  Objecten  die  Divergenz  ihrer  austretenden 
Stralileu  streng  aberrationsfrei  beliebig  zu  verkleinern,  d.  h.  auch 
ein  aberrationsfieies,  beliebig  grosses,  virtuelles  Bild  des  Objectes 
zu  erzeugen. 

Die  erste  Linse  1  (FrontUuse)  möge  planconvex  (z.  B.  Halb- 
kugel vom  Radius  r,)  sein,  und  zwar  kehre  sie  ihi-e  ebene  Fläche 
dem  Object  P  zu  (vgl 
Figur  25).  Wenn  P  in 
einem  Medium  einge- 
bettet ist  vom  gleichen 
Brechungsexponeotenni , 
wie  diese  Frontlinse,  so 
findet  erst  ao  der  Hinter- 
fläche derselben  eine 
Brechung  dervom  Object 
ausgehenden  Strahlen 
statt,  und  zwar  wenn  /' 
den  Abstand  r,/«,  vom 
Fig,  2i.  Krümmungscentrum    C, 

Jener  Hinterfläche  be- 
sitzt, so  erzeugen  die  austretenden  Strahlen  ein  aboiTationsfreies 
virtuelles  Bild  P,  im  Abstand  w,r|  von  C,.  Bringt  man  nun  hinter 
der  Frontlinse  eine  zweite  cüncav-c«n\'exe  Linse  2  an,  deren  Vor- 
derfläche ihr  Krlimninugscentrum  in  P,  bat,^wälirend  ihre  Hinter- 
fläclie  einen  derartigen  Radius  r-^  besitzt,  dass  P,  im  aplanatischen 
Punkte  dieser  Kugel  r^  (für  den  Breehungsindex  «.^  der  Linse) 
liegt,  so  werden  die  Lichtstrahlen  nur  un  dieser  Hinterfläche  ge- 
brochen, und  zwar  derart,  dass  sie  vom  virtuellen  Bilde  P^  her- 
kommen, welches  den  Ahst-and  n,r.,  vom  Krümmungscentrum  C, 
der  Hinterflächc  der  Linse  2  besitzt  und  wiedenim  völlig  aber- 
rationsfrei ist  Durch  Anwendung  einer  dritten,  vierten  etc.  con- 
cav-convex-Linae  kann  nmn  successive  weiter  nach  links  liegende 
virtuelle  Bilder  P^,  I\  etc.  vom  Object  P  erzeugen,  d,  h,  auch  die 
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Divergenz  der  Lichtstrahlen  successive  verkleinern,  ohne  dass 
Aberrationsfehler  entstehen. 

Dieses  Princip  (von  Amici  herrührend)  benutzt  man  in  der 
That  vielfach  bei  der  Construction  der  Mikroskop-Objective,  wobei 
man  allerdings  höchstens  die  beiden  ersten  Linsen  desselben  nach 
diesem  Princip  construirt,  weil  sonst  zu  starke,  uncompensirbare 
chromatische  Fehler  (vgl.  hierüber  weiter  unten)  entstehen. 

9.  Der  Sinussatz.  Wenn  ein  Axenpunkt  P  durch  weit  ge- 
öffnete Strahlenbüschel  aberrationsfrei  in  einem  Punkte  P'  abgebildet 
wird,  so  ist  damit  im  Allgemeinen  noch  nicht  die  Abbildung  ein 
bei  P  senkrecht  zur  Axe  gelegenen  Flächenelementes  do  in  ein 
bei  P'  gelegenes  Flächenelement  do^  verknüpft,  sondern  es  muss 
dazu  noch  die  sogenannte  Sinusbedingung  erfüllt  sein,  dass  näm- 
lich sinu  :  sinu  =  constans  ist,  falls  u  und  u  die  Neigungswinkel 
irgend  welcher  durch  P  und  P'  gehender  conjugirter  Strahlen  sind. 

Nach  Abbe  werden  diejenigen  abbildenden  Systeme,  welche 
aberrationsfrei  für  zwei  Axenpunkte  P  und  P'  sind,  und  fiir  diese 
Punkte  die  Sinusbedingung  erfüllen,  aplanatische  Systeme  ge- 
nannt. Die  Punkte  P  und  P'  heissen  die  aplanatischen  Punkte 
des  Systems.  Die  früher  S.  32  genannten  aplanatischen  Punkte 
der  Kugel  entsprechen  diesen  Bedingungen,  da  nach  der  dortigen 
Formel  (2)  das  Sinusverhältniss  constant  ist.  Die  beiden  Brenn- 
punkte eines  ellipsoidischen  Hohlspiegels  sind  aber  nicht  aplana- 
tische Punkte,  sondern  nur  aberrationsfreie. 

Früher  (S.  22,  Formel  (9),  Kapitel  11)  hatten  wir  gesehen,  dass 
bei  der  collinearen  Abbildung  beliebig  grosser  Räume  das  Verhält- 
niss  ig  u :  tgu  =const  ist.  Diese  Bedingung  tritt,  sobald  u  und 
u  nicht  sehr  kleine  Winkel  sind,  mit  der  Sinusbedingung  in  Wider- 
spruch, und  hieraus  ergiebt  sich,  da  die  letztere  nothweudig  bei 
physikalischer  Abbildung  zweier  Flächenelemente  erfüllt  werden 
muss,  dass  eine  punktförmige  Abbildung  beliebig  grosser 
Räume  durch  weit  geöffnete  Strahlenbüschel  physikalisch 
nicht  herzustellen  ist. 

Erst  wenn  die  Winkel  n  und  u  selir  klein  sind,  können  beide 
Bedingungen  neben  einander  bestehen.  In  diesem  Falle  entsteht 
auch,  falls  P  ein  Bild  P'  erzeugt,  allemal  ein  Bild  do'  bei  P'  von 
einem  Flächenelemente  do  bei  P  Bei  weiten  Oeffnungswinkeln  u 
werden  aber,  falls  die  Sinusbedingung  nicht  erfüllt  ist,  selbst  bei 
vollkommenster  Aufhebung  der  sphärisclien  Aberration  für  Axen- 
punkte, die  Bilder  benachbarter  Punkte,    die   seitlich    der  Axe 
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liegen,  so  undeutlieli,  dass  ihre  Zerstreuungskreise  von  derselben 
Grössenordnung  sind,  wie  die  Abstände  der  Punkte  von  der  Axe. 
Nach  Abbe  hat  diese  undeutliche  Abbildung  seitlicher  Axenpunkte 
ihren  Grund  darin,  dass  die  verschiedenen  Zonen  des  sphärisch 
corrigirten  abbildenden  Systems  von  einem  Flächenelemeut  Bilder 
von  verschiedener  Linearvergrösserung  entwerfen. 

Die  mathematische  Bedingung  für  die  Constanz  dieser  Linear- 
vergrösseruug  ist  nach  Abbe^)  die  Sinusbedingung.  Andere  Be- 
weise dafür,  die  auf  photometrischen  und  energetischen  Grundsätzen 


j^Jf' 


Fig.  26. 


beruhen,  gab  C-lausius^)  und  v.  Helmholtz.^)  Diese  Schlussweisen 
werden  weiter  unten  im  III.  Abschnitt  auseinandergesetzt  werden. 
Es  nn'ige  hier  ein  einfacher  Beweis  folgen,  den  Hockin*)  gegeben 
hat  und  der  nur  den  Satz  benutzt,  dass  die  optischen  Längen  aller 
Sti'ahlenwege  zwischen  conjugii-ten  Punkten  einander  gleich  sein 
müssen'')  (vgl.  oben  S.  9). 

Es  möge  (vgl.  Figur  26)  P  durch  einen  Axenstrahl  PA  und 
einen  unter  dem  Winkel  u  geneigten  Strahl  PS  im  Axenpunkte  P' 
abgebildet  werden.    Ebenso   möge  der  unendlich  nahe  Punkt  Pj 


1)  Carl's  Repert.  f.  Physik,  1881,  1(3,  S.  303. 

2)  R.  Clausius,  McchaDische  Wärmetheorie,  1887,  3.  Aufl.,  1,  S.  316. 

3)  Pogg.  Ann.  Jubclbd.,  1874,  S.  557. 

4)  Journ.  Roy.  Microscop.  8oc.  1884,  (2),  4,  S.  337. 

5)  Nach  ßriins  (das  E^ikonal,  Abhandi.  d.  säch».  Ges.  d.  Wiss,  Bd.  21, 
S.  325,  math.-phys.  Kl.)  kann  man  den  Sinussatz  auf  noch  aUgemeinere  Grund- 
sätze zurückfuhren,  nämlich  allein  auf  das  Vorhandensein  conjugirter  Strahlen 
und  den  Maius*8chen  Satz  (cf.  oben  8.  13). 
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durch  einen  axenparallelen  Strahl  7^,  A^  und  einen  zu  S  parallelen 
Strahl  I\S^  im  Punkte /V  abgebildet  werden.  Der  zu  l\Ai  con- 
jugirte  Strahl  F'P/  muss  oflenbar  durch  den  Brennpunkt  F'  des 
Bildi-aumes  gehen.  Bezeichnet  man  nun  die  optische  Länge  zwischen 
den  Punkten  P  und  P'  auf  dem  Wege  über  A  durch  {PAP'),  auf 
dem  Wege  über  S,  S'  durch  {PSS'P'),  und  analog  die  optischen 
Längen  der  von  P,  ausgehenden  Strahlen,  so  ist  nach  dem  Princip 
vom  ausgezeichneten  Lichtweg: 

(PAP')  =  {PSS'P') ;   (P.AF'P,')  =  {P,S,S,'P,'), 
daher  auch 

(PAP")  —  (P,  A^  F'P^')  =  (PSS'P')  —  (Pt  S,  Si'Pt ').  (39) 

Da  nun  F'  conjugirt  ist  zu  einem  unendlich  entfernten  Object  T 
auf  der  Äxe,  so  wäre  {TPAF')  =  {TP^A^F'),  Nun  sind  aber  offen- 
bar die  Längen  TP  und  TP,  einander  gleich,  da  PP^  senki'echt 
zur  Axe  stehen  soll  Daher  folgt  aus  der  letzten  Beziehung  durch 
Subtraction  dieser  Längen  TP  =  TP^ : 

{PAF')  =  {P,A,F').  ^  (40) 

Ferner  folgt,  da  P'P^'  senkrecht  steht  zur  Axe:  F'P'  =  F'P^\ 
wenigstens  falls  P'P^ '  sehr  klein  ist  Addirt  man  diese  Gleichung 
zu  (40),  so  ergiebt  sich: 

{PAF'P')  =  {P,A,F'P,'), 
d.  h.  die  linke  Seite  der  Gleichung  (39)  verschwindet,  d.  h.  es  wird: 

{PSS'P')  =  (PtS,S/P,').  (41) 

Nennt  man  nun  P/  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  P'S'  und  P/Si', 
so  ist  P/  conjugirt  zu  einem  unendlich  entfernten  Objectpunkte  7\, 
dessen  Strahlen  den  Winkel  u  mit  der  Axe  bilden.  Fällt  man 
daher  von  P  ein  Lot  PX  auf  P,  Ä, ,  so  entsteht,  analog  wie  oben 
die  Gleichung  (40): 

(PSä'P/)  =  (iVSiS/P/).  (42) 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  (41)  entsteht: 

(P/P')  =  -(iVP,)  +  (P,'P/).  ^         (43) 

Ist  nun  n  der  Brechungsindex  des  Objectraumes,  n  der  des 
Bildraumes,  so  ist,  falls  die  geometrischen  Längen  ohne  Klammern 
bezeichnet  werden: 

(A7>i)  =  n'NP^  =n'  PP^  •  sin  u.  (44) 

Zieht  man  ferner  P'N*  senkrecht  zu  F^'P\  so  ist,  da  /*'P/ 
unendlich  klein  ist, 

(P/P/)  —  {F^'P')  =  n  .  iV'P/  =  n  .  P'P^'  .  sin  u.  (45) 
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Daher  giebt  die  Gleichung  (43),  wenn  man  (44)  und  (45)  be- 
rücksichtigt: 

n  •  PPj  .  Ätn  w  ==  n'  •  PP^   •  sin  u. 

Nennt  man  y  die  lineare  Grösse  PP^   des  Objectes,  ebenso  y 
die  des  Bildes  P'P/,  so  ergiebt  sich  also: 


(46) 


sin  u         n  y 


sin  ii        n  y  ' 

Hiermit  ist  die  Constanz  des  Sinusverhältnisses  bewiesen,  und 
zwar  ist  auch  zugleich  der  Werth  der  Constanten  ermittelt    Der- 


Pig.  27. 

selbe  stimmt  überein  mit  der  bei  den  aplanatischen  Punkten  der 
Kugel  früher  (S.  33)  erhaltenen  Formel  (2). 

Für  zwei  verschiedene  Axenpunkte  kann  man  nicht  die  Sinus- 
bedingung erfüllen.     Denn   wenn  (vgl.  Figur  27)   P  und  P|    die 
Bilder  P^'P/  besitzen,  so  muss  nach  dem  Princip  gleicher  optischer 
Längen  sein: 
(47)  {PAP')  =  (PSS'P'),  (P, AI\')  =  (P.ÄiÄ.'P/). 

PS  und  PjaS,  mr)gen  zwei  einander  parallele  Strahlen  vom 
Neigungswinkel  u  sein.  Durch  Subtraction  beider  Gleichungen  (47) 
von  einander  folgt  dann  durch  dieselben  Schlussfolgerungen  wie 
vorhin: 

(P,  'P' )  -  (P,  P)  =  -  (P,  X)  +  (.V'P' ), 
oder 

n  'P^P{l  —  cos  i()  =  n  'P^ 'P'  (7  —  cos  u),  i  h. 

n  .  PP,' 


(48) 


.S'tw2  .»  U 


»in^^u    ~    n.PPi   • 
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Diese  G-leichung  ist  also  die  Bedingung  dafür,  dass  zwei  benach- 
barte Punkte  der  Axe,  d.  h.  ein  unendlich  kleines  Stück  derselben, 
durch  weit  geöffnete  Strahlenbüschel  abgebildet  wird. 

Diese  Bedingung  kann  aber  nicht  gleichzeitig  mit  der  Sinus- 
bedingung (46)  erfüllt  werden.  Man  kann  also  nur  für  eine 
Objectivlage  ein  abbildendes  System  aplanatisch  machen. 

Für  die  Miki-oskop-Objective  ist  die  Erfüllung  der  Sinusbe- 
dingung besonders  wichtig.  Man  hat  dieselbe  bei  der  Construction 
der  älteren  Mikroskope  theoretisch  noch  nicht  gekannt,  man  kann 
aber  nach  Abbe  experimentell  nachweisen,  dass  die  älteren  Mikro- 
skop-Objective,  welche,  rein  nach  empirischen  Grundsätzen  herge- 
stellt, gute  Bilder  liefern,  thatsächlich  der  Sinusbedingung  genügen. 


Flg.  28. 

10.  Abbildung  grosser  Flächen  dnrch  enge  BQscheL    Vor 

allem  muss  der  Astigmatismus  gehoben  sein  (vgl.  oben  S.  44).  Es 
lässt  sich  auf  theoretischem  Wege  kein  Satz  für  diese  Bedingung 
ableiten,  wenigstens  wenn  die  Neigung  der  abbildenden  Strahlen 
gegen  die  Axe  beliebig  gross  ist.  Man  ist  also  wesentlich  hierbei 
auf  praktische  Erfahrungen  und  trigonometrische  Durchrechnung 
angewiesen.  Es  mag  hervorgehoben  werden,  dass  auf  den  Astig- 
matismus nicht  nur  die  Gestalt  der  einzelnen  Linsen,  sondern  auch 
der  Ort  einer  Blende  Einfluss  hat. 

Noch  zwei  weitere  Forderungen  pflegt  man  an  die  Abbildung 
zu  stellen,  welche  allerdings  keine  unbedingten  .sind  und  zum  Tlieil 
nur  der  Bequendichkeit  dienen:  das  Bild  soll  eben  sein  (ohne 
Wölbung)  und  in  seinen  einzelnen  Theilen  gleiche  Vergrösserung 
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besitzen  (es  soll  frei  von  Verzerrung  sein).  Erstere  Forderung 
wird  besonders  an  photogi^aphische  Objective  gestellt,  über  die 
analytischen  Bedingungen  vgl.  Winkelmann,  Handb.  d.  Physik, 
Optik,  S.  124  (Autor  Czapski). 

Die  analytische  Bedingung  für  Verzerrungsfreiheit  lässt  sich 
leicht  aufstellen:  Es  sei  (vgl.  Figur  28)  P,  Pj,  P2  eine  Objectiv- 
ebene;  P',  /V>  ^2  die  conjugirte  Bildebene.  Die  abbildenden 
Strahlenbüschel  des  Objectes  werden  stets  durch  eine  bestimmte 
Blende  P  (Eintrittspupille)  begrenzt  (eventuell  ist  diese  einfach 
der  Eand  einer  Linse,  oder  eine  speciell  angebrachte  Blende),  und 
zwar  sind  die  von  den  Objecten  Pj ,  P2  etc.  nach  dem  Mittelpunkt  B 
der  Eintrittspupille  hinzielenden  Strahlen  die  Hauptstrahlen 
(mittleren  Strahlen)  der  abbildenden  Büschel.    Ebenso  werden  die 


Fig.  29. 

Bildstrahlen  durch  eine  Blende  P'  (Austrittspupille),  welche 
das  conjugirte  Bild  zur  Eintrittspupille  ^)  ist,  begrenzt.  Wenn  / 
und  V  die  Entfernungen  der  Pupillen  von  der  Object-,  bezw.  Bild- 
ebene ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  Figur: 

tgu^   =  PP^  :  /,  tguj^  =  PP2  :  /, 
tgu^'  =  P' P^ '  :  /',  tg  11 2  =  P'P2'  •  ^'» 

Wenn  nun  die  Vergrösserung  constant  sein  soll,  so  muss  sein : 

p'p\  :  pp^  =  p'p^  :  pPo , 
daher  auch 

g  wi   ^^  gjh  __  constans. 

tg  ux         tgu2 

Bei  constanter  Vergrösserung  müssen  also  conjugirte 


(49) 


\)  Näheres  hierüber  vgl.  im  Kapitel  IV. 
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Hauptstrahlen  ein  constantesTangentenverbältniss  ihrer 
Neigungswinkel  besitzen.  Man  pflegt  in  diesem  Falle  die 
Schnittpunkte  der  Hauptstrahlen  mit  der  Axe,  d.  h.  die  Mittel- 
punkte der  Pupillen,  „orthoskopische"  Punkte  zu  nennen,  man 
kann  also  auch  sagen:  die  Centra  der  Perspective  von  Object 
und  Bild  müssen  orthoskopische  Punkte  sein,  falls  das 
Bild  ohne  Verzerrung  sein  soll. 

Aus  diesem  Grunde  ist  die  Lage  der  Pupillen  von  Bedeutung. 
An  einem  Beispiele,  welches  der  photographischen  Optik  entnommen 
ist,  mag  gezeigt  werden,  wie  man  bei  einem  Projectionssystem  der 
Bedingung  der  Orthoskopie  am  einfachsten  genügen  kann:  Man 
bringt  nämlich  zu  beiden  Seiten  einer  körperlichen  Blende  E  voll- 
kommen symmetrische  Linsensysteme  1  und  2  an.  (Das  ganze 
System  nennt  man  dann  ein  symmetrisches  Doppelobjectiv.)  In  der 
Figur  29  sind  zwei  conjugirte  Hauptstrahlen  S,  Ä'  gezeichnet.  Uas 
optische  Bild  B  der  Blende  E  in  Bezug  auf  das  System  1  ist  offen- 
bar die  Eintrittspupille,  denn  alle  Hauptstrahlen  müssen  thatsäch- 
lich  durch  die  Mitte  der  Blende  li  gehen,  die  einfallenden  Haupt- 
strahlen S  müssen  daher  nach  der  Mitte  von  B,  dem  optischen 
Bilde  von  R  in  Bezug  auf  1 ,  hinzielen.  Ebenso  ist  J5',  das  optische 
Bild  von  R  in  Bezug  auf  2,  die  Austrittspupille.  Aus  der  Symmetrie 
der  Anordnung  ergiebt  sich  nun  sofort,  dass  stets  u  =  u  ist,  d.  h. 
die  Bedingung  (49)  der  Orthoskopie  ist  erfüllt. 

Solche  symmetrischen  Doppelobjective  besitzen,  Kraft  ihrer 
Symmetrie,  noch  zwei  andere  Vortheile: 

Einmal  ist  eine  bessere  Vereinigung  der  Meridionalbüschel  zu 
erzielen,^)  andererseits  sind  auch  chromatische  Fehler  (die  im 
nächsten  Paragraphen  ausführlicher  behandelt  werden  sollen)  leichter 
zu  vermeiden.  Das  Resultat  u  =  ii,  d.  h.  die  Parallelität  conju- 
girter  Hauptstrahlen,  ist  ganz  unabhängig  von  den  Brechungs- 
exponenten des  Systems,  d.  h.  auch  von  der  Farbe  des  Lichtes.  Wenn 
nun  jedes  der  beiden  Theilsysteme  1  und  2  einzeln  für  sich  achro- 
matisirt  ist  in  Bezug  auf  den  Bildort,  der  von  der  körperlichen 
Blende  R  entsteht,  d.  h.  wenn  die  Orte  der  Eintritts-  und  Aus- 
trittspupille unabhängig  von  der  Farbe  sind,  '^)  so  fallen  conjugirte 

1)  Es  handelt  sich  hier  um  Aufhebung  des  sogenannten  Comafehlers.  Vgl. 
darüber  MüUer-Pouiliet,  Optik  (von  Lummer),  S.  774. 

2)  Diese  Achromatisirung  kann,  wie  wir  sehen  werden,  praktisch  genügend 
nahe  erreicht  werden,  dagegen  kann  nicht  gleichzeitig  erreicht  werden,  dass 
auch  die  Grössen  der  von  R  entstehenden  Bilder  unabhängig  von  der  Farbe  sind. 
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Hauptstrahlen  von  einem  Objecte  P^  und  seinem  Bilde  P/  für 
alle  Farben  stets  zusammen.  Dadurch  entstehen  dann  aber  auch 
in  der  Bildebene  gleichgrosse  Bilder  für  alle  Farben.  Der  Ort 
der  schärfsten  Bildebene  ist  allerdings  streng  genommen  für  die 
verschiedenen  Farben  etwas  verschieden,  wenn  aber  z.  B.  ein  Schirm 
auf  Gelb  scharf  eingestellt  ist,  so  ist  die  Unscharfe  für  andere 
Farben  nur  gering  und  ihre  Bilder  liegen  an  den  Schnittpunkten 
der  Hauptstrahlen.  Falls  also  diese  für  alle  Farben  zusammen- 
fallen, so  wird  das  Bild  nur  wenig  durch  chromatische  Fehler 
gestört. 

Von  der  Entfernung  der  Einzelsysteme  1  und  2  von  der 
Blende  E  hängt  der  Astigmatismus  und  die  Bildwölbung  ab.  Im 
Allgemeinen  wird  das  Bild  mit  zunehmender  Entfernung  der  Einzel- 
systeme gestreckter,  d.  h.  die  Bildwölbung  nimmt  ab,  während  die 
astigmatische  Differenz  zunimmt.  Nur  in  Folge  Verwendung  der 
neuen  Gläser  von  Schott  in  Jena,  bei  denen  hohe  Dispersion  mit 
niedrigem  Brechungsindex  und  geringe  Dispersion  mit  hohem 
Brechungsindex  gepaart  vorkommt,  ist  eine  anastigmatische  Bild- 
ebnung  ermöglicht  worden.  Es  soll  dies  unten  (Kapitel  V  über 
optische  Instrumente)  noch  näher  besprochen  werden. 

11.  Die  chromatischen  Abweichungen  in  dloptrischen 
Systemen.  Bisher  ist  immer  nur  vom  Brechungsexponenten  eine^i 
Körpers  schlechthin  die  Rede  gewesen;  aber  es  ist  zu  bedenken,  dass 
derselbe  für  die  verschiedenen,  im  weissen  Lichte  enthaltenen 
Farben  ein  verschiedener  ist.  Für  alle  gut  durchsichtigen  Körper 
wächst  der  Brechuugsexponent  continuirlich,  wenn  man  vom  rothen 
Ende  der  Spectralfarbenscala  zum  blauen  Ende  übergeht,  um 
eine  Anschauung  zu  geben,  sind  in  folgender  Tabelle  die  Brechungs- 
exponenten für  3  Farben:  w^,  für  rothes  Licht  (der  Fraunhofer'schen 
Linie  C  des  Sonnenspectrums,  die  identisch  mit  der  rothen  Wasser- 
stofflinie ist),  rijy  für  gelbes  Licht  (Natriumlinie),  w^,,  für  blaues 
Licht  (blaue  Wasserstofflinie)  bei  zwei  verschiedenen  Glassorten 
angegeben. 


Glassorte 


tic 


71  jr —  n^; 


Calcium-Süicat-Crown 
Gewöhnl.  Silicat-Flint 


1,5153    .   1,5179      1,5239  0,0166 

1,6143   ;   1,6202   '  1,0314  0,0276 


r 
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In  der  letzten  Kolumne  ist  das  sogenannte  Dispersionsver- 
ijiu^en  V  des  Körpers  angegeben.  Dasselbe  ist  also  definirt 
dnrcli: 

Er  ist  flbrigens  fiir  v  ziemlich  gleichgiltig,  ob  im  Nenner  nj, 
oder  der  Brechungsexponent  für  irgend  eine  andere  Farbe  gewählt 
wird.    Denn  dadurch  würde  sich  v  nm  höchstens  2%  ändern. 

Da  nun  die  Abbildungsfactoren  vom  Brechungsexponenten 
abhängig  sind,  so  mnss  im  Allgemeinen  das  von  einem  weissen 
Objecte  entstehende  Bild  farbige  (chromatisrhe)  Abweichungen 
zeigen,  d.  b.  die  verschiedenen  im  weissen  Objecte  enthaltenen 
Farben  entwerfen  Bilder,  welche  nach  Ort  und  Grösse  von  einander 
etwas  verschieden  sind. 

Will  man  das  rothe  und  blaue  Bild  vollständig  zur  Deckung 
bringen,  d.  h.  will  man  das  abbildende  System  für  roth  und  blau 
achromatisiren,  ao  ist  dazu  erforderlich,  dass  nicht  nur  die 
Brennweiten,  sondern  auch  beide  Haupt*benen  für  beide  Farben 
identisch  werden,')  In  vielen  Fällen  genügt  aber  schon  eine  theil- 
weise  Ächroraatisining  des  Systems,  z.  B.  entweder  nur  der  Brenn- 
weite, oder  der  Lage  eines  Brennpunktes,  je  nach  den  praktischen 
Zwecken,  denen  das  System  dient,  nach  denen  entweder  mehr  G!e- 
widit  auf  die  Bildvergrösserung  oder  den  Bildort  zu  legen  ist. 

Durch  eine  Achromatisirung  des  Systems  für  zwei  Farben, 
z.  R  roth  und  blau,  ist  aber  im  Allgemeinen  noch  nicht  eine 
AchrorTiatisiruDg  für  alle  anderen  Farben  erreicht,  weil  das  Ver- 
hältniss  der  Dispersionen  in  verschiedenen  Theilen  des  Spectruuis 
von  Substanz  zn  Substanz  varürt  Die  so  noch  übrig  bleibenden 
chroiiiatischeu  Abweichungen  der  Bilder,  welche  man  secundäres 
.Spectrum  nennt,  sind  aber  meist  schon  unerheblich  für  praktische 
Zwecke.  Man  kann  ihren  Einfluss  noch  weiter  reduciren  entweder 
durch  Wahl  geeigneter  brechender  Körper,  bei  denen  die  Dispro- 
portionalität des  Dispersionsvenuögens  möglichst  klein  ist,  oder 
durch  Achromatisirung  fiir  3  Farben.  (Die  dann  noch  übrig  bleibenden 
chromatischen  Bildabweicbiingen  heissen  tertiäres  Spectnim.) 

Die  Wahl  der  zum  Zwecke  praktischer  Achromatisirung  zu 
vereinigenden  Farben  hängt  vom  Zwecke  des  optischen  Instra- 

1)  Bei  weit  gef>ffnet«n  Sirahlenbüachtln  giebt  es  noch  mehr  Bedingungen, 
die  Eur  völligen  Achrumaaie  nothtvendig  sind;  cC  weiter  unten. 
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raentes  ab.  Bei  einem  photograpliischen  Systeme,  für  welches  das 
blaue  Licht  das  wirksamste  ist,  wird  man  beide  Farben  mehr  nach 
dem  blauen  Ende  des  Spectrums  zu  wählen,  als  bei  einem  dem 
menschlichen  Auge  dienenden  Instrumente,  für  welches  das  gelb- 
grüne Licht  das  wirksamste  ist  In  letzterem  Falle  kann  man 
experimentell  leicht  entscheiden,  welche  beiden  Farben  man  am 
zweckmässigsten  vereinigt  in  folgender  Weise:  Man  stellt  zwei 
Prismen  verschiedener  Glassorten  auf  den  Tisch  eines  Spectrometers 
so  zusammen,  dass  sie  nahezu  achromatische  Spaltbilder  liefern, 
z.  B.  die  Farben  C  und  F  bei  bestimmter  Stellung  des  Spectro- 
metertisches  vereinigen.  Dreht  man  denselben,  so  wird  das  Spalt- 
bild im  Allgemeinen  farbig  gesehen,  bei  einer  Stellung  des  Spectro- 
metertisches  wird  aber  das  Spaltbild  am  wenigsten  gefärbt  erscheinen. 
Man  berechnet  dann  aus  dieser,  hier  gerade  vorhandenen  Lage 
der  Prismen  die  beiden  Farben,  welche  thatsächlich  genau  parallel 
aus  den  Prismen  austreten.  Dieses  sind  dann  diejenigen  beiden 
Farben,  welche  zur  Achromatisirung  bei  subjectiver  Beobachtung 
am  zweckmässigsten  zu  vereinigen  sind. 

Schon  mit  einer  einzigen  dicken  Linse  kann  man  Achromati- 
sirung der  Brennweite  oder  der  Brennpunktsorte  erreichen. 

Praktisch  wichtiger  sind  aber  die  Fälle,  in  denen  dünne  Linsen 
verwandt  werden.  Werden  dieselben  auf  einander  gelegt,  so 
können  wir  näherungsweise  von  der  chromatischen  Abweichung 
der  Hauptebenen  absehen,  da  diese  bei  dünnen  Linsen  einfach 
immer  in  die  Linsen  fallen  (vgl.  oben  S.  40).  Wenn  man  also  dann 
die  Brennweite  achromatisirt,  so  ist  das  System  nahezu  vollständig 
achromatisiii),  d.  h.  sowohl  für  Bildort  als  auch  Bildgrösse. 

Es  ist  nun  die  Brennweite /J  einer  dünnen  Linse  vom  Brechungs- 
index 7i,  bei  einer  bestiiiiniten  Farbe  nach  Formel  (22)  der  S.  40 
gegeben  diu'ch 

(51)  l  =  («,  -  1)  (/^  -  r\)  =  ('^1  -  ^)  ^M 

wobei  k^  eine  Abkürzung  für  die  lUfferenz  der  Linsenkrümmungen 
bedeutet. 

Ferner  ist  nach  (24)  der  S.  42  die  resultirende  Brennweite  f 
zweier  auf  einander  gelegter  dünner  Linsen  der  Brennweiten  /", 
und  f.i  gegeben  durch 

(52)  y  =  f^   ^-  y^. 

Für  einen  Zuwachs  dn^  des  Brechungsindex  n^  bei  Uebergang  zu 
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einer  anderen  Farbe  folgt  nun  aus  (51)  der  Zuwachs  der  reciproken 
Brennweite : 


d 


U)=^-'*i  =  n,^-i7r  =  yr'  (^^) 


wobei  r,  das  Dispersionsvermögen  der  Substanz  der  Linse  1 
zwischen  den  beiden  benutzten  Farben  bedeutet.  Soll  daher  die 
re^ultirende  Brennweite  f  für  beide  Farben  die  gleiche  sein,  so 
folgt  aus  (52)  und  (53): 

Die  Bedingung  der  Achromatisirung  ist  also  in  (54)  enthalten. 
Diese  Gleichung  sagt  aus,  da  v^  und  V2  beständig  dasselbe  Vor- 
zeichen besitzen,  was  für  Körper  1  und  2  man  auch  verwenden 
möge,  dass  die  Einzelbrennweiten  einer  dünnen  achro- 
matischen Doppellinse  entgegengesetztes  Vorzeichen  be- 
sitzen. 

In  Verbindung  mit  (52)  folgen  die  Einzelbrennweiten  zu 

f\—  f      V2-Vr      f2  f      Va  -  V,    '  ^^^) 

Bei  positiver  Gesammtbrennweite  hat  daher  die  Linse  mit  kleinerem 
Dispersionsvermögen  eine  positive,  die  mit  grösserem  Dispersions- 
vermögen  eine  negative  Brennweite. 

Wenn  f  vorgeschrieben  ist  und  die  Glassorten  gewählt  sind, 
so  sind  zur  Erreichung  der  Brennweiten  f^  und  /i  vier  Krümmungs- 
radien verfügbar.  Es  bleiben  daher  noch  zwei  frei  verfügbar.  Will 
man  die  beiden  Linsen  aneinander  kitten,  so  ist  r, '  =  r.^  zu  setzen. 
Es  bleibt  dann  noch  ein  Krümmungsradius  verfügbar.  Derselbe 
kann  zweckmässig  so  gewählt  werden,  dass  die  sphärische  Aber- 
ration möglichst  klein  wird. 

Bei  mikroskopischen  Objectiven  werden  achromatische  Paare 
dieser  Art  sehr  allgemein  verwendet;  es  besteht  hierbei  jedes  aus 
einer  planconcaven  Linse  aus  Flintglas,  welche  mit  einer  bicon- 
vexen  Linse  von  Crownglas  verkittet  ist,  wobei  die  plane  Linsen- 
fläche dem  einfallenden  Licht  zugekehrt  wird. 

Wenn  wir  zwei  dünne  Linsen  in  einem  grösseren  Ab- 
stand a  von  einander  verwenden  wollen,  so  ist  ihr  optisches 
Intervall  J  (vgl  oben  S.  28) 

^  =  «-(/;  +/i), 

Drude,  Lehrbach  d.  Optik.  5 
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daher  nach  (19)  S.  29  die  resultirende  Brennweite: 

(56) 

Soll  die  Brennweite  achromatisirt  werden,  so  folgt  aus  (56) 
und  (53): 


oder 

(57) 


Ö  =  A  +  _^?. 
^       U^  h 


a  (Vi  +  Vi) 


a 


Uh 

Vi  +  V2 


Bestehen  beide  Linsen  aus  gleichem  Material  (i^,  =  rj), 
so  bilden  sie  also  in  der  Distanz" 


a 


_  /i  4-  /2 


(58)  «  -      ^ 

ein  hinsichtlich  der  Brennweite  achromatisches  System. 
Diese  Achromasie  findet  dann  zugleich  für  alle  Farben  statt,  da 
stets  r,  =  1^2  ist. 

Will  man  das  System  nicht  nur  hinsichtlich  der  Brennweite 
achromatisiren,  sondern  vollständig,  d.  h.  nach  Bildort  und  Bild- 
grösse,  so  ergiebt  die  Figur  30: 


^  = 
y 


y  ^ 


^2 


d.  h. 


das  Vergrösseningsverliältniss : 

(59)  ?/':  2/  =  e/e2':  Cje^, 


//, 


j 


'  . 


Flg.  80. 


Wenn   daher    die   Vergi*össerung   und    der  Bildort    achromatisii-t 
werden  soll,  so  muss  sein,  da  c^  für  alle  Farben  constant  ist: 


m 


d  (^ Jj  -^-  0.  de,'  =  a 


Da  nun  aber  r,'  +  e,  =^  a  (Abstand  der  Linsen)  auch  für  alle  Farben 
constant  ist,  so  folgt  </f','=  —dc^y  während  aus  (60)  folgte? (6,762)  =  ^- 
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Hieraus  ergiebt  sich  rfc, '  =  0,  de2=  0,  d.  h.  die  beiden  Einzellinsen 
müssen  schon  für  sich  achromatisirt  sein,  d.  h.  müssen  aus  achro- 
matischen Paaren  bestehen. 

Man  kann  daher  auch  allgemein  schliessen:  Ein  Gesammt- 
system,  welches  aus  mehreren  getrennten  Einzelsystemen 
besteht,  ist  nur  dann  vollständig  (d.  h.  nach  Bildort  und  Bild- 
grösse)  achromatisirt,  wenn  dies  schon  die  Einzelsysteme 
für  sich  sind. 

Wenn  der  Oeflfnungswinkel  der  die  Abbildung  vermittelnden 
Strahlenbüschel  erheblicher  wird,  so  ist  mit  der  Achromasie  des 
Bildortes  oder  der  Brennweite  noch  nicht  das  Zustandekommen 
eines  guten  Bildes  gewährleistet,  auch  wenn  es  für  eine  Farbe 
entstehen  sollte.  Es  muss  auch  die  sphärische  Aberration  für  zwei 
Farben  möglichst  aufgehoben  sein  und  (bei  Abbildung  von  Flächen- 
elementen)  die  Bedingung  des  Aplanatismus  (Sinusbedingung)  für 
zwei  Farben  erfüllt  sein.  Abbe  nennt  Systeme,  die  frei  von  secun- 
därem  Spectrum  sind  und  zugleich  aplanatisch  für  mehrere  Farben, 
„apochromatische"  Systeme.  Dieselben  besitzen  dann  noch  eine 
chromatische  Differenz  der  Vergrösserung;  dieselbe  kann  durch 
andere  Mittel  unschädlich  gemacht  werden  (vgl.  weiter  unten  bei 
Besprechung  des  Mikroskops). 


Kapitel  IV. 

lieber  die  Strahlenbegrenzimg  und  die  von  ihr  abhängige 

Lichtwirknng. 

1.  Eintrittspupille  und  Anstrittspupille.  Die  Strahlen, 
welche  die  Abbildung  durch  ein  optisches  System  vermitteln,  sind 
naturgemäss  stets  begrenzt,  entweder  in  Folge  der  beschränkten 
Grösse  der  Linsen  bezw.  Spiegel,  oder  in  Folge  besonders  angebracliter 
körperlicher  Blenden.    Sei  P  ein  bestimmt  gelegener  Objectpunkt 
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(vgl.  Figur  31),  so  findet  man  zunächst  diejenige  von  den  vorhan- 
denen Blenden  (oder  denjenigen  Linsenrand),  welche  die  Oeffhnng 
der  abbildenden  Büschel  am  meisten  einschränkt,  in  folgender 
Weise:  Man  construire  von  jeder  Blende  B  das  optische  Bild  JB,, 
welches  der  zwischen  B  und  dem  Object  P  liegende  Theil  S,  des 
optischen  Systems  entwirft.  Dasjenige  unter  diesen  Bildern  B^ ,  welches 
vom  Object  Punter  dem  kleinsten  Sehwinkel  erscheint,  begrenzt  offen- 
bar die  abbildenden  Strahlenbtischel ;  dieses  Bild  heisst  die  Ein- 
trittspupille des  ganzen  abbildenden  Systems,  die  körperliche 
Blende  B  selbst  wird  die  Apertur-  oder  Oeffnungsblende  (oder 
auch  Iris)  genannt *)   Der  Sehwinkel  2U,  unter  welchem  die  Ein- 


,<^ 


Fig.  31. 


trittspupille  vom  Object  aus  erscheint,  d.  h.  der  Winkel  zweier  in  einer 
Meridianebene  verlaufenden  Randstrahlen,  heisst  der  Oeffnungs- 
winkel  des  Systems. 

Das  optische  Bild  /?,',  welches  das  ganze  System  von  der 
Einirittspupille  entwirft,  wird  seine  Äustrittspupille  genannt 
Dieselbe  begi^enzt  offenbar  die  von  dem  Bilde  P'  des  Objectes  P 
ausgehenden  Stialileu.  Dei'  Winkel  2 if,  unter  dem  die  Austritts- 
pupille von  P'  aus  erscheint,  lieisst  der  Projectionswinkel  des 
Syst^enis.  Aus  der  Vertauschbarkeit  von  Bild  und  Object  folgt  ohne 
Weiteres,  dass  di(i  Austrittspupille  B/  das  Bild  der  Aperturblende 
B  in  Bezug  auf  den  Theil  S^  des  ganzen  optischen  Systems  ist, 
welcher  von  B  nach  dem  Bildraume  zu  folgt.  Beim  Fernrohr  ist 
oft  der  Rand  der  Vorderlinse  (des  Objectivs)  die  Aperturblende, 


1^  Wenn  die  Iris  vor  der  ersten  Linse  des  Systems  liegt,  so  ist  sie  mit 
der  EintrittspupiUe  identisch. 
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das  von  dem  Ocular  entworfene  Bild  dieses  Linsenrandes  daher 
die  Anstrittspapille.  Man  sieht  die  Austrittspupille  als  reelles  oder 
virtuelles  Bild,  wenn  man  das  Instrument  in  genügender  Entfernung 
vom  Auge  gegen  einen  hellen  Hintergrund  hält 

Unter  Umständen  kann  aber  auch  die  Iris  des  beobachtenden 
Auges  die  Aperturblende  bilden,  deren  von  der  Hornhaut  und 
Augenwasser  entworfenes  Bild  die  Pupille  genannt  wird  Nach 
diesem  Falle  ist  die  allgemeine  Bezeichnung  „Eintrittspupille"  und 
„Iris"  gewählt 

Die  Lage  der  Pupillen  ist,  wie  wir  schon  oben  S.  59  sahen, 
von  Wichtigkeit  bei  der  Abbildung  ausgedehnter  Objecte  durch 
enge  Büschel.  Soll  das  Bild  dem  Objecte  ähnlich  sein,  so  müssen 
die  Mittelpunkte  der  Eintritts-  bezw.  Austrittspupille  „ortho- 
skopische" Punkte  sein.    Ausserdem  ist  die  Lage   der  Pupillen 


Fig.  92. 


wesentlich  für  den  Gang  der  Hauptstrahleu,  d.h.  der  mittleren 
Strahlen  der  die  Abbildung  vermittelnden  Büschel.  Sind,  was  wir 
voraussetzen  wollen,  die  Pupillen  Kreise,  deren  Centimen  auf  der 
Axe  des  abbildenden  Systems  liegen,  so  sind  die  von  einem  be- 
liebig liegenden  Object  P  bezw.  seinem  Bilde  P'  nach  dem  Mittel- 
punkt der  Eintritts-  bezw.  Austrittspupille  hinzielenden  Strahlen 
die  Hauptstrahlen  der  Object-  bezw.  Bildstrahlenbündel.  Der  Ver- 
lauf der  Hauptstrahlen  im  abbildenden  System  bezeichnet  man  des 
Näheren  als  seinen  Strahlengang. 

2.  Teleeentrischer  Strahlengang.  Durch  besondere  Lage  der 
„Iris"  kann  man  es  erreichen,  dass  entweder*  die  Eintritts-  oder 
Austrittspupille  (oder  bei  teleskopischer  Abbildung  beide  zugleich) 
ins  Unendliche  rücken.  Man  braucht  dazu  nur  die  Iris  in  den 
hinteren  Brennpunkt  von  S^  oder  in  den  anderen  Brennpunkt  von 
S2  zu  legen  (vgl.  oben  Figui'  31).  Dieser  Fall  wird  als  „teleeen- 
trischer" Strahlengang  bezeichnet,  und  zwar  der  erstere  als  „tele- 
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centrisch  nach  der  Objectseite",  der  letztere  als  „telecentrisch  nach 
ihtT  Bildseite".  Iiu  ersteren  Falle  sind  alle  Hauptstrahlen  des 
Objectraunies  axenparallel,  im  letzteren  alle  Hauptstrahlen  des 
Bildraunies.  Figur  32  bezieht  sich  auf  diesen  Fall,  d.  h.  auf  einen 
telecentrischen  Strahlengang  nach  der  Bildseite.  Die  Iris  B  liegt 
im  vorderen  Brennpunkt  der  Linse  5,  welche  von  dem  Object  P^P^ 
das  reelle  Bild  I\'P2  entwirft.  Die  von  den  Punkten  JP|  und  P^ 
ausgehenden  Hauptstrahlen  sind  stark  gezeichnet,  die  ßandstrahlen 
S(!hwach.  —  Dieser  Strahlengang  ist  vortheilhaft  anzuwenden,  wenn 
das  Bild  P/P/  ^^^^f  ^^^^^*  "^i*  Theilstrichen  versehenen  Pointimngs- 
ebene  (Mikrometer)  ausgemessen  werden  soll  Auch  wenn  sie  nicht 
genau  mit  dem  Bihle  /'iVV  zusammenfällt,  so  ergiebt  sich  doch 
immer  dieselbe  Bildgi'össe,  weil  bei  unscharfer  Einstellung  der 
Schnitt  der  Hauptstrahlen  mit  der  Pointirungsebene  als  Ort  des 
(unscharfen)  Bildes  aufgefasst  wird.  Wenn  nun  die  Hauptstrahlen 
des  Bildraumes  axenparallel  sind,  so  müssen  auch  die  unscharfen 
Bilder  auf  der  nicht  genau  eingestellten  Mikrometerebene  stets 
dieselbe  Grrr)sse  behalten.  Bei  schiefem  Gange  der  Hauptstrahlen 
würde  aber  die  scheinbare  Grösse  des  Bildes  stark  mit  der  Lage 
der  Pointirungsebene  wechseln. 

Wenn  man  das  System  telecentrisch  nach  der  Objectseite  macht, 
so  ist  aus  ähnlichem  Grunde  die  Bildgrösse  unabhängig  von  einer 
genauen  Einstellung  auf  das  Object.  Dieser  Strahlengang  ist  daher  bei 
den  Mikromt^ter-Mikroskopen  vortheilhaft  anzuwenden,  während 
der  erstere  bt4  Fernrohren  zu  realisiren  ist,  bei  denen  die  Object- 
Distanz  immer  gegeben  ist  (unendlich  gross),  aber  das  Ocular- 
mikrometer  verstellt  weiden  kann. 

3.  Gesichtsfeld.  Aussei-  der  Bleiuh*  P  (Iris),  welche  selbst, 
bezw.  (leren  oi)tisclie  Bilder  Eintritts-  bezw.  Austrittspupille  bilden, 
sind  stets  noch  weitere  Blenden  oder  Linsenränder  vorhanden, 
welche  die  Grösse  des  abzubildenden  Objectes,  das  Gesichtsfeld, 
bestimmen.  Man  findet  diejenige  Blende  (die  sogenannte  Gesichts- 
feldblende), welche  hierfür  massgebend  ist,  indem  man  wiederum 
von  sämmtlirhen  Blenden  ihre  optischen  Bilder  construirt,  die  der 
Theil  *S,  des  ganz(Mi  optischen  Systems  entwirft,  der  zwischen 
Object  und  der  betreffenden  Blende  liegt.  Dasjenige  Bild  Gj  unter 
diesen,  weh-hes  von  der  Mitte  der  Eintrittspupille  aus  unter  dem 
kleinsten  Winkel  2tr  erseheint,  ist  für  das  Gesichtsfeld  bestimmend. 
Der  Sehwinkel  2tv  heisst  der  Gesichtsfeldwinkel.  Die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung  geht  aus  einer  Zeichnung,  z.  B.  Figur  31 
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auf  S.  68,  UDmittelbar  hervor.  In  dieser  Figur  sind  ausser  der 
Iris  B  noch  die  Ränder  der  Linsen  S^  und  S.^  und  das  Diaphragma 
G  als  Blenden  vorhanden.  Das  Bild  der  letzteren  in  Bezug  auf 
S,  ist  Ö,,  und  da  wir  annehmen  wollen,  dass  Ö,  von  der  Mitte 
der  Eintrittspupille  unter  kleinerem  Winkel  erscheine,  als  der  Rand 
von  Sx  und  das  Bild,  welches  S^  vom  Linsenrand  S^  entwii'ft,  so 
wirkt  0  als  Gesichtsfeldblende.  —  Das  optische  Bild  (?/,  welches 
das  ganze  System  S^  +  Ä2  von  Oy  entwirft,  begrenzt  das  Gesichts- 
feld im  Bilde.  Der  Winkel  2w\  unter  dem  0/  von  der  Mitte 
der  Austrittspupille  aus  erscheint,  heisst  der  Bildwinkel. 

In  der  Figur  31  ist  angenonmien,  dass  das  Bild  Ö,  der  Ge- 
sichtsfeldblende in  die  Ebene  des  abzubildenden  Objectes  P  fällt 
Dieser  Fall  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  dann  das  Gesichtsfeld 
scharf  begrenzt  ist,  weil  jeder  Objectpunkt  P  entweder  die  Ein- 
trittspupille vollständig  mit  Strahlen  erfüllen  kann,  oder  gar  keine 
Strahlen  zu  denselben  senden  kann,  da  sie  alle  von  (?t  aufgehalten 
werden.  Wenn  die  Objectebene  nicht  mit  dem  objectseitigen  Bilde 
Gl  der  Gesichtsfeldblende  zusammenfallt,  so  ist  das  Gesiclitsfeld 
unscharf  begrenzt,  d.  h.  durch  eine  Zone  contiuuirlich  abnehmender 
Helligkeit.  Denn  dann  giebt  es  nach  dem  Rande  des  Gresichts- 
feldes  zu  offenbar  Objectpunkte  P,  deren  Strahlen  die  Eintritts- 
pupille nur  theilweise  erfüllen  können. 

Bei  Instrumenten,  welche  zur  subjectiven  Beobaclitung  dienen, 
ist  es  günstig,  wenn  die  Pupille  des  Auges  mit  der  Austrittspupille 
des  Instrumentes  zusammenfallt,  damit  das  Gesichtsfeld  möglichst 
ausgenutzt  wird.  Denn  wenn  die  Augenpupille  in  einiger  Ent- 
fernung von  der  Austrittspupille  liegt,  so  kann  erstere  als  Gresichts- 
feldblende  wirken  und  das  Gesichtsfeld  unter  Umständen  selir  ein- 
schränken. Die  Austrittspupille  wird  daher  auch  oft  als  Augen- 
kreis  (Ocularkreis),  ihr  Mittelpunkt  als  ^-Ugenort  bezeichnet. 

Bisher  ist  der  Einfluss  der  Blenden  im  Wesentlichen  allein  auf 
den  geometrischen  Verlauf  des  Strahlenganges  discutirt,  die  Blenden 
haben  nun  aber  auch  noch  die  grösste  Bedeutung  für  die  Hellig- 
keit der  Bilder.  Bei  Betrachtung  derselben  verlassen  wir  den  Boden 
der  rein  geometrischen  Optik,  wir  wollen  aber  diese  Betrachtungen 
hier  einschalten,  da  ohne  dieselben  die  Beschreibung  der  Wirkungs- 
weise der  verschiedenen  optischen  Instrumente  zu  unvollständig 
ausfallen  würde. 

4.  Photometrische  Grundsätze.  Wir  bezeichnen  als  Ge- 
sammtlichtmenge  M  einer  Lichtquelle  Q  diejenige  Lichtmenge, 
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welche  Q  auf  irgend  eine  geschlossene,  sie  umgebende  Fläche 
S  sendet.  Auf  die  speciellere  Gestalt  von  S  kommt  es  dabei  nicht 
an,  indem  die  Voraussetzung  (oder  besser  Definition)  gemacht  wird, 
dass  bei  der  Ausbreitung  des  Lichtes  in  einem  vollständig  durch- 
sichtigen *)  Medium  die  Gresammtlichtmenge  weder  verkleinert  noch 
vergrössert  wird. 

Ebenso  wird  vorausgesetzt  (deflnirt),  dass  die  Lichtmenge  con- 
stant  bleibt  für  jeden  Querschnitt  einer  Röhre,  deren  Seiten  von 
Lichtstrahlen  gebildet  werden  (Lichtröhre).  *^)  VernachlAssigen  wir 
bei  einer  Lichtquelle  Q  zunächst  ihre  seitliche  Ausdehnung,  d.  h. 
setzen  wir  sie  als  punktförmig  voraus,  so  sind  die  Lichtstrahlen 
gerade  Linien,  die  vom  Punkte  0  ausgehen.  Eine  Lichtröhre  ist 
also  ein  Kegel,  dessen  Spitze  in  Q  liegt.  Als  Oeffhungswinkel  (oder 
räumlicher  Winkel)  Q  des  Kegels  wird  die  Flächengrösse  ver- 
standen, welche  der  Kegel  aus  einer  um  seine  Spitze  als  Centruoi 
beschriebenen  Kugel  vom  Radius  1  (1  cm)  ausschneidet 

Fassen  wir  nun  einen  Elementarkegel  von  dem  sehr  kleinen 
räumlichen  Winkel  dQ,  ins  Auge,  so  ist  die  in  ihm  enthaltene 
Lichtmenge : 

(61)  dL  =  K'd£i. 

Die  Grösse  K  wird  die  Lichtstärke  (Leuchtkraft)  der  Licht- 
(luelle  Q  in  Richtung  der  Kegelaxe  genannt.  Sie  hat  die  physi- 
kalische Bedeutung,  dass  sie  diejenige  Lichtmenge  bedeutet,  welche 
Q  auf  die  Flächeneinheit  in  der  Einheit  der  Entfernung  sendet, 
falls  diese  Fläche  senkrecht  zu  den  Lichtstrahlen  liegt,  denn  dann 
ist  dii=L 

Die  Lichtstärke  kann  im  Allgemeinen  von  der  Richtung  der 
Lichtstrahlen  abhängen.  Die  Gesammtlichtmenge  M  drückt  sich 
daher  nacli  (Gl)  ans  durch 

(62)  M  =  /K'dS2, 

wobei  das  Integral  ganz  um  die  Lichtciuelle  Q  herum  zu  summiren 


1)  Im  Folgenden  wird  stets  vollkommene  Durchsichtigkeit  des  Mediams 
vorausjresetzt. 

2)  Die  hier  vorangestellten  Definitionen  ergeben  sich  als  noth wendig,  sowie 
man  die  Lichtmenge  als  die  in  der  Zeiteinheit  durch  den  (Querschnitt  der  Bohre 
hindurchgehende  Energie  auflasst.  Solche  tiefer  gehende  physikalische  Vor- 
stellungen sollen  aber  hier  vermieden  werden,  um  nicht  zu  sehr  den  Boden  der 
geometrischen  Optik  zu  verlassen. 
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ist  Falls  K  unabhängig  von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  wäre, 
so  würde  folgen 

da  die  Summe  der  räumlichen  Oeffnungen  aller  um  Q  befindlichen 
Eleraentarkegel  gleich  der  Obei-fläche  einer  um  Q  mit  dem  Radius  1 
beschriebenen  Kugel  ist,  d.  h.  gleich  4jt.  Die  mittlere  Lichtstärke 
Km  wird  definirt  durch 

J  da         4n 

Schneidet  nun  der  Elementarkegel  dS2,  aus  einer  beliebig  liegen- 
den Fläche  S  ein  kleines  Stück  dS  heraus,  dessen  Normale  den 
Neigungswinkel  ö  mit  der  Kegelaxe  bildet,  und  welches  in  der 
Entfernung  r  von  der  Spitze  Q  des  Kegels,  d.  h.  der  Licht(iuelle, 
liegt,  so  ergiebt  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  die  Be- 
ziehung: 

dS^  .  r2  =^dS'C08  e,  (64) 

Aus  (61)  folgt  also  für  die  auf  dS  fallende  Liclitmenge: 

dL  =  K'^ll^^-,  (65) 

Die  auf  die  Flächeneinheit  fallende  Lichtmenge  wird  die  Be- 
leuchtungsstärke 5  genannt.    Aus  (65)  ergiebt  sich  für  sie 

B  =  k"^'-^-  ,  (66) 

d.  h.  die  Beleuchtungsstärke  ist  umgekehrt  proportional 
dem  Quadrat  derEntfernung  von  der  punktförmigenLicht- 
quelle  und  proportional  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  Normale  der  beleuchteten  Fläche  gegen  die  Licht- 
strahlen. 

Wenn  die  hier  aufgestellten  Definitionen  wirklich  brauchbar 
sind,  so  muss  unserem  Auge  ein  Schirm  gleichhell  beleuchtet 
erscheinen,  wenn  die  Beleuclitungsstärke  dieselbe  ist.  Das  zeigt 
nun  in  der  That  der  Versuch,  wenn  mau  mehrere  gleiche  Licht- 
quellen Q,  sagen  wir  z.  B.  Stearinkerzen,  auf  ihre  Beleuchtungs- 
wirkung hin  prüft.  Eine  Kerze  in  1  m  Entfernung  vor  einem 
Schirm  S  lässt  denselben  nämlich  in  gleicher  Helligkeit  erscheinen, 
wie  vier  dicht  zusammengestecllte  Kerzen  in  2  m  Entfernung. 

Wir  besitzen  daher  ein  einfaches  Mittel,  um  Lichtstärken 
relativ  zu  vergleichen:  Man  lässt  zwei  Lichtquellen  0,  und  O^  i" 
solchen  Entfernungen  r,  und  r.^  einen  Schirm  (bei  gleichem  S)  be- 
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leuchten,  dass  die  Beleuchtungsstärke  auf  ihm  gleich  erscheint 
Dann  verhalten  sich  die  Lichtstrahlen  K^  und  K^  der  beiden  Licht- 
quellen wie  die  Quadrate  der  Entfernungen  r^  * :  rj  \  Um  eine 
solche  Vergleichung  scharf  ausführen  zu  können,  dient  das  Photo- 
meter. Das  vollkommenste  dieser  Instrumente^)  ist  das  von 
Lummer  und  Brodhun  construirte. 

Der  wesentlichste  Theil  dieses  Instrumentes  ist  ein  Glaswfirfel, 
der  aus  zwei  mit  ihren  Hypothenusenflächen  gut  eben  aufeinander 
abgeschliffenen  rechtwinkligen  Prismen  A,  B  besteht  (vgl  Figur  33). 
Nachdem  an  der  Hypothenusenfläche  des  einen  Prismas  A  durch 


Ä 


a, 


ö. 


s, 


Fig.  88. 

Aiisclileifen  [einer  Kugelfläche  die  obere  Glasschicht  bis  auf  eine 
scliarf  begrenzte  Kreisfläche  entfernt  ist,  wird  dieses  Prisma  so 
fest  gegen  das  andere  {B)  gepresst,  dass  an  der  Berührungsstelle 
keine  Luftschicht  zwischen  den  Prismen  bleibt.  Ein  Auge  bei  o, 
welches  mit  Hülfe  einer  Lupe  w  senkrecht  zur  Kathetenfläche  des 
Prismas  B  blickt,  erhält  durchgehendes  und  totalreflectirtes  Licht 
unmittelbar  neben  einander.  Zwischen  die  beiden  zu  vergleichenden 
Lichtquellen  Qj  und  Q^  wird  ein  auf  beiden  Seiten  gleich  be- 
schaftener  Schirm  S  von  weissem  Gyps  gestellt;  das  von  S  diffus 

1)  Eine  vollständige  Uebersicht  über  diese  Instrumente,  sowie  überhaupt 
über  die  Grundsätze  der  Photometrie  ist  in  Winkelmanns  Handbuch  d.  PhysU^, 
Optik,  S.  450  ff.  (Autor  Brodhun)  gegeben. 
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ausgestrahlte  Licht  wird  durch  die  beiden  Spiegel  S^  und  S^  zu 
den  Glaswürfeln  A,  B  reflectirt.  Sind  die  Beleuchtungsstärken 
beider  Seiten  von  S  einander  gleich,  so  erblickt  das  Auge  in  0 
den  Glaswürfel  gleichmässig  erhellt,  d.  h.  die  Figur,  welche  durch- 
gehendes und  reflectirtes  Licht  trennt,  verschwindet.  Die  Licht- 
quellen Ol  und  Q2  werden  nun  in  solche  Entfernungen  r,  und  r.^ 
vom  Schirm  S  gebracht,  bis  dass  dieses  Verschwinden  der  Trennungs- 
figur im  Glaswürfel  eintritt.  —  Um  sich  frei  von  einem  Fehler  zu 
machen,  der  durch  etwaige  Ungleichheit  beider  Seiten  von  aS  ent- 
stehen kann,  ist  es  zweckmässig,  eine  zweite  Messung  auszuführen, 
bei  der  die  Lage  der  beiden  Lichtquellen  Q,  und  Q^  die  umge- 
kehrte ist,  d.  h.  so,  dass  Q^  rechts  von  S  und  Q^  links  von  S 
steht.  Der  Schirm  S  ist  mit  den  Spiegeln  5,,  S^  und  dem  Glas- 
würfel fest  im  Instrument  durch  den  Kasten  KK  verbunden. 

Als  Lichteinheit,  d.  h.  als  diejenige  Lichtstärke,  auf  welche 
alle  anderen  Lichtstärken  bezogen  werden,  benutzt  man  meist  ent- 
weder die  50  mm  hohe  Flamme  der  deutschen  Vereins-Paraffinkerze, 
oder  besser,  weil  mit  viel  grösserer  Genauigkeit  reproducirbar,  das 
Hefnerlicht,  eine  durch  v.  Hefher- Alteneck  eingeführte  Lampe,  die 
mit  Amylacetat  gespeist  wird  und  deren  Flammenhöhe  40  mm  be- 
tragen soll. 

Hat  man  die  Lichtstärke  irgend  einer  Lichtquelle  gemessen, 
so  berechnet  sich  die  Beleuchtungsstärke  an  irgend  einer  Stelle 
nach  (66).  Die  Maasseinheit  der  Beleuchtungsstärke  ist  die  Meter- 
kerze, d  h.  diejenige  Beleuchtungsstärke,  welche  eine  Kerze  in 
1  m  (horizontaler)  Entfernung  auf  einen  senkrecht  gegen  die  Licht- 
strahlen liegenden  Schirm  wirft.  So  z.  B.  bedeutet  eine  Beleuch- 
tungsstärke von  50  Meter-Kerzen,  welche  beim  Lesen  geford(Tt 
wird,  die  gleiche  Beleuchtungsstärke,  welche  50  Kerzen  in  1  m 
Entfernung  auf  dem  senkrecht  gegen  das  Licht  gehaltenen  Buche 
hervorbringen,  oder  12 — 13  Kerzen  in  "2  "*  Entfernung,  oder 
1  Kerze  in  V7  ni  Entfernung. 

Die  Photometrirung  verschiedenfarbigen  Lichtes  bietet  grosse 
Schwierigkeiten.  Nach  Purkinje  variirt  die  Helligkeitsdiffenmz 
zweier  verschieden  gefärbter  Flächen  mit  der  Grösse  der  Beleuch- 
tungsstärke. ') 

1)  Selbst  in  dem  Falle,  dass  beide  LichU|ueUeD  farbloH  erscheinen,  aber 
aus  verschiedenen  Farben  zusammeogesetzt  sind,  kann  die  Photometrirung 
durch  phynologische  Einflüsse  unsicher  werden.  Vgl.  darüber  A.Tschermak, 
Arch.  £  ges.  Physiologie,  70,  8.  297,  189a 
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Wenn  wir  die  Lichtquelle  Q  nicht  als  sehr  klein  (punktförmig), 
sondern  als  Fläche  auffassen  müssen,  so  hängt  die  ausgestrahlte 
Lichtmenge  nicht  nur  von  der  Grösse  der  Fläche,  sondern  auch 
von  ihrer  Neigung  gegen  die  Lichtstrahlen  ab. 

Eine  glühende  Metallkugel  erscheint  dem  Auge  gleichmässig 
liell.  In  allen  Elementarkegeln  von  gleichem  Oeffhungswinkel  rfco, 
deren  Spitze  im  Auge  liegt,  und  die  die  Metallkugel  treffen,  muss 
daher  ein  und  dieselbe  Lichtmenge  enthalten  sein.  Da  nun  aber 
[vgl.  dazu  die  frühere  Formel  (64)]  diese  Kegel  aus  der  Metallkugel 
ein  Flächenstück  ds  der  Grösse 

(67)  ds^=    — -^ 

^    ^  cos  d" 

herausschneiden,  falls  d-  den  Neigungswinkel  von  ds  gegen  die 
Kegelaxe  bezeichnet,  so  ist  das  Flächenstück,  welches  die  gleiche 
Lichtmenge  liefert,  um  so  grösser  (proportional  mit  1 :  cos  d),  je 
schiefer  es  zu  den  Lichtstrahlen  liegt 

Wir  erhalten  daher  für  die  Lichtmenge  dL,  welche  ein  Flächen- 
element ds  einem  anderen  Flächen  dement  dS  zustrahlt,  durch  Be- 
rücksichtigung der  früheren  Formel  (65): 

,^^.  ji-         i  .  ds ,  dS .  cos  &  .  cos  ß    .v 

(68)  dL  = -^ .  1) 

Dabei  bezeichnet  r  die  Entfernung  der  beiden  Flächenelemente 
von  einander  und  ^,  O  die  Neigungen  der  Normalen  von  ds  und 
dS  gegen  ihre  \'erbindungslinie.  i  wird  die  specifische  Licht- 
iiitensität  der  Fläche  ds  genannt.  Dieselbe  ist  also  diejenigt* 
Lichtmenge,  welche  die  Fläclicneinheit  einer  um  die  Längeneinheit 
entfernten  anderen  Fläcbeneinlieit  zustrahlt,  falls  beide  Flächen- 
stücke senkrecht  zu  ilirer  Verbindungsstrecke  liegen. 

In  der  Formel  (68)  ist  ilire  Symmetrie  in  Bezug  auf  das 
strahlende  und  das  bestrahlte  Flächenstück  beachtenswerth.  Diese 
Symmetrie  kann  man  in  die  Worte  fassen:  Die  Lichtmenge, 
welche  ein  Flächenstück  der  Intensität  i  einem  anderen 
Flächenstück  zustrahlt,  ist  dieselbe,  als  ob  letzteres  mit 
der  In  tensi  tat/ dem  ersteren  Flächenstück  Licht  zustrahle. 


1)  Diese  Formel,  welche  oft  kurz  das  Cosiniisgesetz  der  Strahlung  genannt 
wird,  ist  a])er  nur  angenähert  richtig.  Streng  genommen  variirt  «  stets  etwas 
mit  ^,  ])ei  verschiedenen  Körpern  in  verschiedener  Weise.  Es  wird  davon  noch 
einmal  später  bei  Besprechung  des  Kirchhoä'schen  Gesetzes  (III.  Abschnitt, 
Kapitel  II)  die  Rede  sein.  —  Wir  wollen  aber  hier  mit  der  Nähcningsformel 
weiter  rechnen,  d.  h.  i  als  constant  annehmen, 
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Wir  können  die  Formel  (68)  in  eine  einfachere  Gestalt  bringen, 
wenn  wir  den  räumlichen  Oeffnungswinkel  dS^  einfuhren,  unter  dem 
dS  von  äs  aus  erscheint  c?i2  steht  nämlich  mit  dS  in  der  durch 
die  Gleichung  (64)  angegebenen  Beziehung.  Es  lässt  sich  daher 
(68)  auch  so  schreiben: 

dL  =  i'ds'COsd"dSi.  (69) 

Andererseits  kann  man  aber  auch  den  räumlichen  Oeflftiungs- 
winkel  dco  einfuhren,  unter  dem  ds  von  dS  aus  erscheint;  seine 
Grösse  ist  nach  (67)  gegeben.    Daher  wird: 

dL  =  i'dS'  cos  e  '  dco.  (70) 

Die  Lichtintensität »  steht  in  einer  leicht  angebbaren  Beziehung 
zur  Gesammtlichtmenge  M,  welche  die  Fläche  ds  ausstrahlt 

Zunächst  ergiebt  ein  Vergleich  der  Formeln  (61)  und  (69),  dass 
die  Lichtstärke  K  der  Fläche  ds  in  einer  Richtung,  die  den 
Winkel  d-  mit  ihrer  Normalen  bildet,  den  Werth  hat 

K=idscosd'.  (71) 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Lichtmenge  berechnen,  welche 
enthalten  ist  zwischen  zwei  Kegeln,  deren  erzeugende  Gerade  den 
Winkel  ^  und  d-  +  dd^  mit  der  Normale  auf  ds  bilden.  Den  zwischen 
beiden  Kegeln  enthaltenen  Raum  kann  man  ansehen  als  einen 
ringförmigen  Elementarkegel  der  Oeffnung 

dQ=23€  sin  &  d&,  (72) 

denn  er  schneidet  aus  einer  Kugel  vom  Radius  1  einen  Kreisring 
der  Breite  d&  und  vom  Radius  sin  ^  aus.  Nach  den  Formeln  (69) 
und  (72)  ist  daher  die  im  ringfJlrmigen  Elementarkegel  entlialtene 
Lichtmenge 

dL  =  2jt  i  ds  sin  d-  cos  0-  dd: 

In  einem  endlichen  Kegel,  dessen  erzeugende  Gerade  den 
Winkel  ü  mit  der  Normale  auf  ds  einschliessen,  ist  daher  die  Liclit- 

menge  enthalten: 

u 

L=:  2jtids  I  sin  0-  cos  d-  dd'  =  jr  i  ds  sin^  U,  (73) 

o 

um  die  Gesammtlichtmenge  M  zu  finden ,  ist  hierin  U  =  jcl^ 
zu  setzen  und  das  Resultat  mit  2  zu  multipliciren,  falls  das  Fläclien- 
element  ds  nach  beiden  Seiten  mit  der  Intensität  i  strahlt  Dies 
giebt 

M=  2jci  ds.  (74) 


1 
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5.  Die  Intensitftt  und  BcleuchtnngsstSrke  optischer  Bilder. 

Auf  der  Axe  eines  centrirten  optischen  Systems  liege  ein  senkrecht 
zur  Axe  stehendes  Flächenelenient  ds,  welches  mit  der  Intensität  t 
leuchte.  Bezeichnet  ü  den  Winkel,  den  die  Bandstrablen,  d.  h. 
die  von  ds  zum  Rande  der  Eintrittspupille  hinzielenden  Strahlen 
mit  der  Axe  des  Systems  bilden,  so  ist  nach  (73)  die  Lichtmenge, 
welche  in  das  System  gelangt 

(75)  L  =  Jt  i  ds  sin^  ü. 

Dieselbe  ist  also  um  so  grösser,  je  grösser  U,  d.  h.  je  grösser 
die  Eintrittspupille  des  Systems  ist.  Wenn  nun  ds  das  optische 
Bild  von  ds  ist,  und  U'  der  Winkel,  den  die  Bandstrahlen  des 
Bildes,  d.  h.  die  vom  Rande  der  Austrittspupille  zum  Bilde  hin- 
zielenden Strahlen,  mit  der  Axe  des  Systems  machen,  so  wollen 
wir  zunächst  nach  der  Intensität  t'  des  optischen  Bildes  frageu. 
Nach  der  Formel  (73)  würde  die  Lichtmenge,  welche  vom  Bilde 
ausstrahlt,  gegeben  sein  durch 

(76)  L'  ==^jr  i'  ds  sin^  U\ 

Nun  kann  aber  L'  höchstens  gleich  L  sein,  falls  nämlich  Lichte 
Verluste  durch  Reflexion  und  Absorption  ganz  ausgeschlossen  wären, 
da  dann  nach  der  Festsetzung  der  S.  72  die  Lichtmenge  innerhalb 
einer  Lichtröhre  constant  bleibt.  Setzen  wir  den  günstigsten  Fall 
voraus,  so  folgt  aus  (75)  und  (76): 

,_.,  .f         .  ds  sin^  U 

(77)  '    ^'ds'sin^tr' 

Wenn  nun  aber  ds'  das  optische  Bild  von  ds  ist,  so  folgt  aus 
dem  Sinussatz  [Formel  (46)  S.  58] 

dssin2  U  _  n'2 

falls  n  der  Brechungsindex  des  Objectraumes  und  w'  der  Brechungs- 
index des  Bildraumes  ist.    Daher  ergiebt  sich  aus  (77) 

(79)  *  ='%2  • 

Sind  die  Brechungsindices  des  Bild-  und  Object- 
raumes einander  gleich,  so  ist  also  die  Intensität  des 
optischen  Bildes  höchstens  gleich  der  Intensität  des  Ob- 
jectes. 

Wenn  wir  also  z.  B.  durch  ein  Brennglas  ein  reelles  Sonnen- 
bild entwerfen,  so  ist  die  Intensität  in  ihm  nicht  gesteigert  gegen- 
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Über  der  der  Sonne.  Trotzdem  ist  aber  die  Beleuchtungsstärke 
durch^das  Brennglas  sehr  verstärkt,  um  so  mehr,  je  grösser  seine 
Oeflfhung  und  je  kürzer  seine  Brennweite  ist  Die  Beleuchtungs- 
starke B  wird  erhalten,  indem  man  in  (76)  L'  durch  ds'  dividirt. 
Falls  n  =  n ,  so  folgt  daher  aus  (76)  B^  xi sin'^  Tf.  Die  Ver- 
stärkung der  Beleuchtungsstärke  durch  das  System  wird  am 
anschaulichsten,  wenn  wir  bedenken,  dass  alle  Lichtröhren,  welche 
durch  das  Bild  ds  gehen,  auch  durch  die  Austrittspupille  hindurch- 
treten. Die  gesammte  Lichtmenge,  welche  im  Bilde  ds  vereinigt 
wird,  ist  daher  nach  dem  Lehrsatz  der  S.  76  dieselbe,  als  ob  die 
ganze  Austrittspupille  mit  der  Intensität  i  der  Sonne  dem  Elemente 
ds  Licht  zustrahle.  Die  Wirkung  des  Brennglases  ist  also  ganz 
dieselbe,  als  ob  das  Element  ds  ohne  Brennglas  der  Sonne  so  nahe 
gebracht  wäre,  dass  sie  von  ds  aus  unter  demselben  Sehwinkel 
erscheint,  wie  die  Austrittspupille  (freie  Oeflfnung)  des  Brennglases 
von  ihrem  Brennpunkte  aus. 

Dieselbe  Betrachtung  gilt  für  jedes  optische  Instrument,  alle 
Vorrichtungen  zur  Lichtconcentration  können  nur  das 
Ziel  verfolgen,  mit  Hülfe  einer  gegebenen  Lichtquelle 
von  kleinen  Dimensionen  oder  an  einem  sehr  entfernten 
Orte  dennoch  einen  solchen  Effect  zu  bewirken,  wie  er 
ohne  Vorrichtung  direct  nur  durch  eine  gleich  intensive, 
ausgedehntere  oder  in  grösserer  Nähe  befindliche  Licht- 
quelle erreichbar  wäre. 

Im  FaUe,  dass  n  und  n  von  einander  verschieden  sind,  kann 
man  eine  Steigerung  der  Intensität  des  optischen  Bildes  erreichen, 
wenn  n<in  ist  Dies  ist  z.  B.  der  FaU  bei  den  Immersions- 
systemen der  Mikroskope,  falls  das  Licht  einer  Quelle  Q  im  Medium 
n  =  i  durch  ein  Sammellinsensystem  (Condensor)  vor  dem  Objectiv 
in  einem  Räume  von  grösserem  Brechungsindex  n  (Immersions- 
flüssigkeit)  vereinigt  wird.  Die  Lichtmenge,  welche  in  das  Mikro- 
skop hineingelangt,  ist  daher  proportional  mit  n^  sin^  ü,  wobei  U 
den  Randstrahlwinkel  zur  Eintrittspupille  bedeutet    Das  Product 

n  sin  ü  =  a  (80) 

wird  nach  Abbe  die  numerische  Apertur  des  Instrumentes  ge- 
nannt Die  aufgenommene  Lichtmenge  ist  also  proportional  dem 
Quadrate  der  numerischen  Apertur.  —  Die  Intensität  im  optischen 
Bilde,  welches  wiederum  in  Luft  (n  =  1)  liegt,  ist  natürlich  höch- 
stens gleich  der  Intensität  der  Lichtquelle  Q. 

6.  Die  sabjective  Helligkeit  optischer  Bilder.    Man  hat  zu 
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imterscbeideu  zwischen  der  (objectiven)  Beleucbtungsstärkts  welche 
von  einer  leuchtenden  Fläche  s  an  einem  Orte  0  hervoi-gebracht 
wird,  und  der  (subjectiven)  Helligkeit,  mit  welcher  eine  solche 
Fläche  von  einem  Beobachter  gesehen  wird.  Die  Lichtenipfindnng 
wird  durch  die  Bestrahlung  kleiner  lichtempfindlicher  Elemente 
auf  der  Netzhaut  im  Auge  vermittelt  Wenn  es  sich  um  eine 
leuchtende  Fläche  s  handelt,  so  ist  ihr  Bild  auf  der  Netzhaut  eben- 
falls eine  kleine  Fläche  s\  welche  sehr  viele  lichtempfindliche 
Elemente  en-egt  Wir  definiren  nun  als  Helligkeit  der  Fläche  « 
die  Lichtmenge,  welche  auf  die  Flächeneinheit  der  Netzhaut  fallt, 
d.  h.  die  Beleuchtungsstärke  auf  der  Netzhaut. 

Betrachten  wii-  nun  zunächst  die  Lichtquelle  ohne  Zwischen- 
schaltung eines  optischen  Systems  vor  das  Auge,  so  ist  letztei'es 
selbst  als  ein  optisches  System  aufzufassen,  für  welches  die  früheren 
Betrachtungen  gelten.  Die  Beleuchtungsstärke  auf  der  Netzhaut  wird 
also  aus  den  Formeln  (76),  (79)  erhalten,  mit  der  Berücksichtigung, 
dass  hier  die  Breclmngsexponenten  n  des  Objectraumes  und  des 
Bildraumes  n  (hintere  Augenkammer)  im  Allgemeinen  von  einander 
verschieden  sind.  Daher  wird  die  Helligkeit  Ho  ohne  Zwischen- 
schaltung eines  optischen  Instrumentes  und  unter  der  Annahme, 
dass  die  Lichtquelle  im  Medium  des  Brechungsindex  n  «=  1  strahle, 
die  sogenannte  natürliche  Helligkeit: 

Ho  =  jtin'^sm'^  Ho'.  (81) 

Hierin  bezeichnet  /  die  Intensität  der  Lichtquelle,  falls  man 
von  Lichtverlusten  beim  Durchgang  der  Strahlen  durchs  Auge 
absieht.  M'J  ist  der  AMnkel,  den  die  vom  Mittelpunkte  des  Bildes 
auf  der  Netzhaut  nach  dem  Rande  der  Pupille  (strenger  nach  dem 
Rande  des  von  der  KrystalUinse  des  Auges  entworfenen  Bildes  der 
Iiisj'iffnung)  hinzielenden  Strahlen  mit  der  Augenaxe  bilden,  d.  h. 
es  ist  2Wj  der  Projectionswinkcl  im  Auge  (vgl.  oben  S.  68). 
Wenn  die  Pupillengnisse  coustant  bleibt,  so  ist  H V  ebenfalls  con- 
stant  Die  Helligkeit  Ho  hängt  dann  also  nur  von  der 
Intensität  i  der  Li(:ht(iuelle  ab,  ist  aber  von  der  Entfer- 
nung derselben  vom  Auge  gänzlich  unabhängig. 

In  der  Tliat  entspricht  dies  auch  innerhalb  gewisser  Grenzen 
dem  physiologischen  Eindruck.  Bei  sehr  grosser  Annäherung  an 
die  Lichtquelle,  bei  der  das  optische  Bild  auf  der  Netzhaut  erheb- 
licli  griisser  wird,  empfindet  man  allerdings  eher  den  Eindruck 
der  Blendung,  was  man  als  ein  Wachsen  des  Helligkeitseindrucks 
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ansehen  kann.  —  Bei  Verkleinerung  der  Pupille  wird  Wj  kleiner, 
daher  auch  Ho  geringer. 

Schalten  wir  nun  ein  optisches  Instrument  vor  das  Auge,  so 
kann  ersteres  inclusive  letzterem  in  Summa  wiederum  als 
ein  einziges  System  aufgefasst  werden,  für  welches  die  früheren 
Betrachtungen  gelten.  Es  soll  das  Auge  an  den  Ort  der  Austritts- 
pupille des  Instrumentes  gebracht  werden,  was  nacli  S.  71  zur 
möglichsten  Ausnutzung  des  Gesichtsfeldes  günstig  ist  Nun  sind 
zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.  Die  Austrittspupille  des  Instrumentes  ist  grösser 
oder  mindestens  gleich  der  Augenpupille.  Dann  ist  der 
Projectionswinkel  2W'  des  Bildes  im  Auge  durch  die  Augeu- 
pupille  bestimmt,  d.  h.  es  ist  JV  =  W'o .  Für  die  Helligkeit  gilt 
die  Formel  (81),  wobei  *  höchstens  gleich  der  Intensität  der  Licht- 
quelle ist,  wenn  man  nämlich  von  allen  Lichtverlusten  im  Instru- 
mente und  im  Auge  absähe,  und  falls  die  Lichtquelle,  wie  bei  (81) 
vorausgesetzt  war,  in  einem  Medium  vom  Brechuugsindex  n  =  l 
strahlt  Ist  dieser  Brechungsindex  von  1  verschieden,  so  wäre  H 
noch  durch  n^  zu  dividiren.  Dieser  Fall  ist  aber  bei  den  ge- 
bräuchlichen Instrumenten  nie  realisirt.  Die  eigentliche  Lichtquelle 
liegt  stets  in  Luft,  oder  (z.  B.  bei  der  Sonne)  im  Weltraum ;  für  die 
Immersionssysteme  der  Mikroskope  z.  B.  gilt  dies  ebenfalls,  denn 
die  Lichtquelle  ist  nicht  das  in  der  Immersionsflüssigkeit  einge- 
bettete Object,  sondern  dies  wird  nur  durchleuchtet.  Der  Selbst- 
leuchter ist  der  helle  Himmel,  die  Sonne,  eine  Lampe  etc.  Wir 
wollen  also  stets  an  der  Annahme  festhalten,  dass  die  Lichtquelle 
in  einem  Medium  des  Brechungsindex  n  =  1  strahle,  und  erhalten 
so  das  Resultat:  Die  Helligkeitdes  optischenBildes,  welches 
das  Instrument  liefert,  ist  gleich  der  natürlichen  Hellig- 
keit der  Lichtquelle,  falls  keine  Lichtverluste  durch  Reflexion 
und  Absorption  im  Instrument  einträten. 

2.  Die  Austrittspupille  des  Instrumentes  ist  kleiner 
als  die  Augenpupille.  Dann  gilt  für  die  Helligkeit  H  die  zu 
(81)  analoge  Formel 

H=mn'^sin^  W\  (82) 

wobei  i  höchstens  gleich  der  Intensität  der  Lichtquelle  ist  (bei 
Absehen  von  Reflexionsverlusten  im  Instrument),  und  worin  2W' 
der  Projectionswinkel  des  Bildes  im  Auge  ist  Nun  ist  aber 
W'<CWoj  d.  h.   die  Helligkeit   des  optischen  Bildes  ist 
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kleiner  als  die  natürliche  Helligkeit  der  Lichtquelle.  Das 
Verhältniss  beider  Helligkeiten  folgt  aus  (81)  und  (82)  zu: 

(83)  H:Ho  =  sin^  W"  :  stn^  Wo. 

Da  nun  Wo  und  um  so  mehr  W'  kleine  Winkel  sind  (beim  mensch- 
lichen Auge  ist  Wo'  etwa  5^),  bei  denen  man  den  sin  mit  tg  ver- 
tauschen kann,  so  ist  die  rechte  Seite  von  (83),  d.  h.  das  Ver- 
hältniss der  Helligkeit  des  Bildes  zur  natürlichen  Hellig- 
keit der  Lichtquelle,  gleich  dem  Verhältniss  der  Grösse 
der  Austrittspupille  des  Instrumentes  zu  der  Grösse  der 
Augenpupille  (dem  von  der  Hornhaut  und  vorderen  Augen- 
kammer entworfenen  Bilde  der  Iris-Oeflfnung).  —  Zusammenfassend 
können  wir  also  sagen :  Bei  flächenhaft  ausgedehnten  Objecten 
kann  jedes  optische  Instrument  nur  das  Ziel  verfolgen, 
das  Object  dem  Auge  im  Bilde  unter  vergrössertem  Seh- 
winkel darzubieten,  aber  in  höchstens  der  gleichen 
Helligkeit. 

Diese  Resultate  hätte  man  auch  in  folgender  Weise  erhalten 
können.  Nach  dem  Satze  der  S.  78  ist  die  Intensität  des  Bildes 
gleich  der  der  Lichtquelle  (bei  n  =  n  =  1  und  bei  Vernachlässigung 
der  Reflexions-  und  Absorptionsverluste  im  Instrument).  Das  optische 
Instrument  bewirkt  also  nur  eine  scheinbare  Ortsverändening  der 
Lichtquelle.  Da  nun  aber  die  Helligkeit  derselben  von  ihrem  Orte 
nach  dem  Satze  der  S.  80  ganz  unabhängig  ist,  solange  die  ganze 
Pupille  des  Auges  von  Lichtstrahlen  angefüllt  wird,  so  ist  die 
Helligkeit  des  Bildes  gleich  der  natürlichen  der  Lichtquelle.  Falls 
aber  die  Austrittspupille  kleiner  als  die  Augenpupille  ist,  so  wird 
letztere  nicht  ganz  von  Lichtstrahlen  erfüllt,  d.  h.  die  Helligkeit 
des  Bildes  muss  kleiner  sein  als  die  natürliche  Helligkeit  Das 
Verhältniss  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  wie  es  vorhin  festgestellt 
wurde,  da  die  Neigungen  der  Bildstrahlen  gegen  die  Axe  bei  den 
Entfernungen  des  Bildes  vom  Auge,  auf  denen  man  noch  mit  dem 
Auge  deutlich  sehen  kann,  sehr  klein  sind. 

Befindet  sich  das  Bild  ds  einer  leuchtenden  Fläche  ds  in  der 
Entfernung  6  von  der  Austrittspupille  (d.  h.  auch  vom  Auge,  da 
dies  an  den-  Ort  der  Austrittspupille  gebracht  sein  soll),  so  ist 
ötgü'  der  Radius  der  Austrittspupille,  wobei  2ü'  der  Projections- 
Winkel  des  Bildes  (in  Luft)  ist.  Man  erhält  daher,  bei  Ver- 
tauschung des  sin  ü'  mit  tg  U'  für  das  Verhältniss  der  Hellig- 
keit ü  des  Bildes  zur  natürlichen  Helligkeit  Ho  der  Lichtquelle, 
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falls  die  Austrittspupille  kleiner  als  die  Augenpupille  ist,  deren 
Radius  p  sei: 

Nun  ist  nach  dem  Sinussatz  [vgl.  Formel  (78)]  zu  schreiben  (am 
Bildorte  ist  der  Brechungsindex  n  =  1): 

it  =  -    p^—'d^'^  (84) 

wobei  ds  das  zu  da  conjugirte  Flächenelement  ist,  dessen  Rand- 
strahlen den  Winkel  ü  mit  der  Axe  des  Instrumentes  bilden,  n 
sei  der  Brechungsindex  am  Orte  von  ds,  es  ist  also  n  sin  U=a 
[Formel  (80)]  gleich  der  numerischen  Apertur  des  Systems,  ds  :  ds 
ist  das  Quadrat  der  Lateralvergrösserung  des  Instrumentes.  Be- 
zeichnet man  dieses  mit  V,  so  wird  (84)  zu 

-  =  -^^  (85) 

Diese  Formel  gilt  also  nur,  solange  H<CHo  ist  Sie  zeigt  deut- 
lich den  Einfluss  der  numerischen  Apertur  auf  die  Bildhelligkeit 
und  ist  bei  der  Theorie  des  Mikroskops  von  grosser  Bedeutung. 
Man  nennt  die  Normalvergrösserung  eines  optischen  Instiii- 
mentes  diejenige,  bei  der  seine  Austrittspupille  gleich  der  Augen- 
pupille ist,  bei  der  also  die  Bilder  gerade  noch  die  natürliche 
Helligkeit  der  Lichtquelle  besitzen.  Nimmt  man  den  Radius  />  der 
Pupille  zu  2  mm  an,  die  Distanz  rf  des  Bildes  vom  Auge  zu  25  cm 
(deutliche  Sehweite),  so  folgen  aus  (S5)  für  verschiedene  numerische 
Aperturen  folgende  Normalvergrusserungen  Vni 

a  =  0,5  Vn=  62 
a  =  1,0  Vn  =  125 
a  =  1,5        r„  =  187. 

Für  die  doppelten  Vergrusserungen  V^  2  •  Vn  i>t  die  Heliigk^'it 
H  der  vierte  Theil  der  naturlichen  Helligkeit  //o.  Man  kann  diese 
Vergrosserungen  et»'a  als  Grenze  für  die  unverminderte  Deut- 
lichkeit des  Bildes  ansehen.  Bei  a  =  1,5  wär^*  dies  alsi  etwa 
eine  380&cheVergrr»sserung.  Bei  einer  l^üiOfachen  Vergruis-s^rung 
und  der  Apertur  a=  \J}  ist  die  Helligkeit  H  der  27.  Theil  der 
natörlichen  Helligkeit  K^ 

Für  Femrohre  ist  die  Foniiel  S5  prakti>ch  etwas  umzufre- 
stalten.  Ist  nämlich  h  der  Radius  der  fr^-ien  Oeffnung  d^-s  F<-nj- 
rohrs  (Radius  seines  Objectivs',  s^>  Ist  na<rh  Formel  ^14';  auf  S.  27 
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der  Radius  seiner  Austrittspupille  gleich  h :  r,  wobei  r  die  (Angu- 
lar-)Vergrösserung  des  Fernrohrs  ist.  Daher  wird  das  Verhältniss 
von  Austrittspupille  zu  Augenpupille: 

Für  die  Nornialvergrösserung  !\  eines  Fernrohrs  muss  also 
das  Objectiv  den  Radius  p-  fn  besitzen,  d.  h.  2,  4,  6,  8  etc.  mm, 
falls  die  Nornialvergrösserung  den  Werth  1,  2,  3,  4  etc.  hat  und 
p  zu  2  mm  angenommen  wird.  Für  die  Normalvergrösserung  100 
muss  also  z.  B.  das  Objectiv  einen  Radius  von  20  cm  besitzen. 

7.  Die  Helligkeit  panktfSrmiger  Lichtquellen.  Die  Gesetze 
für  die  Lichtstärke  optischer  Bilder  von  flächenhaften  Objecten 
gelten  nicht  mehr,  wenn  punktförmige  Objecte,  wie  z.  B.  Fixsterne, 
zur  Abbildung  gelangen.  Ihr  Netzhautbild  ist  nämlich  (wegen 
Beugung  am  Pupillenrande)  immer  von  gleicher  Grösse,  die  nur 
vom  Pupillendurchmesser  abhängt.  (Vgl.  dazu  die  Entwickelungen 
Kapitel  IV  des  I.  Abschnittes  der  physikal.  Optik.)  Solange  der 
Sehwinkel  eines  Objectes  etwa  eine  Winkelminute  nicht  über- 
schreitet, ist  es  in  diesem  Sinne  als  punktförmig  aufzufassen. 

Die  Helligkeit  punktförmiger  Lichtquellen  P  wird  bestimmt 
durch  die  Lichtmenge,  welche  von  P  ins  Auge  gelangt  Die  natür- 
liche Helligkeit  Ho  ist  daher  proportional  der  Grösse  der  Pupille 
und  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  P  vom 
Auge.  —  Bei  Betrachtung  mit  Hülfe  eines  optischen  Instrumentes 
gelangt  alles  Licht  von  /',  welches  durch  die  Eintrittspupille  des 
Instiumentes  tritt,  in  das  Auge,  falls  die  Austrittspupille  kleiner 
als  die  Augenpupille  ist,  d.  h.  wenn  die  Normalvergrösserung  des 
Fernrohrs  überschritten  wird.  Bildet  daher  der  Rand  des  Objec- 
tivs  seine  Eintrittspupille,  so  ist  die  Helligkeit  einer  sehr  ent- 
fernten ^)  Lichtquelle  (Stern)  im  Verhältniss  der  Grösse  des  Objec- 
tivs  zur  Augenpupille  verstärkt  gegenüber  der  natürlichen  Helligkeit 

Wenn  aber  die  Normalvergrösserung  des  Fernrohrs  noch  nicht 
erreicht  ist,  d.  h.  wenn  seine  Austrittspupille  grösser  als  die  Augen- 
pupille ist,  so  bildet  letztere  bei  Benutzung  des  Instrumentes  seine 
Austrittspupille,  das  vom  Fernrohr  entworfene  Bild  der  Augen- 
pupille ist  seine  Eintrittspupille.  Nach  Formel  (14')  auf  S.  27  ist 
letztere    r-^mal  grösser    als  die  Augenpupille,  falls   F  die  Ver- 


1)  Die  LichUiuelle  »oll  in  einer  öolcheu  Entfernung  liegen,  dass  ihr  gegen- 
über die  Fernrohrlänge  zu  vernachlässigen  ist. 
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grösserung  des  Fernrohrs  bezeichnet  Daher  ist  die  Helligkeit 
des  Sternes  F^meil  grösser  als  die  natürliche  Helligkeit. 

Da  man  also  die  Helligkeit  von  Sternen  bei  Betrachtung  mit 
einem  Fernrohr  vergrössem  kann,  während  die  Helligkeit  ihres 
Hintergrundes  nicht  vergrössert,  sondern  eventuell  (bei  üeber- 
schreitung  der  Normalvergrösserung)  verringert  wird,  so  hebt  sich 
im  Fernrohr  der  Stern  deutlicher  vom  Hintergrunde  ab  und  kann 
eventuell  (bei  grossen  Fernrohren)  bei  Tage  gesehen  werden. 

8.  Die  Bedeatung  der  Apertur  f&r  die  Leistungsfäliigkeit 
optisclier  Inslmmeiiie.  Bisher  ist  die  Bedeutung  der  Apertur 
für  den  geometrischen  Verlauf  des  Strahlenganges  und  fiir  die 
Bildhelligkeit  behandelt  worden.  Die  Apertur  ist  aber  drittens 
auch  noch  bestimmend  für  die  Leistungsfähigkeit  des  Instru- 
mentes, d.  h.  sein  Vermögen,  zwei  Gegenstände,  welche  das  unbe- 
waffnete Auge  nicht  zu  unterscheiden  vermag,  optisch  zu  trennen. 
Schon  oben  S.  50  ist  darauf  hingewiesen,  dass  sehr  enge  Strahlen- 
büschel wegen  sogenannter  Beugungserscheinungen  schlechte  Bilder 
liefern.  Das  Auftreten  derselben  ist  bestimmend  für  die  Grenze 
der  Leistungsfähigkeit  optischer  Instrumente,  und  es  ist  von  vorn- 
herein klar,  dass  diese  Grenze  aus  diesem  Grunde  um  so  weiter 
hinausgeschoben  werden  kann,  je  weiter  die  die  Abbildung  ver- 
mittelnden Strahlenbüschel  sind,  d.  h.  je  grösser  die  Apertur  des 
Instrumentes  ist  Die  zahlenmässigen  Beziehungen,  welche  man 
hier  aufstellen  kann,  sollen  aber  erst  später  in  dem  Kapitel  über 
die  Beugung  des  Lichtes  hergeleitet  werden.  Vorgreifend  soll  hier 
nur  bemerkt  werden,  dass  durch  das  Mikroskop  zwei  Objectpunkte 
der  gegenseitigen  Distanz  d  noch  optisch  getrennt  werden  können, 
falls  ist: 

wobei  X  die  (später  deflnirte)  Wellenlänge  des  Lichtes  in  Luft,  a 
die  numerische  Apertur  des  Mikroskops  ist.  Das  Fernrohr  kann 
zwei  Objecte  noch  optisch  auflösen,  falls  sie  unter  einem  Sehwinkel 
fp  erscheinen,  der  gegeben  ist  durch 

T  >  0,6  ^ ,  (88) 

wobei  h  der  Oeffnungsradius  des  Femrohrs  ist. 


^ 
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Kapitel  T. 

Optische  Instminente.'^ 

L  Pliotographische  Systeme«  Bei  der  Landschaftsphoto- 
gi'apbie  soll  das  optische  System  auf  der  lichtempfindlichen  Platte 
ein  reelles  Bild  von  dem  weit  ausgedehnten  Objectraum  entwerfen. 
Die  Oeffnung  der  abbildenden  Strahlenbüsehel  ist  verhältnissmässig 
eng.  Schon  früher  (S.  59)  ist  auf  die  Bildfehler  hingewiesen, 
welche  hierbei  hauptsächlich  zu  vermeiden  sind.  Auch  ist  dort  der 
Vortheil  der  symmetrischen  Doppelobjective  besprochen,  sowie  der 
Eiiifluss  geeignet  gestellter  Blenden  zur  Erreichung  der  Bildähn- 
lichkeit. Doch  auch  für  die  Ebnung  des  Bildes  kann  die  Lage 
der  Blende  von  Einfluss  sein. 

Eine  möglichste  Ebnung  des  Bildes  kann  nun  auch  bei  zwei 
auf  einander  gelegten  dünnen  Linsen  der  Brennweiten  /",  und  f^  und 
der  Brechungsindices  w,  und  n^  erreicht  werden,  falls  die  Be- 
dingung'^) erfüllt  ist: 

(1)  n,/;  =  —  n.J^. 

Die  Bedingung  der  Achromasie  lautete  nach  Formel  (54)  S.  65 
für  zwei  dünne  Linsen: 

(2)  v^f^  =^vj^. 

Beide  Bedingungen  (1)  und  (2)  können  nur  dann  gleichzeitig  er- 
füllt werden,  wenn  die  Linse  mit  gi'össerem  Brechungsindex  n  das 
kleinere  Dispeisionsvermögen  v  besitzt.  Früher  hatte  man  nur 
Glassorten,  welche  diese  Ik'dingung  nicht  erfüllten,  d.  h.  welche 
bei  iKiherem  Brechungsindex  auch  stärkere  Dispersion  besassen; 
das  schwach  brech(*nde  Crownglas  besass  eine  geringe  Dispersion, 
das  stark  brechende  Flintglas  eine  hohe  Dispersion.  Erst  die 
neueren  von  Schott  in  Jena  hergestellten  Gläser  zeigen  zum  Theil 
auch  das  umgekehi-te  Verhalten,'*)  und  seitdem  ist  es  möglich,  mit 

1)  ßetrefls  ausführlicherer  Darstellung  vgl.  Hdb.  d.  Physik  yon  Winkel- 
inann,  ()i)tik,  8.203fl'.  (Autor  Czap8ki).  —  Müllor-Pouillet,  Physik,  9.  Aufl. 
Optik,  S.  721ft'.  (Autor  Luinmer). 

2)  lieber  die  Herleitung  dieser  schon  von  Petzvai  im  Jahre  1843  aus- 
gesprochenen Bedingung  vgl.Lunimer,  Ztschr.  f.InstrumeDtenkuDde  1897,  8.231, 
wo  überhaupt  in  drei  Arbeiten  (S.  2()8, 225, 2G4)  eine  vorzügliche  Uebersicht  über 
die  photographische  Ojitik  gegeben  ist. 

3)  Die  Baryumsilicatgläser  haben  stärkere  Brechung  als  das  gewohnliche 
Crownglas,  aber  geringere  Dispersion. 
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der  Achromasie  zugleich  die  EbnuDg  des  Bildes  zu  erreichen. 
Solche  Linsensysteme  werden  Neuachromate  im  Gegensatz  zu 
den  früheren  (Altachromaten)  genannt 

Auch  noch  aus  einem  anderen  Grunde  bietet  die  Anwendung 
der  neuen  Glassorten,  welche  mit  wachsendem  n  kleinere  Disper- 
sion V  besitzen,  Vortheile  für  die  photographische  Optik:  Verbindet 
man  einen  Altachromaten  mit  einem  Neuachromaten,  so  lässt  sich 
der  Astigmatismus  heben,  weil  ersterer  mit  seiner  dispansiv  wir- 
kenden Kittfläche  eine  astigmatische  Differenz  von  entgegen- 
gesetztem Vorzeichen  erzeugt,  als  letzterer  mit  seiner  collectiv 
wirkenden  Kittfläche.  Solche  symmetrische  Doppelobjective,  welche 
auf  beiden  Seiten  alt-  und  neuachromatische  Combinationen  be- 
sitzen, heissen  Anastigmat  *)-Aplanate. 
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Fig.  34. 

Um  ferne  Gegenstände  möglichst  gross  abzubilden,  muss  die 
Brennweite  f  des  Systems  möglichst  gi'oss  sein.  Dadurch  wird 
aber  eine  unbequeme  Verlängerung  der  photograpbischen  Camera 
erzielt,  falls  das  System  aus  nahe  zusammenstehenden  Linsen  be- 
steht, da  dann  annähernd  die  Cameralänge  h  gleich  der  Brennweite 
f  sein  muss.  Man  kann  diesen  üebelstand  vermeiden  durch  das 
sogenannte  Teleobjectiv,  bei  welchem  ein  Collectivsystem  mit 
einem  im  Abstand  a  von  ihm  befindlichen  Dispansivsystem  ver- 
knüpft ist  Das  letztere  entwirft  nach  der  Figur  22  auf  S.  41 
aufrechte,  reelle,  vergrösserte  Bilder  von  virtuellen  Objecten,  die 
hinter  der  Dispansivlinse,  aber  noch  vor  ihrem  hinteren  Brenn- 
punkte i<2  liegen.  Dort  muss  also  der  Brennpunkt  l\ '  des  vorderen 
CoUectivsystems  liegen.  Wie  der  in  Figur  34  gezeichnete  Strahlen- 
gang  ergiebt,  ist  die  Brennweite  f  des  ganzen  Systems  grösser  als 

1)  An  SteUe  der  zweifachen  Negatdonen  in  „Anastigmat^'  wäre  das  Wort 
„Stigmat''  einflEu^her. 
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die  Distanz  des  Collectivsystems  vom  Bildorte,  d.  h.  der  Camera- 
länge. Um  z.  B.  bei  einer  Cameralänge  von  20  cm  (genauer 
19,85  cm)  eine  Brennweite  f  von  37  cm  benutzen  zu  können,  muss 
man  mit  einer  Sammellinse  von  10  cm  Brennweite  eine  Dispansiv- 
linse  von  5  cm  Brennweite  im  optischen  Intervall  A  von  1,35  cm, 
d.  h.  im  Abstand  6,35  cm  hinter  der  Sammellinse  combiniren.  Diese 
Zahlen  ergeben  sich  aus  den  auf  S.  28,  29  ermittelten  Formeln  (17) 
und  (19)  eines  combinirten  Systems. 

Bei  der  Porträtlinse  wird  das  Hauptgewicht  auf  die  Oeffnung 
gelegt,  um  möglichste  Lichtstärke  zu  erzielen.  Es  muss  demnach 
vor  allem  die  sphärische  Aberration  gehoben  und  ebenfalls  die 
Sinusbedingung  erfüllt  sein. 

2.  Die  Lupe.  Die  scheinbare  Grösse  eines  Gegenstandes  hängt 
von  der  Grösse  des  Seliwinkels  ab,  unter  welchem  derselbe  er- 
scheint. Durch  Annäherung  des  Gegenstandes  an  das  Auge  kann 
man  den  Sehwinkel  vergrössern,  aber  nur  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze,  da  der  Gegenstand  innerhalb  der  Weite  des  deutlichen 
Sehens  liegen  nmss.  Diuxh  Anwendung  einer  Lupe  lässt  sich  aber 
der  Sehwinkel  noch  weiter  vergrössern. 

Die  einfachste  Form  der  Lupe  ist  eine  Sammellinse.  Dieselbe 
entwirft  (vgl.  Figur  21  auf  S.  41)  von  einem  Objecte,  welche« 
zwischen  vorderem  Brennpunkt  und  Linse  liegt^  ein  aufrechtes, 
vergrr)ssertes,  virtuelles  Bild.  Soll  dasselbe  in  der  Entfernung 
ö  =  25  cm  vom  Auge  liegen,  so  ist  nach  Formel  (7)  auf  S.  20  die 
Vergrösseruug  V  der  Lupe 

(^;  ^  —  y  —  f—     f    ' 

worin  x  die  Entfernung  des  Bildes  vom  hinteren  Brennpunkte, 
a  die  Entfernung  des  Auges  von  demselben  bezeichnet  Meist 
kann  man  a  g(»genüber  6  vernachlässigen,  man  erhält  dann  als 
Vergrösserung  der  Lupe 

(4)  r=  y  . 

Dieselbe  ist  also  uiiigekelirt  proportional  zur  Brennweite  der  Lupe. 
Wenn  die  Lupenlinse  gr(")sseren  Durchmesser  besitzt  als  das 
von  der  Lui)e  entworfene  Bild  der  Augenpupille,  so  bildet  letztere 
die  Aperturblende,  erstere  die  Gesichtsfeldblende.  Zur  Erreichung 
eines  möglichst  grossen  Gesichtsfeldes  ist  es  daher  nothwendig, 
das  Auge  der  Lupe  möglichst  nahe  zu  bringen.  Mit  wachsender 
Entfernung  des  Auges  wird  nicht  nur  das  Gesichtsfeld  beschränkter, 


Optische  Inalrament«. 


89 


snnderu  auch  der  StraUlengaDg  (vgl.  obeii  S.  69)  ein  anderer,  indem 
(i.iiin  seitliche  Obje(!tpunkt^  dnrrh  seitliche  Partien  der  Lupenliuse 
iihgebildet  wcrdeD,  Dies  ergiebt  sieh  direct  aus  einer  Zeichnung 
der  Eintritt.s|iiipille  des  Systems,  d.  h.  des  Bildes,  welches  die  Lupe 
von  der  Äugenpupille  entwirft.  Dadurch  wird  dann  auch  meist 
die  Ortlioskopie  (vgl.  nben  S.  69)  zeratßrt,  (L  h.  das  Bild  erscheint 
aui  Rande  verzerrt. 

Eine  einfache  planconvexe    Linse    giebt  gute  Bilder   bis  zu 

achtfacher  Vergriisserung,    d,  h.    bis  znr  Brennweite  von  3  cm 

hernnter.    Man  niuss  dabei  die  plane  Seite  der  Linse  dem  Ange 

zukehren.    Diese  Stellung  giebt  zwar,  da  das  <.)bieet  nahe  beim  vor- 

^^^«n    Brennpunkt  der  Linse  liegt,    relativ    grossen   Betrag  der 

Flg.  U. 
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arischen  Abcrviitimt  in  der  Axe  (vgl.  oben  S,  53),  ist  aber  trntz- 

1  günstiger  als  die  umgekehrte  Stellung  der  Linse  wegen  der 

eblich  geringeren  Fehler  ansserhalb  der  Axe. 

Dui'ch  die  Anwendung  zweier  einfacher  Linsen  wird  das  Bild 

wesentlich  verbessert,  weil  durch  Vertheilung  der  Brechung  auf 

mehrere  Linsen  die  sphärische  Aberration  in  der  Axe  bedeutend 

verringert  wird.    Die  Figuren  35  (Fraunhofer'sche  Lupe)  und  36 

(TN'ilson'sche  Lupe)  geben  zwei  bekannte  Ausfiihrungsformen.    Bei 

der  letzteren  ist  die  Distanz  beider  Linsen   noch   gi'össer  gewfthlt 

als  bei  der  ersteren.    Man  erreicht  dadurch  den  Vortheil,  dass  die 

chromatische  Differenz  der  Vei-gi-iisserung  noch  verringert  wird, 

allerdings  auf  Kosten  des  Objectflbstandea  von   der  Frontlinse.') 

Kine  Achrotnatisirnng  durch  Wahl  verschiedener  ßlassorten 

b  in  der  St*iuheirschen  sogenannten  aplanatischen  Lupe  erreicht 


1)  iBwielbni  der  Abetaud  der  Linsen  Einflunit  auf  die  Ächroniatiairung 
I,  ist  Bcboo  oben  S.  t56  beeprochen.  Wir  kommen  hierauf  bei  Beeprechuiig 
der  Oculare,  der  Mikroskope  nnil  Fernrohre  KurÜck,  welehe  &ueh  als  Lupen 
BorzufaeseD  liod. 
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(vgl.  Figur  37).  Bei  dieser  ist  eine  biconvexe  Crownglaslinse 
zwischen  zwei  Flintglasmenisken  eingekittet. 

Durch  grossen  Objeetabstand  zeichnet  sich  die  Brücke'sche 
Lupe  aus,  bei  welcher  man  eine  collective  achromatische  Vorder- 
linse mit  einer  (einfachen)  Zerstreuungslinse  in  einem  gewissen 
Abstand  verbindet.  Letztere  entwirft  (vgl  dazu  Figur  22  auf 
S.  41)  von  virtuellen  Objecten,  welche  etwas  hinter  ihrem  hinteren 
Brennpunkt  liegen,  umgekehrte,  vergi^össerte ,  virtuelle  Bilder. 
Die  Anordnung  der  Linsen  kann  dieselbe  wie  im  Teleobjectiv  sein 
(vgl.  Figur  34),  d.  h.  das  optische  InteiTall  A  zwischen  der  collec- 
tiven  und  dispansiven  Linse  kann  positiv  sein.  Bei  genügender 
Nähe  des  Objectes  fällt  dann  doch  das  von  der  Sammellinse  ent- 
worfene Bild  hinter  den  hinteren  Brennpunkt  der  Zerstreuungslinse. 
Die  Combination  liefert,  gerade  wie  die  einfache  Lupe,  aufrechte 
Bilder,  da  das  von  der  Sanmiellinse  entworfene  Bild  umgekehrt 
sein  würde,  und  dieses  von  der  Zerstreuungslinse  noch  einmal  um- 
gekehrt wird.    Ein  üebelstand  ist  aber  das  kleine  Q-esichtsfeld. 

3.  Das  Mikroskop«  a)  Allgemeines.  Um  stärkere  Ver- 
grösserungen  zu  erzielen,  wendet  man  anstatt  einer  Lupe  von  sehr 
kui'zer  Brennweite  viel  vortheilhafter  das  Mikroskop  an,  das  aus 
zwei  in  grösserem  Abstand  von  einander  befindlichen  Collectiv- 
systemen  besteht.  Das  erste  (Obje et iv)  entwirft  von  einem  Objecte, 
welches  nahe  an  seinem  vorderen  Brennpunkte  liegt,  ein  reelles 
umgekehrtes  vergi'össertes  Bild,  welches  durch  das  zweite  Collectiv- 
sy stein  (Ocular),  das  als  Lupe  wirkt,  noch  weiter  vergrössert 
wird.  Abgesehen  davon,  dass  man  durch  den  grösseren  Abstand 
beider  Collectivsysteme,  d.  h.  durch  die  Tubuslänge  des  Mikroskops, 
offenbar  stärkere  Vergi'össerungen  erzielen  kann,  als  durch  die 
Collectivsysteme  einzeln,  wenn  man  sie  als  Lupen  benutzen  wollte, 
liegt  der  Hauptvortheil  des  Mikroskops  darin,  dass  man  die  Auf- 
gabe der  Abbildung  in  zwei  Theile  zerlegt.,  welche  einzeln  vom 
Objectiv  und  Ocular  gelöst  werden  kiinnen.  Diese  Arbeitstheilung 
besteht  darin,  dass  das  Objectiv  von  einem  Flächenelement  eine 
Abbildung  vermittelt  bei  möglichst  gi'osser  numerischer  Apertur, ') 
während  das  Ocular,  wie  jede  Lupe,  bei  gi'ossem  Gesichtsfeld  eine 
Abbildung  durcli  Strablenbüschel  vermitteln  soll,  die  wenig  geöffnet 


1)  Diese  Forderung  wird  gcHtcHt  nicht  nur  zur  Erzielung  mögüchster 
Bildhelligkeit,  sondern  uuch  zum  Zweck  grösster  Auflösungskraft.  Vgl.  oben 
S.  83  und  85. 
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sind,  da  die  Bildstrahlen  von  der  Äugenpnpille  begrenzt  werden. 
Diese  beiden  verschiedenen  Aufgaben  sind  aber  nach  früheren  Auö- 
einaDdersetznngen  (vgl  Kapitel  III,  §§  8,  9,  10)  einzeln  lösbar. 

b)  Das  Objectiv.  Die  Hauptanfordenmgen  an  das  Objectiv 
sind:  Bei  hoher  nnnierischer  Apertur  soll  eintreten: 

1.  Aufhebung  der  sphärischen  Aberration  in  der  Axe  und  Her- 
stellung Constanten  Sinus-Verhältnisses  (Bedingung  des  Aplana- 
tisnius). 

2.  Achroniatisirung.  Diese  besteht  einerseits  darin,  dass  die 
Bedingungen  des  Aplanatisnius  fiir  mehrere ,  mindestens  zwei 
Farben  erfüllt  sind,  andererseits  in  Herstellung  eines  achromatischen, 
vom  Object  durch  das  Objectiv  entworfenen  reellen  Bildes.  Begnügt 
man  sich  mit  theilweiser  Acbromati- 

simng  (vgl.  oben  S.  63),  so  ist  die  Jjage 
des  vorderen  Brennpunktes  des  Objec- 
tivs  zu  achromatisiren.  Denn  das 
Object,  welches  nahe  bei  diesem  Brenn- 
punkt /''liegt,  liefert  einBild,  dessen  Ort 
sehr  stark  mit  der  Farbe  variiren  würde, 
falls  die  Lage  von  F  mit  der  Farbe 
variJrte.  Bei  einer  solchen  theilweisen 
Achroniatisirung,  in  der  also  die  I^age 
von  F,  d.  h.  auch  der  Bildort,  achro- 
matisirt  wird,  ist  die  Brennweite 
nicht  achromatisirt  Die  verschiedenen 
Farben  entwerfen  daher  verschieden  grosse  Bilder,  d.  h.  es  bleibt  eine 
chromatische  Differenz  der  Vergrüsserung  bestehen.  Diese  umss 
dann  durch  das  Ocular  compensirt  werden. 

Man  unterscheidet  Tro'ckensysteme  und  Inimersions- 
systeme.  Bei  letzteren  füllt  man  den  Zwischenraum  zwischen 
der  Frontlinse  des  Objectivs  und  dem  Deckglas,  unter  dem  das 
Object  liegt,  mit  einer  Flüssigkeit  ans.  Die  Vortheile  der  letzteren 
zur  Erhöhung  der  numerischen  Apertur  liegen  auf  der  Hand, 
ausserdem  kann  durch  Anwendung  sogenannter  homogener  Im- 
me rs  ion ,  bei  der  die  Flüssigkeit  (Cedernholzöl)  denselben  Brechungs- 
index und  Dispersion  wie  das  Deckglas  und  die  Frontlinse  besitzt, 
das  Princip  von  Amici  (cf.  oben  S.  54),  nänilieli  eine  aplanatisclie  Ab- 
bildung durch  eine  stark  gewölbte  (Jialbkugelige)  Fri>ntlinse,  erreicht 
werden.  In  der  Figur  38  ist  in  etwa  dopjielter  mitürlrclK  r  Grösse 
ein  von  Abbe  construirtes  Objectiv,  Aprochromat  genannt,  ge- 


Flg.  M. 
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zeichnet,  welches  die  angegebenen  Anforderungen  durch  Combi- 
nation  von  10  verschiedenen  Linsen  erfüllt  und  mit  homogener 
Immersion  arbeitet.  Der  Aprochromat  ist  für  drei  Spectralfarben 
achromatisirt,  ist  also  frei  vom  secundären  Spectrum  (vgl.  oben 
S.  63),  die  Bedingungen  des  Aplanatismus  sind  für  zwei  Farben 
erfüllt.  Die  Brennweite  des  ganzen  Systems  beträgt  2  mm,  seine 
numerische  Apertur  ist  a  =  1 ,40.  Die  lichtsammelnde  und  dioptrische 
Güte  dieses  Objectivs  ist  eine  derartige,  dass  die  Grenze  der 
Leistungsfähigkeit  des  Mikroskops  [vgl.  oben  S.  85,  Formel  (87)] 
als  thatsächlich  erreicht  angesehen  werden  kann. 

c)  Das  Ocular.  Die  Hauptanforderungen  an  das  Ocular  sind, 
wie  bei  der  Abbildung  ausgedehnter  Objecte  durch  enge  Büschel: 

1.  Aufhebung  des  Astigmatismus  in  den  schiefen  Büscheln. 

2.  Orthoskopische  Abbildung. 

3.  Achromatisirung. 

üeber  die  beiden  ersteren  Punkte  ist  schon  im  Kapitel  HI, 
§  10,  S.  59  gesprochen  worden;  was  den  dritten  Punkt  anbelangt, 
so  kann  man  sich  wiederum  mit  einer  theilweisen  Achromatisirung 
begnügen.  Nehmen  wir  zunächst  den  Fall  an,  dass  das  vom 
Objectiv  entworfene  Bild  ohne  chromatische  Fehler  sei.  Die  Haupt- 
strahlen, welche  auf  das  Ocular  fallen,  sind  bei  der  Tubuslänge 
des  Mikroskops,  d.  h.  bei  der  ziemlich  beträchtlichen  Entfernung, 
welche  das  vom  Objectiv  entworfene  reelle  Bild  von  der  Austritts- 
pupille des  Objectivs  besitzt,  nahezu  axenparallel,  oder  haben 
wenigstens  nur  geringe  Neigung  zur  Axe  des  Mikroskops.  Wenn 
nun  die  Brennweite  des  Oculars  achromatisirt  ist,  so  spaltet  sich, 
wie  aus  der  oben  S.  24  angegebenen  Construction  conjugirter  Strahlen 
oder  aus  der  S.  21  ausgesprochenen  Eigenschaft  der  Brennweite 
hervorgeht,  ein  weisser  Strahl,  der  auf  das  Ocular  axenparallel 
einfällt,  in  farbige  Strahlen,  welche  unter  gleicher  Neigung  gegen 
die  Axe  aus  dem  Ocular  austreten.  Ein  auf  Unendlich  accommo- 
dirtes  Auge  sielit  daher  ein  farbenfreies  Bild.  Auch  wenn  dasselbe 
in  der  deutlichen  Sehweite  (25  cm)  vom  Auge  entfernt  liegt,  so 
ist  doch  die  Bedingung  eines  farbenfreien  Bildes  nahezu  die  Achro- 
matisirung der  Brennweite  des  Oculars. 

Nun  wurde  oben  S.  66  der  Satz  bewiesen,  dass  zwei  einfache 
Linsen    der  Brennweiten  ^    und  f^    aus  gleichem  Glase  in   der 

Distanz  a==-^^-'^  für  alle   Farben  gleiche  resultirende  Brenn- 
weite f  besitzen.    Da  man  zugleich  durch  die  Zerlegung  des  Oculars 


Optische  Instrumente.  93 

in  zwei  Linsen  eine  Bildverbesserung  hinsichtlich  der  Aufhebung 
des  Astigmatismus  erzielen  kann,  so  sind  die  Oculare  nach  diesem 
Principe  construirt  Die  dem  Objectiv  zugewandte  Linse  des 
Oculars  heisst  die  Collectivlinse,  die  dem  Auge  zugewandte  die 
Augenlinse. 

Diese  achromatischen  Oculare  werden  meist  in  zwei  ver- 
schiedenen Formen  ausgeführt: 

1.  Das  Ramsden'sche  Ocular  (vgl.  Figur  40,  S.  100),  welches 
aus  zwei  gleichen,  planconvexen ,  mit  ihren  gekrümmten  Flächen 
einander  zugewandten  Linsen  besteht  Bei  /",  =  /"2  folgt  der  Ab- 
stand a  dieser  Linsen  zu  a  =  /\  =  /i-  Dies  würde  aber  den  Uebel- 
stand  haben,  dass,  da  die  Collectivlinse  von  der  Augenlinse  um 
ihre  Brennweite  entfernt  ist,  etwaige  Staubkörnchen  oder  Kratzen 
auf  der  Collectivlinse  durch  die  Augenlinse  deutlich  vergrössert 
gesehen  und  das  Bild  stören  würden.  Man  legt  daher  die  Collec- 
tivlinse etwas  näher  an  die  Augenlinse ,  wählt  etwa  a  =  2/3  /", . 
Man  erreicht  dadurch  noch  einen  weiteren  Vortheil.  Das  optische 
Intervall  (vgl.  oben  S.  28)  beider  Linsen  hat  für  a  =  2^3  /",  den 
Werth  A  =  —%fi.  Nach  Formel  (20)  auf  S.  29  liegt  daher  der 
vordere  resultirende  Brennpunkt  F  des  Oculars  noch  um  V4  A  vor 
der  Collectivlinse ,  während  er  bei  a^=  fi,  d.  h.  J  =  —  /", ,  in  die 
Collectivlinse  selbst  fallen  würde.  Da  nun  das  vom  Objectiv  des 
Mikroskops  entworfene  reelle  Bild  nahe  beim  Brennpunkt  F  des 
Oculars  liegen  muss,  so  liegt  dies  für  a  =  '%  /i  noch  vor  der 
Collectivlinse;  man  kann  daher  das  Mikroskopbild  mikrometrisch 
ausmessen,  indem  man  vor  der  Collectivlinse  am  Orte  des  reellen, 
vom  Objectiv  entworfenen  Bildes  ein  Mikrometer  (feine  Theilung 
auf  Glas,  oder  durch  Schraube  verschieblicher  Faden)  anbringt. 

2.  Das  Huygens'sche  Ocular  (vgl.  Figur  39).  Bei  diesem 
ist  die  Brennweite  /^  der  Collectivlinse  grösser  als  die  Brenn- 
weite /i  der  Augenlinse.    Meist  ist  f^  =  ^/i-    Aus  ^  =  5/*2  folgt 

für  a  =  ^^-^^  der  Werth  a  =  %fy=^2f^.  Das  optische  Inter- 
vall A  hat  hier  den  Werth  J  =  —  \  /", ,  daher  liegt  nach  (20)  auf 
S.  29  der  resultirende  Brennpunkt!^  des  Oculars  um  V2/1  hinter 
der  Collectivlinse.  Das  vom  Objectiv  entworfene  reelle  Bild  muss 
daher  hinter  die  Collectivlinse  (als  virtuelles  Object)  fallen,  und 
eine  mikrometrische  Ausmessung  ist  nicht  gut  statthaft,  da  das 
Object  durch  beide  Ocularlinsen  abgebildet  wird,  während  das 
Mikrometer  nur  durch  die  Augenlinse  abgebildet  werden  könnte. 
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Dadurch  können  aber  verschiedene  Vergrössenmgsverhältnisse  ent- 
stehen. Dieses  Ocular  besteht  auch  aus  zwei  planconvexen  Linsen, 
die  aber  beide  mit  ihren  gekrümmten  Seiten  dem  Objecte  zuge- 
wandt sind.  Der  Vortheil  der  Combination  einer  schwachen 
Collectivlinse  mit  einer  dreimal  stärkeren  Augenlinse  liegt  darin, 
dass  dann  die  Ablenkungen  der  Lichtstrahlen  auf  beide  liinsen 
gleichmässig  veiiiheilt  sind.*) 

Ist  das  reelle,  vom  Objectiv  entworfene  Bild  mit  chromatischen 
Fehlern  behaftet,  so  können  diese   im  Ocular    durch    entgegen- 


I 


^/r\ 


Fig.  S9. 

gesetzte  chromatische  Abweichungen  aufgehoben  wei*den.  Wir  sahen 
oben  S.  91,  da^s  die  Aprochromat-Objective  eine  chromatische  Ver- 
gi-össerungsdifferenz  bestehen  lassen,  das  blaue  Bild  ist  stärker 
vergrösseil;  als  das  rothe.  Mit  diesen  Objectiven  combinirt  nun 
Abbe  die  sogenannten  Compensationsoculare,  welche  niclit 
hinsichtlich  ihrer  Brennweite,  d.  h.  auch  ihrer  Vergrösserung, 
achromatisii't  sind,  sondern  welche  das  rothe  Bild  stärker  ver- 
grössern  als  das  blaue. 


1]   Eine  diesbezügliche  Rechnung  vgl.  in  Heath,   geometrische  Optik, 
deutsch  von  Eanthack,  S.  292.    Berlin  1804. 
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d)  Der  Condensor.  Damit  eine  hohe  numerische  Apertur 
des  Objectivs  voll  ausgenutzt  werden  kann,  müssen  Lichtstrahlen 
in  genügender  Neigung  gegen  die  Axe  einfallen.  Um  solche,  ge- 
nügend geneigte  Lichtstrahlen  zu  erzeugen,  ist  der  Condensor  unter 
dem  Objecttisch  des  Mikroskops  angebracht,  welcher  aus  einer 
oder  mehreren  Sammellinsen  kurzer  Brennweite,  im  Wesentlichen 
wie  ein  Objectiv  in  umgekehrter  Reihenfolge  der  Linsen,  con- 
struirt  ist.  Durch  einen  solchen  Lichtsammler  wird  zwar  nach 
früheren  Auseinandersetzungen  (vgl.  oben  S.  79)  die  Intensität 
der  Lichtquelle  nicht  gesteigert,  aber  wohl  wird  dadurch  der- 
selbe Effect  erzielt,  als  ob  dieselbe  dem  Objectiv  sehr  genähert 
würde. 

e)  Der  Strahlengang.  Wenn  die  Normal vergrösserung  (vgl. 
oben  S.  83)  nicht  erreicht  ist,  so  ist  die  Pupille  des  Auges  des 
Beobachters  die  Austrittspupille  für  das  ganze  Mikroskop,  das  von 
ihm  entworfene  Bild  der  Augenpupille  ist  die  Eintrittspupille.  Wenn 
aber  die  Normalvergrösserung  überschritten  wird,  so  ist  eine  Blende 
oder  ein  Linsenrand  im  Mikroskop  die  Aperturblende.  Dieselbe  liegt 
stets  im  Objectiv,  nicht  im  Ocular.  Figur  39  bezielit  sich  auf  den  viel- 
fach vorkommenden  Fall,  dass  die  Oeffnung  B^  B^  der  halbkugeligen 
Frontlinse  des  Objectivs  die  Aperturblende  und  zugleich  Eintritts- 
pupille ist.  Das  vom  ganzen  Mikroskop  entworfene  Bild  Bi'B2 
von  ^iBj  ist  die  Austrittspupille.  Dieselbe  liegt  bei  nicht  zu 
kleiner  Tubuslänge  nahezu  im  hinteren  Brennpunkt  des  Oculars. 
Das  Ocular  in  Figur  39  stellt  ein  Huygens'sches  dar,  das  vom 
Gegenstand  PiP^  durch  das  Objectiv  und  die  Collectivlinse  ent- 
worfene reelle  Bild  ist  P,  'Pj'.  An  dieser  Stelle  wird  die  Gesichts- 
feldblende  00  angebracht  Dadurch  wird  das  Gesichtsfeld  scharf 
begrenzt,  weil  dann  das  von  O  durch  Collectivlinse  und  Objectiv 
entworfene  Bild  in  die  Objectebene  P,/2  fällt  (vgl.  dazu  die  Be- 
merkungen der  S.  71).  Die  Punkte  P/Pj'  sollen  in  die  Bänder  der 
Gesichtsfeldblende  fallen.  Dann  ist  I\  I\  die  Grösse  des  Gesichts- 
feldes auf  der  Objectseite.  Das  durch  die  Augenlinse  vom  reellen  Bilde 
PxP2  entworfene  virfuelle  Bild  P^^'P^'  ist  das  vom  Beobachter  ge- 
sehene Bild.  Liegt  dasselbe  in  der  Entfernung  6  von  der  Aus- 
trittspupille, so  nmss  der  Beobachter,  dessen  Augenpupille  nach 
S.  71  an  dem  Ort  der  Austrittspupille  P/B^'  liegen  soll,  sein  Auge 
auf  diese  Entfernung  6  accommodiren.  Durch  geringe  Hebung 
oder  Senkung  des  ganzen  Mikroskops  gegen  das  Object  PJ\  ^^^^^ 
das  Bild  P^'P^    leicht  in  jede  gewünschte  Entfernung  6  gebracht 
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werden.  Man  nimmt  meist  an,  dass  d  den  Werth  25  cm  (sog. 
deutliche  Sehweite)  besitze. 

In  der  Figur  39  ist  der  von  P,  ausgehende  Hauptstrahl  und 
die  Randstrahlen  gezeichnet.  Für  P2  ist  nur  der  Hauptstrahl  ge- 
zeichnet, die  Randstrahlen  sind  hinter  der  Augenlinse  angegeben. 

f)  Die  Vergrösserung.  Das  Object  habe  die  (seitliche) 
Grösse  y.    Vom  Objectiv  wird  nach  Formel  (7)  auf  S.  20  ein  reelles 

Bild  der  Grösse  y  =  y  -  f^  entworfen,  wobei/"/  die  hintere^) Brenn- 
weite des  Objectivs,  l  die  Distanz  des  Bildes  vom  hinteren  Brenn- 
punkt des  Objectivs  bedeutet.  Da  dieses  Bild  y  nach  Früherem 
dicht  vor  oder  hinter  der  Collectivlinse  des  Oculars  liegt,  so  kann 
man  näherungsweise  für  l  die  Länge  des  ganzen  Mikroskops  (Tubus- 
länge) setzen.     Das   vom  Ocular    entworfene   virtuelle  Bild  hat 

ebenfalls  nach  der  obigen  Formel  (7)  die  Grösse  y"  =  y  -  f  ^  wobei 

f2  die  Brennweite  des  Oculars,  und  6  die  Entfernung  des  virtuellen 
Bildes  vom  hinteren  Brennpunkt  des  Oculars  bezeichnet  Da  dieser, 
wie  oben  bemerkt  wurde,  nahe  bei  der  Austrittspupille,  d.  h.  auch 
der  Augenpupille,  liegt,  so  kann  man  für  6  die  Entfernung  des 
Bildes  vom  Auge  setzen. 

Die  ganze  Vergrösserung  V  des  Mikroskops  wird  demnach 

^-"^  ^       y      TTJ^' 

Da  die  liintere  Brennweite  f  des  ganzen  Mikroskops  nach 
Formel  (18)  auf  S.  29  sich  bestimmt*-^)  zu 


fi^f: 


2 


(6)  r  — 

weil  das  optische  Intervall  J  zwisc^hen  Objectiv  und  Ocular  nahezu 
gleich  der  Tubuslänge  /  ist,  so  kann  man  (5)  auch  schreiben  (ohne 
Rücksicht  auf  das  Vorzeichen): 

(7)  r=f. 

Die  Vergi'össerung  hängt  also  von  drei  Factoren  ab,  über  die 
man  frei  verfügen  kann,  nämlich  von  /*, ',  /^  und  l  Die  Tubus- 
länge /  wird,  schon  allein  um  das  Mikroskop  nicht  unhandlich  zu 
machen,  nicht  über    ein  gewiss(*.s  Maass  gesteigert;  man  ersetzt 

1)  Eine  UnterscheiduDg  der  hinteren  und  vorderen  Brennweite  ist  nur  bei 
den  Imniersioussystemcn  nothwendig. 

2)  Es  ist  für  das  Ocular  /i  -=  /i'. 
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praktischer  die  WirkuDg  einer  Vergrösserung  vön  /  durch  ein 
stärkeres  Ocular.  Die  Brennweite  des  Objectivs  wird  ferner  stets 
viel  kleiner  als  die  des  Oculars  gewählt.  Einmal  werden  dadurch 
auch  bei  hoher  numerischer  Apertur  die  Dimensionen  der  Objectiv- 
gläser  verhältnissmässig  klein,  andererseits  kann  man  eine  be- 
stimmte Bildqualität  (in  der  Axe)  bei  einer  gegebenen  (Tesammt- 
vergTösserung  desto  leichter  eiTeichen,  je  kürzer  man  die  Brennweite 
des  Objectivs  wählt.  Da  aber  mit  der  Verringerung  der  Objeetiv- 
Brennweite  die  Fehler  des  letzten  vom  Ocular  entworfenen  Bildes 
ausserhalb  der  Axe  zunehmen,  so  wird  die  Verringerung  von  // 
auch  nicht  über  eine  gewisse  Grenze  (1,5  bis  2  nmi  bei  Immersions- 
systemen) getrieben. 

g)  Die  Leistungsfähigkeit.  Dieselbe  ist  nicht  mit  der 
Vergrösserung  zu  identificiren,  d.  h.  es  kann  unter  umständen  ein 
weniger  vergrösserndes  Mikroskop  leistungsfähiger  sein,  d.  h.  mehr 
Details  eines  Objectes  dem  Auge  enthüllen  als  ein  stärker  ver- 
grösserndes. Die  Leistungsfähigkeit  ist  wesentlich  durch  die  Con- 
struction  des  Objectivs  bedingt;  der  Inhalt  oder  das  Detail  des  von 
ihm  entworfenen  Bildes  hängt  (vgl.  oben  S.  85)  einmal  von  der 
numerischen  Apertur  des  Objectivs  ab,  andererseits  von  der  GWisse 
der  Zerstreuungskreise,  welche  durch  nicht  streng  homocentrische 
Strahlenvereinigung  entstehen.  Wenn  nun  zwei  Punkte  I\  und  r., 
eines  Objectes  betrachtet  werden,  fiir  die  die  Zerstreuungskreise 
im  Objectivbild  nicht  über  einander  greifen,  so  können  sie  am 
Auge  als  zwei  distincte  Punkte  oder  Scheibchen  wahrgenommen 
werden,  falls  das  Ocular  ihr  Objectivbild  mindestens  auf  die 
Grenze  des  Seh  winkeis  (l'j  vergrössert  hat  Wenn  aber  die  Zer- 
streuungskreise im  Objectivbilde  über  einander  greifen,  so  kann 
auch  das  stärkste  Ocular  die  beiden  Punkte  I\  und  /*2  optisch 
nicht  trennen.  Für  jedes  bestimmte  Objectiv  ergiebt  sich  sonach 
eine  OculaiTergi'össerung  —  die  sogenannte  förderliche  Ocular- 
vergrösserung  — ,  welche  gerade  ausreichen  nniss,  um  das  im 
Objectivbild  enthaltene  Detail  vollkommen  zu  erkennen.  Eine 
stärkere  Vergrösserung  kann  wohl  dieses  Detail  noch  bequemer 
zur  Erkennung  bringen,  aber  sie  fügt  kein  neues  Detail  dem  BiUh» 
zu,  man  spricht  daher  dann  von  leerer  Vergiössernng.  —  Aus 
der  Objectivbrennweite,  der  Tubuslänge  und  der  förderlichen 
Ocularbrennweite  berechnet  sich  nach  (5)  die  förderliche  Ge- 
sammtvergrösserung.  Dieselbe  ist  also  um  so  höher,  je  voll- 
kommener die  Leistungen  des  Objectivs  sind. 

Drade,  Lehrbach  d.  Optik.  7 
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Setzen  wir  ein  dioptrisch  vollkommenes  Objectiv  voraus,  so 
ist  die  förderliche  Gesanimtvergrösserung  nur  abhängig  von  der 
numerischen  Apertur.  Dieselbe  ist  bisher  (bei  Immersionssystemen) 
nicht  über  den  Werth  a  =  1,6  gesteigert  worden.  Nach  Formel  (87) 
auf  S.  85  ist  daher  die  kleinste  Distanz  d,  die  optisch  auf- 
zulösen ist: 

,         X        0,00053  mm        a/\/\/\«/» 

d  =  ^  =  - — 22"  -    =  0,00016  mm , 

falls  für  die  Wellenlänge  Ji  der  Werth  für  grünes  Licht  gesetzt 
wird.  In  der  Entfernung  rf  =  25  cm  vom  Auge  erscheint  nun  eine 
Distanz  d'  =  0,145  mm  unter  dem  Sehwinkel  2',  dem  Grenzwinkel 
bequemer  Unterscheidbarkeit.  Da  nun  d':d  =  905,  so  hat  die  för- 
derliche Gesammtvergrösserung  des  Mikroskops  etwa  den 
Werth  900.  Durch  die  dioptrischen  Fehler  des  Objectivs  wird 
dieselbe  noch  etwas  herabgedrückt.  —  Nach  Formel  (85)  auf  S.  83 
ist  in  diesem  Falle  das  Verhältniss  der  Bildhelligkeit  zur  normalen 
Helligkeit 

rr      jr    __ill_ö^     _  /  250.  1,6  \'^  _   ,. 

^  •  ^o  —  ^2    pra  —  ^^   2  .  900  /    ~    '20» 

falls  die  Augenpupille  zu  2  mm  Radius  p  angenommen  wird. 

h)  Experimentelle  Bestimmung  der  Vergrösserung  und 
der  numerischen  Apertur.  Die  Vergi'össerung  wird  bestimmt, 
indem  als  Object  eine  feine,  auf  Glas  eingeritzte  Scala  (Mikrometer) 
benutzt  wird,  deren  Bild  man  auf  ein  in  25  cm  vom  Auge  be- 
findliches Papierblatt  aufzeichnet  mit  Hülfe  eines  über  dem 
Ocular  angebrachten  Zeichenapparates.  Derselbe  besteht  im  ein- 
fachsten Falle  aus  einem  schräg  aufgestelltem  kleinen  Spiegel, 
dessen  Belegung  in  der  Mitte  in  Form  eines  kleinen,  etwa  2  mm 
grossen  Loches  fortgenommen  ist.  Durch  das  Loch  erblickt  man 
das  vom  Mikroskop  entworfiMie  Bild,  während  die  Spiegelbelegung 
das  Zeichenblatt  dem  Auge  gleichzeitig  sichtbar  macht.  ^)  Das 
Verhältniss  der  Abstände  der  Theilstriche  des  Mikrometers  in  der 
Zeichnung  zu  den  Abständen  im  Objecte  selbst  giebt  die  Ver- 
grösserung an. 

Mit  Hülfe  der  Vergrösserung  und  der  Ausmessung  der  Aus- 
trittspupille des  Mikroskops  kann  man  leicht  seine  numerische 
Apertur  a  finden.  Da  das  Verhältniss  der  Bildhelligkeit  zur  nor- 
malen Helligkeit  imch  Früherem  (cf.  oben  S.  82)  gleich  dem  Ver- 

1)  Betreffs  anderer  Zeichen apparate  vgl,  Müller-Ponillet,  Optik  von 
Lämmer,  S.  839—^42. 
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hältniss  der  Austrittspupille  zur  Augenpupille  ist,  so  folgt  nach 
(85)  auf  S.  83 

wobei  h  den  Badius  der  Austrittspupille  bezeichnet.  Es  ergiebt 
sich  also  die  numerische  Apertur  aus: 

a  =  ~^-.  (9) 

Setzt  man  hierin  für  V  den  Werth  nach  (7),  so  folgt: 

a  =  b:f\  (10) 

d.  h.  die  numerische  Apertur  ist  gleich  dem  Yerhältniss 
des  Kadius  der  Austrittspupille  zu  der  hinteren  Gesammt- 
brennweite  des  ganzen  Mikroskops. 

Ein  von  Abbe  construirtes  Apertometer  gestattet  die  numerische 
Apertur  des  Objectivs  allein  dii^ect  zu  messen.^) 

4.  Das  astronomische  Fernrohr.  Dasselbe  besteht  ebenfalls, 
wie  das  Mikroskop,  aus  zwei  collectiven  Theilen:  dem  Objectiv 
und  dem  Ocular.  Ersteres  entwirft  von  einem  sehr  fernen  Objecte 
ein  reelles  umgekehrtes  Bild  in  der  Brennebene  des  Objectivs, 
dieses  Bild  wird  durch  das  Ocular,  das  als  Lupe  wirkt,  vergrössei-t. 
Accommodirt  das  Auge  des  Beobachters  auf  Unendlich,  so  föUt  die 
vordere  Brennebene  des  Oculars  mit  der  hinteren  Brennebene  des 
Objectivs  zusammen,  und  wir  haben  die  „teleskopische"  Abbildung 
im  früheren  Sinne  (oben  S.  26),  bei  der  unendlich  entfernte  Gegen- 
stände unendlich  entfernte  Bilder  haben.  Unter  der  Vergrösserung 
r  versteht  man  dann  das  Convergenzverhältniss  der  Bildstrahlen 
zu  den  Objectstrahlen.    Nach  (24)  auf  S.  30^)  ist  aber 

r=  igu  :  tgn=  f\  :  f^  ,  (11) 

wobei  /*,  die  Brennweite  des  Objectivs,  /^  die  des  Oculars  ist. 
Dauiit  also  eine  starke  Vergrösserung  F  erzielt  wird,  muss  /*,  gross 
und  /i  klein  sein. 

Die  Vergrösserung  kann  man  experimentell  bestimmen,  indem 
man  das  Verhältniss  der  Eintrittspupille  des  Instrumentes  zur 
Austrittspupille  bestimmt.    Denn  bei  der  teleskopischen  Abbildung 


1)  Betreffs  näherer  Beschreibung  dieses  Instrumeotes  vgl.  die  eiogaügs 
dieses  Kapitels  citirten  Lehrbücher. 

2)  Dort  sind  der  Angemeinheit  halber  die  vorderen  und  hinteren  Brenn- 
weiten ifi  und  fi\  /i  und  /i')  von  einander  unterschieden.  Hier  ist  das  niüht 
nüthig,  da  beim  Femrohr  stets  /i  =  /"/,  /*,  =  ^'  ist  (vgl.  oben  8.  35). 
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ist  Dach  Früliereiii  (S.  26)  die  Lateralvergrösserung  constant,  d  h. 
unabliängig  vom  Orte  des  Objeetes,  und  zwar  ist  sie  nach  der  dort 
(S.  27)  gegebeneu  Formel  (14')  gleich  der  reciproken  Angularver- 
grösserung.  Die  Eintrittspupille  ist  nun  (ohne  Rücksicht  auf  das 
Auge  des  Beobachters,  cf.  weiter  unten)  der  Band  des  Objectiv- 
Systems,  die  Austrittspupille  daher  das  von  diesem  Rande  durch 
das  Ocular  entworfene  reelle  Bild  (der  Augenkreis).  Misst  man 
daher  den  Durchmesser  dieses  Augenkreises  mikrometrisch,  so  ist 
si^in  Verliältniss  zum  Objectivdurchmesser  gleich  der  reciproken 
AngularvergWisserung  des  Fernrohres. 

In  Figur  40  ist  der  Strahlengang  bei  Benutzung  eines  RamsdcMi- 
schen  Oculars  (vgl.  oben  S.  93)  gezeichnet.  ^,^2  ist  die  Eintritts- 
pupille (Objectivrand),  B^'Bi   die  Austrittspupille." /\  ist  das  reelle, 


Fig.  40. 

vom  Objrctiv  ciilworfcnc  Bild  eines  unendlich  fernen  Punktes  V. 
Sein  Ilauiitstrahl  ist  staik,  seine  Randstrahlen  schwach  gezeichnet. 
P,  liegt  etwas  vor  dt-r  Collectivlinse  des  Oculars.  An  gleicher 
Stelh'  ist  dit'  Gesichtfeldblendi^  GG  angebracht.  Da  ihr  Bild  auf 
der  ()bj(M-tsrite  im  Unc^ndliehcn  liegt,  so  wird  das  (resichtsfeld  bei 
Betrachtung  selir  (Mitferntcr  Objecte  schaif  begrenzt.  —  V'  ist  das 
unendlich  ferne  Bild,  weh'lies  das  Ocular  von  1\  entwirft.  —  Zieht 
man  das  Auge  des  Beobacliteis  in  Rücksicht,  so  sind  die  zwei 
Fälle  zu  unterscheidi'n,  ob  die  Austrittspupille  des  Instnimentes 
kleiner  oder  grösser  als  die  Augen|)npiU(^  ist  (d.  li.  ob  die  Normal- 
veigrösserung  überschritten  ist  (Kler  nicht).  Nur  in  ersterem  Falle 
bleiben  die  bisherigen  Belrachtungen  unverändiot bestehen,  während 
im  lelzleren  Falle  die  Augenpnpille  die  Anstrittspupille  für  den 
ganzen  Strahlengang  ist  und  das  vom  Fernrohr  entworfene  Bild 
der  AngcMipupille  die  Kintrittspupille  ist. 
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Als  Objectiv  wird  eine  achromatisii-te  Doppellinsf  gt^wählt,  diV 
auf  sphärische  Aberration  corrigiit  ist.  Für  die  Achromatisirunj): 
des  Oculars  gelten  dieselben  Bedingungen,  die  oben  beim  Mikro- 
skop besprochen  sind:  da  die  auf  das  Ocular  fallenden  Haui)t- 
strahlen  nahezu  axenparallel  sind,  so  genügt  die  Aclnoiüatisirung 
der  Brennweite  des  Oculars.  Man  kann  daher  für  Mikroskop  und 
Fernrohr  dieselben  Oculare  benutzen,  meist  Jedoch  wird  bei  letzterem 
das  Ramsden'sche  Ocular  angewandt,  da  es  vortheilhaftt^r  bei  der 
iniki'ometrischen  Bildausmessnng  ist  (vgl.  oben  S.  93). 

Auch  hier  gelten,  gerade  wie  beim  Mikroskop,  dic^  Begritt'e  der 
fi)rderlichen  und  leeren  Ocular-  bezw.  Gesammtvergrösseiung.  Die 
freie  Oeffnung  des  Objectivs  spielt  hier  die  Rolle  der  numerischen 
Apei-tur  des  Mikroskops  (vgl.  dazu  S.  84,  85). 

5.  Das  holländische  Femrohr.  Wird  das  coUective  (ocular 
des  astronomischen  Fernrohres  durch  ein  dispansivt^s  ersetzt,  so 
erhält  man  das  holländische  Fernrohr.  Damit  teleskopische  Ab- 
bildung stattfindet,  uiuss  der  hintere  Brennpunkt  des  Oculars  mit 
dem  hinteren  Brennpunkt  des  Objectivs  zusammenfallen.  Die  Länge 
des  Fernrohrs  ist  also  nicht,  wie  beim  astronomischen,  gleich  der 
Summe,  sondern  gleich  der  Differenz  der  Biennweiten  von  Objectiv 
und  Ocular. 

Die  Formel  (11)  dieses  Kapitels  für  die  Angularvergiösserung 
r  gilt  auch  hier,  da  diese  Formel  für  jede  teleskopische  Abbildung 
gilt.  Das  Fernrohr  giebt  aber  im  Gegensatz  zum  astronomischen 
Fernrohr  aufrechte  Bilder,  da  das  vom  Objectiv  entworfene  umge- 
kehrte Bild  durch  das  dispansive  Ocular  noch  einmal  umgekehrt  wird. 

Ohne  Rücksicht  auf  das  Auge  des  Beobachters  würde  dei* 
Objectivrand  stets  die  Eintrittspupille  des  Instrumentes  sein.  Das 
Ocular  entwirft  von  demselben  ein  virtuelles  verkleinertes  Bild 
(Austrittspupille)  vor  dem  Ocular.    Dasselbe  hat  den  Radius 

ft  =  Ä.|  =  ^,  (12) 

falls  h  der  Radius  des  Objectivs  ist. 

Da  diese  Austrittspupille  vor  und  nicht  hinter  dem  Ocular 
liegt,  so  kann  die  Augenpupille  des  Beobachters  nicht  mit  ihr  zur 
Deckung  gebracht  werden.  In  Folge  dessen  wirkt  die  Augenpui)ille 
als  Gtesichtsfeldblende,  wenn  die  nach  Formel  (12)  bestimmte  Geisse  />, 
nämlich  die  Austrittspupille  des  Instrumentes,  kleiner  als  die 
Augeupupille  ist,  d.  h.  wenn  die  Normalvergrösserung  überschritten 
ist     Deshalb    ist  das    Gesichtsfeld   b(*i   starken   Vergrösserungen 
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ein  sehr  beschränktes.  Figur  (41)  bezieht  sich  auf  diesen  Fall  des 
Strahlenganges.  ;>,  p  bedeutet  die  Augenpupille,  w'  ist  der  Ge- 
sichtsfeldwinkel im  Bilde.  Da  das  vom  ganzen  Fernrohr  entworfene 
Bild  der  Gesichtsfeldblende  (der  Augenpupille)  im  Endlichen,  d.  h. 


Fig.  41.  • 

niclit  am  Orte  des  Objectes  im  Unendlichen  liegt.,  so  ist  auch  daüi 
Gesichtsfeld  nicht  scharf  begrenzt  (cf.  oben  S.  71). 

Wenn  aber  die  Austrittspupille  B^'B^  =  2h  des  Instrumentes 
grösser  als  die  Augenpupille  ist,  d.  h.  wenn  die  Normalvergrösserung 
nicht  erreicht  ist,  so  ist  mit  Rücksicht  auf  das" Auge  des  Beobach- 
ters seine  Augenpupille  die  Austrittspupille  für  den  ganzen  Strahlen- 
gang, und  die  Objec- 
tivöffnung  wirkt  als 
Gesichtsfeldblende ; 
das  bildseitige  Ge- 
sichtsfeld ist  be- 
grenzt durch  das 
Bild  2b  (in  Figur  42 
ist  dies  mit  -B/B/ 
b(»zeichnet)  der  Ob- 
jectivöflFnung.  In 
diesem  Falle  kann 
man  also  durch  Wahl 
eines  recht  grossen 
Objectivs  das  Ge- 
sichtsfeld vergi*r)ss(»rn.  Aus  demselben  Grunde  wie  vorhin  ist  das- 
selbe aber  auch  hier  unscharf  begrenzt.  Figur  42  bezieht  sich 
auf  diesen  Fall  des  Stralih*nganges,  iv  ist  der  bildseitige  G-eaichts- 
feldwinkel. 


Fl«.  4i 
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Nimmt  man  die  Angenpupille  zn  2  mm  Radius  an,  so  tritt 
nach  (12)  der  Strahlengang  der  Figur  41  oder  der  Figur  42  ein, 
je  nachdem 

h^  2r  mm 

ist;*)  z.  B.  bei  einer  achtmaligen  Vergrösserung  ist  2ä  =  32  mm 
die  kritische  Objectivgrösse. 

6.  Das  terreatrlselie  Fernrohr.  Für  terrestrische  Zwecke 
ist  es  von  Vortheil,  wenn  das  Fernrohr  aufrechte  Bilder  entwirft. 
Wenn  die  Vergrösserung  nicht  sehr  stark  sein  soll,  so  empfiehlt 
sich  daher  der  Gebrauch  des  holländischen  Fernrohres.  Da  dasselbe 
aber  bei  starken  Vergrösserungen  ein  sehr  kleines  Gesichtsfeld  hat, 
so  ist  für  starke  Vergrösserungen  das  sogenannte  terrestrische  Fern- 
rohr    praktischer,     welches 

ein  astronomisches  Fernrohr 
mit  bildumkehrendem  Ocular 
ist.  Der  Abbildungsvorgang 
ist  dann  folgender:  Die  Objec- 
tivlinse  entwirft  ein  umge- 
kehrtes reelles  Bild  vom  Ob- 
ject.  Dieses  Bild  wird  durch 
ein  (aus  zwei  Linsen  be- 
stehendes) Collectivsystem 
ohne  wesentliche  Vergrösserungsänderung  umgekehrt  und  das  da- 
durch entstandene  aufrechte  Bild  durch  ein  Ranisden'sches  oder 
Huygens'sches  Ocular,  das  als  Lupe  wirkt,  zu  einem  virtuellen  auf- 
rechten Bilde  vergrössert. 

7.  Prismendoppelfernrohre  von  G.  Zeiss.  Das  terrestrische 
Ocular  hat  eine  unbequeme  Länge.  Diesen  Uebelstand  kann  man 
vermeiden,  wenn  man  die  ünikehrung  des  vom  Objectiv  entworfenen 
Bildes  durch  viermalige  Totalreflexion  an  zwei  reclitwinkligen 
Glasprismen  bewirkt,  die  wie  in  Figur  43  angeordnet  sind.  Der 
austretende  Strahl  ist  dein  einfallenden  parallel,  hat  aber  eine 
seitliche  Verschiebung  erlitten.  —  Im  üebrigen  ist  die  Construction 
des  Fernrohres  die  des  astronomischen. 

Durch  Trennung  der  beiden  Prismen  I  und  II  kann  eine  be- 
deutende   Verkürzung    des    Fernrohres    erzielt    werden,    da    der 


Fig.  48. 


1)  EzperimeDtell  kann  man  diese  beiden  FäUe  dadurch  unterscheiden,  je 
oachdem  bei  theilweiser  Abbleudung  des  Objectiv«  durch  eine  vorgehaltene 
Blende  nur  die  Bildhelligkeit  abnimmt  oder  das  G^esichtefeld  verkleinert  wird. 
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Lichtstrahl  die  Strecke  zwischen  den  Prismen  dreimal  zurück- 
zulegen hat.  —  Durch  etwas  andere  Anordnung,  bezw.  Zerechneidung 
der  Prismen  kann  die  seitliche  Verschiebung  des  einfallenden  und 
austretenden  Liclitstrahles  beliebig  erhöht  werden.  Man  kann  nacli 
diesem  Principe  ein  für  beide  Augen  benutzbares  DoppeKernrohr 
construiren,  in  welchem  die  Eintrittspupillen  (Objectivlinsen)  eine 
viel  grössere  Distanz  besitzen  als  die  Augenpupillen.  Dadurch  wird 
der  stereoskopische  Effect,  der  mit  der  Betrachtung  der  Landschaft 
durch  die  beiden  Augen  verbunden  ist,  sehr  erhöht. 

8.  Spiegelteleskope.  Dieselben  unterscheiden  sich  von  den 
(lioptrischen  dadurch,  dass  an  Stelle  der  Objectivlinse  ein  Hohl- 
spiegel ein  reelles  Bild  des  Objectes  entwirft.  Dasselbe  wird  mit 
dem  Auge  betraclitet  durch  Oculareinrichtungen,  die  bei  den  ein- 
zelnen Constructionen  etwas  verschieden  sind.^)  Die  Spiegelteleskope 
liatten  besonders  früher  eine  grosse  Bedeutung,  als  man  noch  keine 
acliromatischen  Objective  herstellen  konnte,  denn  naturgemäss  treten 
cliromatische  Bildfehler  beim  Hohlspiegel  nicht  auf. 

Zur  Erzielung  mr)glichst  starkei*  Yergrösserungen  sind  gi'osse 
Spiegel  von  gi^osseni  Krümmungsradius  zu  wählen.  Herschel  hatte 
einen  Riesenhohlspiegel  von  16  m  Krümmungsradius  gebaut  Das 
von  ihm  entworfene  reelle  Sonnenbild  ist,  da  der  Sehwinkel  der 
Sonne  32'  beträgt,  etwa  7  cm  gi'oss. 

1)  Betreffs  näherer  Details  vgl.  Ileath,  Geometrische  Optik,  deutsch  von 
Kanthack,  S.  299— .310. 
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Die  Fortpflanzungsgeech windigkeit  dee  Lichtes. 

t  1.  Methode  voa  Römer.  Die  Bt^aiitwnrtiiiig  der  Frage,  ob 
das  Licht  eine  enJlicIn!  Fortpflaiizungsgeschwindigkeit  besitze,  ist 
von  grosser  priücipidler  Berteutnng.  Ein«  terresti'iscbe  Methode, 
■wie  sie  zuerst  von  GalilRi  angewandt  wurde,  führte  wegen  der 
aasserordentlicheu  Schnelligkeit  des  Lieht«s  nicht  zum  Ziel;  bei 
kleinen  Entfernungen,  wie  sie  in  terrestrischen  Metboden  vor- 
kommen, müssen  die  experimentellen  Hillfsmittel  sehr  verfeinfert 
werden. 

Von  .besserem  Erfolg  waren  zunäcbst  astronomische  Methoden 
iflt,  da  es  sich  bei  ihnen  um  sehr  grosse  DisUnzen  fiir  die 
■iiichtausbreitiing  handelt,  Die  erst*  Bestimmung  für  die  Licht- 
geschwindigkeit lieferte  Olaf  Römer  im  Jahre  1675,  welcher  be- 
obacbt«te,  dass  die  Zeitperiode  für  die  Verflnsternng  eines  Jupiter- 
mondes etwas  grfeser  war,  wenn  die  Erde  sicli  in  ihrer  Bahn  vom 
Jupiter  entfernt,  als  wenn  sie  sich  ihm  nähert.  Diese  Veränderung 
iu  der  Verfinsterungsperiode  kann  durdi  Beobachtung  zahlreicher 
auf  einander  folgender  Verfinsterungen  Sfhr  scharf  bestimmt  werden. 
Römer  fand,  dass  die  Summe  der  Verfinsterungsperioden,  welche 
zwischen  zwei  Verfinsterungen  lag,  von  denen  die  erste  in  Opposition 
der  Erde  zum  Jupiter,  die  zweite  in  Conjnnction  beider  Planeten 
eintrat,  um  996  Secunden  diö'erirte  gegenüber  der  Zeitsumme,  die 
man  aus  der  Anzahl  der  Vei-finst#nuigen  und  der  im  Verlauf  des 
ganzen  Jahres  im  Mittel  beobachteten  Verfinsteruugsperiode  erhält 
Schon  Römer  deutete  diese  Differenz  aus  der  endlichen  Fort- 
ptlanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes.    Nach  dieser  Anschanung 


_  werde 

Katöi 
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imiss  das  Licht  zimi  Durcheilen  des  Erdbahndurchmessers  996  Secun- 
den  gebrauchen.  Nach  neueren  Beobachtungen  von  Glasenapp  ist 
die  Römer  sehe  Zahl  in  1002  Secunden  zu  corrigiren.  —  Der  Erd- 
bahndurclnnesser  ergiebt  sich  aus  dem  Erdradius,  wenn  man  die 
sogenannte  Sonnenparallaxe  kennt,  d.  h.  den  Winkel,  unter  dem 
der  Erdradius  von  der  Sonne  aus  erscheint.  Nach  den  neueren 
astronomischen  Bestimmungen  ist  der  wahrscheinlichste  Werth  der 
Sonnenparallaxe  8,85",  so  dass  sich  der  Erdbahndurchmesser  d,  da 
der  Erdradius  6378  km  beträgt,  berechnet  zu: 

d  =  l-|3re  .  180,^ ._60  _  2973 .  ^^5  fon. 

8,H0  TT 

Für  die  Lichtgeschwindigkeit  V  folgt  so: 

r=  296700  »'«»/»ec.  =  2,967. 10 »0  ^«»/scc. 

Diese  Zahl  ist  hauptsächlich  noch  unsicher  (um  etwa  V2  ^i^  ^%) 
wegen  des  Fehlers  in  Bestimumng  der  Sonnenparallaxe. 

2.  Methode  von  Bradley.  Wir  wollen  uns  denken,  dass  ein 
Lichtstrahl  einer  unendlich  entfernten  Lichtquelle  P  durch  zwei 
aufeinander  folgende  Löcher /S,  und  S2,  die  in  der  Axe  eines  Rohren  Ä 
liegen,  in  das  Auge  eines  Beobachters  gelange.  Wenn  nun  das 
Rohr  R  in  eine  Parallel  Verschiebung  der  Geschwindigkeit  v  senk- 
recht zur  Rohraxe  versetzt  wird,  während  die  Lichtquelle  /*  in 
Ruhe  bleibt,  so  wird  der  Lichtstrahl,  wenn  er  durch  das  erste 
Loch  Si  getreten  ist,  nicht  mehr  genau  das  Loch  S^  treifen,  wenn 
das  Licht  eine  endliclu*  Zeit  zum  Durcheilen  des  Rohres  R  ge- 
braucht. Der  Beobachter  sieht  daher  dann  die  Lichtquelle  P  nicht 
mehr.  Um  sie  wieder  zu  erblicken,  nmss  er  das  Rohr  R  um  einen 
Winkel  a  gegen  die  ursprüngliche  Richtung  drehen,  so  dass  die 
A'isirlinie  nach  P  im  Sinne  der  Bewegung  des  Beobachters  um  den 
Winkel  g  verschoben  erscheint,  und  zwar  muss  sein 

(1)  i!J^  =  v:V, 

falls   V  die  Lichtgeschwindigkeit  bezeichnet. 

Diese  Ueberlegung  ergiebt  die  Erklärung  für  die  von  Bradley 
im  Jahre  1727  entdeckte  Aberration  der  Fixsterne,  nach  der  der 
Ort  derselben,  falls  Msii-linie  und  Bewi^gung  der  Erde  senkrecht 
auf  einander  stehen,  im  Sinne  der  Erdbewegung  um  einen  kleinen 
Winkel  verschoben  ist,  der  sich  nach  neueren  Bestimnmngen  zu 
20,5"  ergeben  hat.    Da  die  Bahngeschwindigkeit  v  der  Erde  be- 
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katmt  ist,   wenn  man  die  Grösse  der  Erdbahn  kennt,  so  ergiebt 
hieb  aus  der  Gleidiung  {i)  die  Liclitgeschwindigkeit  zu 
r=  2,982  ■  10'"  "»/.ea. 

Diese  Metboilf  leidet  an  dfrselben  Unsiclierheit  wiö  die 
Riimer'siihe  und  wie  überhaupt  alle  astrononiisoben  Methoden,  die 
iu  der  unsicheren  Kenntniss  der  Sonnenparallase  und  damit  der 
Erdbahn  wurüelt 

Das  Resnltat  etinimt  niit  dem  nach  der  Röiner'sc^hen  Methode 
gewonnenen  gut  überein,  und  dies  zeigt,  dass  eine  hier  stillschwei- 
gend getroöene  Ännabiue  berechtigt  ist:  dass  nünilich  den  Licht- 
strahlen selbst,  wenn  sie  sich  duri^h  die  mit  der  Erde  bewegte 
Luft  hindurch  fortpflanzen,  keine  seitliche  Gesrhwindigkeitscfliupo- 
nente  uiitgetbeilt  wird.  Indess  ist  die  Abenation  in  dieser  einfachen 
Weise  Dicht  erschöpfend  zn  erklären.  Nach  der  angestellten  tJeber- 
legung  sollte  man  nämlich  iTwarten,  dass  die  Aberration,  wenn  man 
nach  einem  Fixstern  mit  einem  mit  Wasser  angeitillten  Fernrohr  visirt, 
eine  gi'Össere  sein  mBsste,  da,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden,  die 
Lichtgeschwindigkeit  im  Wasser  kleiner  ist  als  in  Luft.  Thatsächlich 
ist  aber  die  Aberration  unabhängig  von  detn  Medium  im  Fernrohr, 
Um  dies  zu  erklären,  bedarf  es  einer  genaueren  Untersuchung 
über  den  Eintluss  der  Bewegung  eines  Kürpers  auf  die  in  ihm 
stattfindende  Lichtfortpflauzung.  Das  soll  aber  erst  au  späterer 
Stelle,  geschehen.  Es  mag  nur  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  dui'ch 
die  astronomische  Aberration  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Welt- 
raum, (L  h.  im  Vacuiim.  besttnnnt  wird. 

3.  Methode  YOnFizesa.  Die  erste  terrestrische  Methode  zur 
Bestimmung  der  Lichtgeschwindigkeit  ist  erfolgreich  von  Fizean 
im  Jahre  1849  augewandt  worden.  Von  einer  Lichtquelle  P  wird 
durch  eine  Sammellinse  und  eine  schief  gegen  die  Lichtstrahlen 
geneigte  Glaspiattep  (vgl.  Figur  44)  ein  Bild  in  /"entworfen.  Die 
Strahlen  werden  sodann  nach  dem  Durchtritt  durch  die  Sammel- 
linse i,  parallel  gemacht  und  gelangen  zu  der  sehr  weit  (8,6  km) 
entfernten  Sammellinse  L.^.  E.s  entsteht  ein  reelles  Bild  am  Orte 
eines  Hohlspiegels  x,  dessen  Krnmnmngscentrum  im  Mittelpunkt  der 
Linsfi  Lj  liegt.  Dieser  Spiegel  s  reflectirt.  daher  die  Strahlen  auf 
deniseibeu  Wege,  auf  welchem  sie  gekommen  sind,  so  dass  auch 
durch  die  refiectirteii  Strahlen  ein  reelles  Bild  iu  /"  eutsteht- 
Dieses  wird  durch  das  Ocular  o  und  durch  die  schiefe  Glasplatt* /i 
hindurch  betrachtet.  Am  Orte  des  reellen  Bildes  f  wird  nun  der 
Rand  eines  Zahnrades  derart  angebracht,  dass  eine  Lücke  desselben 
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die  Lichtstrahlen  frei  passiren  lässt,  ein  Zahn  sie  dagegen  ab- 
schirmt Rotirt  das  Zahnrad  niit  sehr  geringer  Q^chwindigkeit, 
so  wird  man  das  Bild  abwechselnd  sehen  nnd  nicht  sehen.  Rotirt 
das  Rad  schneller,  so  wird  man  in  Folge  der  Dauer  des  Licht- 
eindrucks das  Bild  ununterbrochen  sehen.  Bei  weiterer  Steigerung 
der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Rades  verschwindet  aber  allmählich 
da«  Bild  wieder,  nämlich  dann,  wenn  in  der  Zeit,  welche  das 
Licht  zur  Durcheilung  des  Hin-  und  RQckweges  braucht,  Zähne 
und  Lücken  ihre  Stellung  mit  einander  vertauscht  haben.  Bei 
doppelter  Drehgeschwindigkeit  tritt  wieder  maximale  Helligkeit 
ein,   bei   dreifacher  Drehgeschwindigkeit  Dunkelheit,  u.  a  f.     Aus 


Fig.  44. 

der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Rades,  der  Anzahl  seiner  Zähne, 
und  der  Distanz  zwischen  /*  und  s  kann  man  leicht  die  Lichtge- 
schwindigkeit berechnen.  Fizeau  wandte  ein  Rad  von  720  Zähnen 
an.  Die  erste  A>i*dunkelung  trat  bei  12,0  Umdrehungen  pro  Secunde 
ein.  Da  die  Entfernung  zwischen  L,  und  L2  8,633  km  betrug,  so 
berechnet  sich  daraus  die  Lichtgeschwindigkeit  zu 

Die  Hauptschwierigkeit  der  Methode  liegt  in  der  Herstellung 
ein(T  gleichmässigen  Kotationsgeschwindigkeit  und  der  Messung 
derselben.  -  Durch  verfeinerte  Messungen  erhielt  nach  dieser 
M(*thode  Cornu  den  Werth 

]'  =  2,9995.  lO'««°».'Bec., 
Ycmng  und  Foibes  den  Werth: 

J'=- 3,013.  lO'^^^/sec. 
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4.  Methode  Ton  Foneanlt.  Diese  Methode  erfordert  die  ge- 
ringste Distanz  und  ist  in  mehrfacher  Hinsicht  für  die  Optik  von 
hoher  Wichtigkeit  Eine  Lichtquelle  P  sendet  durch  eine  schief 
gestellte  Glasplatte  p  (vgl  Figur  45)  ihre  Strahlen  auf  einen 
rotirenden  Spiegel  m.  Bei  geeigneter  Lage  desselben  reflectiii; 
derselbe  die  Strahlen  durch  eine  nahe  befindliche  Linse  L,  so  dass 
ein  reelles  Bild  der  Lichtquelle  P  am  Orte  eines  um  die  grosse 
Strecke  D  entfernten  Hohlspiegels  s  entsteht,  dessen  Krümniungs- 
centrum  am  Orte  des  Spiegels  m  liegt  Der  Hohlspiegel  »  reflectirt 
die  Strahlen  auf  gleichem  Wege,  auf  dem  sie  gekommen  sind,  falls 
innerhalb  der  Zeit,  welche  das  Licht  zum  Durcheilen  der  Strecke 
2D  gebraucht  hat,  der  Spiegel  s  seine  Lage  noch  nicht  merklich 
geändert  hat  Es  würde  dann  durch  die  an  den  Spiegeln  m  und  s 
sowie  an  der  Glasplatte  p  reflectii*ten  Strahlen  ein  Bild  /*'  von 
der  Lichtquelle  P  entworfen  wer- 
den.    Wenn  aber  der  rotirende      ^  .  p'^» 

Spiegel  innerhalb  der  Zeit,  welche      /  ^ 1^ 

das   Licht   zum   Durcheilen    der      ^^  ^    * 

Strecke  2D  gebraucht,  seine  Lage  ^^n. 

um  den  Winkel  a  geändert  hat,  so  ^         ^^^ 

ist  der  nach  p  von  m  reflectirte  ^\^ 

Strahl  um  2a  gegen  die  Richtung  ^s^^  ä^ 

des      ursprünglich      einfallenden  jf 

Strahles  gedreht,  und  es  entsteht 
durch  Reflexion  an  p  ein  seitlich  *  *** 

abgelenktes  Bild  P"  der  Lichtquelle  P.  Aus  der  Ablenkung  P'P", 
der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Spiegels  m,  und  aus  den  Ent- 
fernungen D  und  A  kann  man  offenbar  die  Lichtgeschwindigkeit 
finden. 

Wählt  man  J  =  lm,  Z>  =  4m,  und  macht  der  Spiegel  m 
lOOO^Umdrehungen  in  der  Secunde,  so  wird  die  Verschiebung  P'P" 
gleich  0,34  mm.  Foucault  vergrösserte  die  Entfernung  D  von  4  m 
auf  20  m  durch  mehrfache  hin  und  her  gehende  Reflexionen  an  fünf 
etwas  gegen  einander  geneigten  Spiegeln  s. 

Im  Princip  ist  diese  Methode  ungünstiger  als  die  Fizeau'sche, 
da  hier  ausser  der  Tourenzahl  noch  die  Messung  der  kleinen  Ver- 
schiebung P'P"  nothwendig  ist  Michelson  hat  aber  durch  Ver- 
grösserung  der  Entfernung  D  (bis  auf  600  m)  die  Genauigkeit  der 
Methode  erheblich  gesteigert,  indem  er  dadurch  auch  bei  mässigei* 
Tourenzahl  (etwa  200  in  der  Secunde)  starke  Verschiebungen  P'P" 
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(bis  ZU  13  cm)   erhielt.     Bei  der  Foucault'schen  Anordnung  war 
eine  erhebliche  Vergrösserung  von  D  nicht  möglich,   wenn  nicht 
der  Hohlspiegel  s   ungeheure  Dimensionen  besitzen  sollte.     Denn 
wenn  auch  stets  ein  Punkt  der  Lichtquelle  /*  bei  beliebig  grossem 
D  und  kleinem  Spiegel  s  zur  Abbildung  gelangt,  so  würde  doch 
ein  etwas  seitlich  gelegener  Punkt  /',  der  Lichtquelle,  dessen  ein- 
fallender Hauptstrahl  von  /',    nach   der  Mitte  von  m  geht,   nicht 
mehr  zur  Abbildung  kommen,   da  der  Hauptstrahl  nach  dem  Durch- 
gang dui*ch  die  Linse  L  schief  gegen  ihre  Axe  verläuft,  und  daher 
bei  grossem  D  einen  grossen  Spiegel  s  zur  Reflexion  verlangt.    Die 
Abbildung  eines  einzigen  Punktes  /'  einer  Lichtquelle  ergiebt  aber 
eine  zu  geringe  Lichtintensität.    Diesen  Uebelstand  hat  Michelson 
vermieden,  indem  er  die  Linse  L  nicht  nahe  am  rotirenden  Spiegel 
aufstellte,  sondern  in  Brennweiten-Abstand.    Dadurch  werden  auch 
die  von   seitlichen  Punkten  der  Licht(iuelle  herrührenden  Haupt- 
strahlen nach   ihrem  Durchtritt   durch  L  axenparallel,  man  kann 
eine  beliebige  Distanz  D  wählen  und  einen  planen  Spiegel »  senk- 
recht  zur  Axe  von  L   zui*  Reflexion    verwenden.     Der   Spiegel 
braucht  nur  die  Gi-fisse   der  Oeff^nung  der  Linse  zu  besitzen.  — 
Aus  zahlreichen  M(\ssungen  erhielt  Michelson 

« 

r -=  2,999  «"»/sec. 

AuchNewcomb  erhielt  na<li  (U*r  Methode  des  rotirenden  Spiegels 
einen  nahe  damit  übereinstimmenden  Werth. 

Als  Mittelweilh  der  von  (.'ornu,  Michelson,  Newcomb  ange- 
^tellten  Messungen  ersieht  sich 

r--  2,99S9.  10'"c«"8ec. 

mit  einem  walirseheinliehen  FtOiler  von  nur  1  :  10000.  Das  Re- 
sultat dies(T  terrestriseluMi  Methoden  ist  viel  zuverlässiger  als 
das  der  astronomischen  Methoden,  weil  bei  letzte»ren  die  Fehler 
bei  der  Bestimmung  der  Sonnenparallaxe  sich  geltend  machen. 

Trotz  dieses  ausserordentlich  grossen  Werthes  der  Lichtge- 
schwindigkeit, welche  900000  mal  so  gross  als  die  des  Schalles  in 
der  Luft  ist,  braucht  das  Licht  doch  eine  zum  Theil  bedeutende 
Zeit,  um  astronomische  Entfi^rnungen  zu  durchmessen.  Dies  sehen 
wir  z.  B.  bei  der  Kr>mer  sehen  Methode,  ferner  braucht  das  Sonnen- 
licht SVi  Minuten,  um  zur  Erde  zu  gelangen,  das  Licht  selbst  der 
nächsten  Fixsterne  dagegen  viele  Jahre  (z.  B.  von  a  centauri 
3^/4  .lahre,  vom  Sirius  17  Jahre).  Grosse  Entfernungen  im  Welt- 
räume pflegt  man  hiernach  in  Lichtjahren  auszudrücken. 
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5.  Abhängigkeit  der  Lichtgeschwindigkeit  Tom  Medium 
und  der  Farbe.  Die  Licbtgescliwiudigk.(!it  ist  von  der  Iiiteusität 
der  Lichtquelle  unabliaiigig.  Dies  ist  (Inrch  sehr  eiiipfiDdliche 
Interferenzversacbe  von  IJppich  und  Ebert  coiistatirt  Dangen 
ist  die  Liclitgeschwiudigkeit  wuhl  abhängig  von  dem  Medium,  in 
welchem  sich  das  Licht  fortpflanzt.  Fuucault  verglich  mit  seiner 
Methode  dib  Lichtgeschwindigkeit  ia  Luft  uud  in  Wasser,  indem 
er  vor  dem  rotirenden  Spiegel»»  das  Licht  nach  zwei  seitlich  auf- 
gestellten Hohlspiegeln  Sjs^  reflectiren  liess,  wobei  vor  den  einen  sj 
eine  2  m  lange,  mit  Wasser  angefüllte  Röhre  eingeschaltet  war. 
Ks  ergab  sich  nun,  dass  das  von  letzterem  Hohlspiegel  sj  reüectirte 
Bild  bei  Eotation  des  Spiegels  m  eine  stärkere  Verschiebung  erlitt 
alu  das  von  s,  reflectirte  Bild,  und  dies  ist  ein  Beweis,  dass  sich 
das  Licht  in  Wasser  langsamer  fortpflanzt  als  in  Luft. 

Quantitative  Bestimmungen  über  die  Lichtgeschwindigkeit  im 
Wasser  und  im  SehwefelkohlenstoÖ'  hat  Michelsou  ausgeführt;  für 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  in  Luft  und  in  Wasser 
fand  sich  1,33,  in  Luft  und  in  Schwefelkohlenstoff  bei  Anwendung 
weissen  Lichtes  1,77.  Erstere  Zahl  stimmt  genau,  letztere  an- 
nähernd (s.  w.  u.)  mit  dem  beobachteten  Brechungsexponenteu. 
Man  nimmt  an  (uud  die  Wellentheorie  des  Lichtes  erfordert  es), 
dass  dieses  Resultat  für  alle  Körper  gilt.  Demnach  muss  auch 
die  Lichtgeschwindigkeit  in  der  Luft,  entsprechend  ihrem  absoluten 
Brechungsexponenten  «(,  '^  1 ,00029,  etwas  kleiner  sein  als  im  Vacnuni. 
Die  oben  raitgetheilte  Zahl  der  Lichtgeschwindigkeit,  die  sich  als 
Mittel  aus  den  terrestrischen  Versuchen  ergiebt,  enthält  schon 
diese  Eednctiun  auf  das  Vacuum. 

Da  bei  allen  durchsichtigen  Körperu  der  Brechungsexponent 
ftir  rothe  Strahlen  kleiner  ist  als  für  blaue  Strahlen,  so  ist  zu 
erwarten,  daas  für  die  verschiedenen  Farben  die  Lichtgeschwindig- 
keiten in  ein  und  demselben  Körper  umgekehrt  proportional  ndt 
der  Aenderung  seines  absoluten  Brechungsindex  sein  werden,  falls 
die  Lichtgeschwindigkeit  im  Vacuum  unabhängig  von  der  Farbe 
ist.  Dies  ist  nun  auch  in  der  That  direct  von  Michelson  nachge- 
wiesen, indem  er  beim  Wasser  die  G^e8chwindigkeit  der  rothen 
^toahlen  nui  1,4%,  im  Schwefelkohlenstoff  um  2,5%  grösser  fand 

1  die  der  blauen  Strahlen.    Dies  stimmt  annähernd  mit  der  Dis- 

rsion  dieser  Körper. 
Dass  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Vacuum  unabhängig  von 

r  Farbe  ist,  folgt  sehr  scharf  aus  dem  Umstände,  dass  bei  Ein- 

I,  Lehrbnch  d,  Opök.  8 
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tritt  oder  Aufhören  der  Verfinsterung  der  Jupiters-Monde  dieselben 
nie  farbig  erscheinen;  ferner  daraus,  dass  temporäre  Sterne  nicht 
in  einer  bestimmten  Farbenfolge  aufleuchten. 

In  Anbetracht  der  geringen  Dispersion  der  Luft  besteht  in 
ihr  praktisch  kein  Unterschied  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  verschiedenen  Farben. 

6.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  Wellengmppe. 
Bei  Untersuchung  der  Lichtgeschwindigkeit  in  einem  stark  dis- 
pergirenden  Mittel,  wie  z.  B.  Schwefelkohlenstoff,  ist  indess  noch 
eine  Correction  von  Bedeutung,  auf  die  zuerst  Rayleigh  hingewiesen 
hat.  Wie  wir  nämlich  im  nächsten  Kapitel  sehen  werden,  fuhren 
die  Interferenzerscheinungen  mit  Nothwendigkeit  zu  der  Vorstellung, 
dass  das  Licht  in  der  periodischen  Aenderung  einer  gewissen 
Zustandsgrösse  s  im  Aether  oder  im  betreffenden  Körper  bestehe, 
die  in  Anbetracht  der  endlichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

(2)  s  =  Ä'  sin  -Y  (^  ~  t)  • 

Dies  ist  der  Ansatz  für  sogenannte  ebene  Wellen,  welche  sich  nach 
der  a:;-Axe  mit  der  Geschwindigkeit  V  fortpflanzen.  T  bedeutet 
die  zeitliche  Periode  von  ä,  und  von  ihr  hängt  die  Farbe  des 
Lichtes  ab,  A  ist  die  sogenannte  Amplitude,  von  der  die  Lichtstärke 
abhängt.  Zu  unterscheiden  von  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit V  der  einzelnen  Welle  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  U 
eines  Wellenzuges.  Bei  der  Fizeau'schen  Methode  z.  B.  wird  durch 
die  Rotation  des  Zahnrades  an  einer  bestimmten  Stelle  g  auf  dem 
Wege  der  Lichtstrahlen  abwechselnd  das  Licht  abgeschnitten  oder 
zugelassen.  Fassen  wir  solch  letzteren  Moment  ins  Auge,  so  wird  g 
trotz  hoher  Rotationsgeschwindigkeit  des  Zahnrades  in  Anbetracht 
der  sehr  kleinen  Periode  T  noch  von  einer  grossen  Anzahl  von 
\^' eilen  getroften.  Durch  das  Experiment  wird  nun  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit eines  solchen  Complexes  von  Wellen  ge- 
messen. —  Wir  kcinnen  mathematisch  den  Vorgang  dieses  Experi- 
mentes annähernd  darstellen,  wenn  wir  annehmen,  dass  sich  zwei 
Wellen  gleicher  Amplitude,  aber  von  etwas  verschiedenen  Perioden 
T^  und  jTj,  sowie  verschiedenen  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
Y^  und  r^  über  einander  lagern.    Man  würde  dann  erhalten 

(3)  ..  =  J  .  I  sin  ^  (/  -  I^J  +  sin  ^J^{t  -  |!J}  = 

2A  .  sin  ^-^(t  -  ^)  cos  Jt  \t  (^^  -f^)-x  (-^^  -  ^-y^\ 
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wobei  gesetzt  ist: 

Die  Formel  (3)  stellt  nämlich  jetzt  einen  Lichtzustand  der 
Periode  T  mit  periodisch  veränderlicher  Amplitude  dar.  Die 
Periode  Tq  der  Amplitudenänderung  würde  sein: 

To  ~  Ti         Ta  •  W 

To  bestimmt  sich  aus  der  Rotationsgeschwindigkeit  des  Zahnrades 
und  ist  gross  im  Vergleich  mit  T^  oder  Tj.   Daher  muss  T,  nahezu 
gleich  dem  Werthe  von  Tj  sein. 
Setzt  man  ferner 

_1 l L_  (a^ 

ToU  ~  Tir,  T2V2  '  W 

so  geht  aus  (3)  hervor,  dass  an  dem  Orte  x  =  /  eine  maximale 
Amplitude  des  Wellenzuges  um  die  Zeit  l :  U  später  eintritt  als 
am  Orte  x  =  0.  Daher  ist  U  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Wellenzuges,  die  direct  bei  der  Fizeau'schen  Methode  ge- 
messen wird. 

Setzt  man  ^2  =  7;  +  dTy^ ,  v^  ^  V^  -\-  d  F, ,  und  entwickelt 
man  bis  auf  Glieder  erster  Ordnung  in  den  kleinen  Werthen  dT^ 
und  dV^j  so  erhält  man  aus  (5)  und  (6): 

In  dieser  Formel  sind  für  Tj  und  F^  mit  der  gleichen  Genauig- 
keit T  und  r,  d.  h.  die  Periode  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  einzelnen  Welle,  einzusetzen. 

Die  Formel  (7)  lehrt,  dass  die  Geschwindigkeit  U  des  Wellen- 
zuges, wie  sie  direct  beobachtet  wird,  etwas  kleiner  als  die  eigent- 
liclie  Lichtgeschwindigkeit  V  ist,  da  in  allen  durchsichtigen 
Körpern  V  mit  T  wächst  Die  Correction  ist  aber  für  Luft  in 
Anbetracht  der  Kleinheit  von  dV:  dT  unmerklich ,  dagegen  wohl 
merklich  im  stark  dispergirenden  Schwefelkohlenstoff:  Für  diesen 
erreicht  die  Correction  den  Werth  7,5%.  Da  nun,  wie  eine  ein- 
gehende Analyse  zeigt,  auch  die  Methode  des  rotirenden  Spiegels 
den  Werth  ü  liefert,  so  ist  verständlich,  weshalb  Michelson  die. 
Lichtgeschwindigkeit  in  Luft  1,77  mal  grösser  fand  als  in  Schwefel- 
kohlenstofl",  obwohl  ein  Brechungsindex  nur  das  Verhältniss  1,64 
liefern  würde.    Vergrössert  man  aber  1,64  um  7,5%,  so  erhält  man 

8* 
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in   naher   Uebereinstimmung   mit   Michelson's   Beobachtung  den 
Werth  1,76. 

Auch  die  Römer'sche  Methode  liefert  den  Werth  U  der  Gruppen- 
geschwindigkeit, während  die  astronomische  Aberration  direct  F 
liefert.  Hier  bestehen  aber  keine  Unterschiede  in  beiden  Grössen, 
da  der  Weltraum  keine  Dispersion,  d.  h.  keine  Abhängigkeit  des  V 
von  der  Farbe  besitzt 
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Interferenz  des  Lichtes. 

1.  Allgemeines.  Unter  Umständen  nimmt  man  wahr,  dass 
die  Uebereinanderlageruug  zweier  genau  oder  nahezu  paralleler 
Strahleubündel  nicht  einen  verstärkten  Lichteflfect  ergeben,  sondern 
sich  in  ihrer  Wii-kung  stören  können,  so  dass  Dunkelheit  entsteht 
Solche  Erscheinungen  werden  als  Interferenz  des  Lichtes  be- 
zeichnet 

Es  sind  zwei  Gattungen  von  Interferenzerscheinungen  zu  unter- 
scheiden, je  nachdem  die  Strahlenbündel  nui*  regelmässige  Reflexionen 
oder  Brechungen  erfahren  haben,  oder  je  nachdem  sie  von  ihrer 
geraden  Bahn  durch  sogenannte  Lichtbeugung  abgelenkt  sind. 
Nur  erstere  Interferenzerscheinungen  sollen  in  diesem  Kapitel,  letztere 
dagegen  bei  den  Beugungserscheinungen  besprochen  werden.  In- 
dess  werden  auch  einige  luterferenzerscheinungen  dieses  Kapitels, 
nämlicli  die  unter  3.  und  4.  behandelten,  welches  gerade  die  nahe- 
liegendsten Anordnungen  zur  Erzeugung  von  Interferenzen  sind, 
durch  Beugung  etwas  modificirt,  während  wir  in  5.,  7.,  8.  und  9. 
reine  Interferenzerscheinungen  kennen  lernen  werden,  d.  h.  solche, 
bei  welchen  gai-  keine  Lichtbeugung  vorkommt- 

3.  Hypothesen  Aber  die  Natur  des  Lichtes.  Die  Vorstellungen 
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von  der  Natur  des  Lichtes  nnd  die  daran  anknüpfenden  raatlie- 
niatisclien  Erörterungen  haben  sich  im  Laufe  der  Zeit  mehrfeeh 
verändert  Solange  man  noch  nichts  von  der  Unzerstörbarbeit 
der  Energie  wusste,  wurde  jedes  A^eiis,  welclies  ein  gewisses  Ver- 
mögen zeigte,  sich  fortzubewegen  nnd  unter  wechselnden  Bedingungen 
fortzubest^^hen,  als  eine  Substanz  betrachtet  Die  geradlinige  Be- 
wegung desLichtes  unterstützte  diese  Anpassung;  denn  dasLicht  kann 
in  seinen  Wegen  zwar  aufgehalten  werden,  geht  aber,  wenn  kein 
Hinderiiiss  entgegensteht,  im  Allgemeinen  in  gerader  Linie  weiter. 
Es  lag  nahe,  dieses  Verhalten  als  Folge  der  Trägheit  eines  niate- 
riellen  Körpers  aufzufassen.  Daher  stellte  Newton  die  Emissions- 
theorie des  Lichtes  auf,  nach  der  das  Licht  aus  kleinen  mate- 
riellen Theilchen  besteht,  die  mit  sehr  grosser  Geschwindigkeit 
TOH  den  leachtenden  Körpern  ausgestossen  werden  und  in  gerader 
Linie  durch  den  Raum  hinfliegen.  Zur  Erklärung  der  Brechung 
musste  man  annehmen,  dass  die  stärker  brechenden  Körper  eine 
gi-üssere  Änziehungsbi-aft  auf  die  Lichtkörperchen  ausüben,  so  dass 
in  dem  Moment,  wo  ein  solches  Theilchen  in  schräger  Richtung 
an  der  Oberfläche  eines  dichteren  Mediums  anlangt,  es  eine  An- 
ziehung erleidet,  welche  der  zur  Oberfläche  senkrechten  Componente 
seiner  Geschwindigkeit  einen  grösseren  Werth  giebt,  und  dadurch 
die  Richtung  seiner  Bahn  dem  Elnfallslat  nähei-t  Es  müsste  also 
danach  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  stärker  brechenden 
Körper  grösser  sein  als  in  seiner  Umgebung.  —  Bildet  dieser 
Punkt  schon  eine  Widerlegung  der  Emissionstheorie  —  denn  wir 
haben  oben  S.  1 13  gesehen,  dass  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Wasser 
kleiner  ist  als  in  Luft  — ,  so  häufen  sich  die  Schwierigkeiten  bei  der 
Erklärung  der  Interferenzerscheiuungen  vom  Standpunkt  der  Emis- 
sionstheorie noch  ins  Ungeheure.  Gerade  die  luterferenzerscheinungen 

■iPod  eine,  man  möchte  fast  sagen  directe  Bestätigung  einer  vesent- 
i  anderen  Hypothese  über  die  Natur  des  Lichtes,  nämlich  der 
1  Huygens  ausgebildeten  Undulationstheorie, 

Nach  dieser  Theorie  werden  dem  Lichte  ähnliche  Eigenschaften 
!  dem  Schalle  beigelegt:  Es  soll  in  der  periodischen  Aendemng 
»r  gewissen  Zustandsgrösse  s  des  lichtdurchstrahlten  Körpers 
ider  leeren  Raumes)  bestehen,  welche  sich  mit  endlicher  Geschwin- 
digkeit fortpflanzt,  so  dass,  wenn  man  die  Aenderungen  von  s  auf 
der  Bahn  eines  Lichtstrahles  geometrisch  durch  eine  Strecke  dar- 

■  j^bsllt,  die  Endpunkte  derselben  zu  irgend  einer  Zeit  auf  einer 

■UUenfSrinigen  Curve  liegen  würden. 
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Worin  diese  Zustandsgrösse  s  besteht,  deren  periodische 
Aenderung  das  Wesen  des  Lichtes  ansmacht,  können  wir  vorläufig 
ganz  unentschieden  lassen.  Bei  den  sogenannten  mechanischen 
Lichttheorieen  wird  der  Raum  mit  einem  feinen  elastischen  Stoffe, 
dem  Aether,  erfüllt  gedacht,  und  s  wird  als  Verrückung  der  Aether- 
theilchen  aus  ihrer  Gleichgewichtslage  interpretirt  Eine  solche 
specielle  Annahme  ist  aber  zunächst  gar  nicht  nöthig.  Es  genügt, 
wenn  wir,  um  die  Lichterregung  durch  eine  Quelle  Q  an  einer  be- 
liebigen Stelle  P  des  durchstrahlten  Raumes  analytisch  darzustellen, 
die  periodische  Veränderlichkeit  einer  Zustandsgrösse  s  am  Orte  P 
einführen  durch  die  Formel: 

(1)  8=Asin(^2Xj,  +  öj, 

wobei  /  die  Zeit  bedeutet,  während  A,  T  und  6  Constanten  sind 
Ä  ist  die  sogenannte  Amplitude,  T  die  Periode  des  Lichtzustandes  s. 
Letztere  variirt  mit  der  Farbe  des  Lichtes,  von  ersterer  hängt  die 
Lichtwirkung  J^)  an  der  Stelle  P,  auf  welche  sich  s  bezieht,  also 
z.  B.  die  Beleuchtungsstärke  eines  dort  angebrachten  Schirmes,  ab, 
und  zwar  können  wir  setzen 

(2)  J=  A\ 

Aus  jeder  Theorie  des  Lichtes  ergiebt  sich  nämlich,  dass  die 
Amplitude  A  des  von  einer  punktförmigen  Quelle  ausgebreiteten 
Lichtes  umgekehi-t  proportional  zu  der  Entfernung  r  von  der 
Quelle  Q  ist.  Da  nun  erfahrungsmässig  die  Beleuchtungsstärke 
umgekehrt  proportional  zu  r'^  ist  (vgl.  oben  S.  73),  so  ist  die  Licht- 
wirkung (Intensität)  J  durch  das  Quadrat  der  Amplitude  dargestellt 

Wenn  sich  das  Licht  von  dem  Punkte  /'  nach  einem  um  r 
entfernten  Punkte  P'  mit  der  Geschwindigkeit  V  fortpflanzt,  so 
braucht  es  zum  Durcheilen  der  Strecke  r  die  Zeit  <'  =  r  :  F.  Wenn 
also  der  Lichtzustand  in  P  durch  (1)  dargestellt  ist,  so  wäre  er  in  P' 
gegeben  durch 

(3)  s  =  Ä  sin  {^2jt  ^—  +  rf) , 

denn  s  ist  zu  einer  um  r\V  späteren  Zeit  allemal  in  demselben 
Schwingungszustand,  z.  B.  Nulllage,   wie  «  im  Punkte  P.     Der 


1)  Diese  LichtwirkuDg  wird  auch  kurz  als  Intensität  des  Lichtes  an 
der  Stelle  P  bezeichnet.  Zu  unterscheiden  von  diesem  Begriff  ist  der  oben 
8.  76  definirte  Begriff  der  Intensität  i  der  Lichtquelle  Q, 
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Schwingungszustand,  d.  h.  das  Argument  der  periodischen  Function, 
wird  die  Phase  des  Lichtes  genannt 

Wenn  sich  von  einer  punktförmigen  Lichtquelle  Q  aus  das 
Licht  gleichförmig  nach  allen  Seiten  ausbreiten  kann,  so  gilt  oflfen- 
bap  der  Ansatz  (3)  für  jeden  Punkt  P',  der  die  Entfernung  r  von 
Q  besitzt.  Irgend  eine  um  Q  als  Centrum  beschriebene  Kugel- 
fläche enthält  also  nur  Punkte  gleicher  Phase.  Solche  Flächen,  die 
Punkt«  gleicher  Phase  verbinden,  heissen  Wellen  flächen.  Die 
von  einer  punktförmigen  Lichtquelle  Q  sich  ausbreitenden  Welleu- 
flächen  sind  also  concentrische  Kugelflächen,  die  von  Q  austretenden 
Lichtstrahlen  sind  die  Radien  dieser  Kugelflächen,  stehen  also 
senkrecht  auf  ihnen.  Je  weiter  man  sich  von  Q  entfernt,  um  so 
ebener  werden  die  Wellenflächen  und  um  so  paralleler  die  Licht- 
strahlen. Ein  Parallelstrahlbündel  hat  also  senkrecht  zu  den 
Strahlen  verlaufende ,  einander  parallele ,  ebene  Welleuflächen 
(Wellenebenen).  Solche  Wellen  bezeichnet  man  daher  auch  kurz 
als  ebene  Wellen.  Sie  entstehen,  wenn  die  Lichtquelle  Q  un- 
endlich weit  entfernt  ist,  oder  wenn  sich  Q  in  dem  Brennpunkte 
einer  Sammellinse  befindet,  wodurch  die  austretenden  Strahlen 
parallel  gemacht  werden. 

Führt  man  die  Bezeichnung  ein: 

T'V=-X,  (4) 

so  wird  (3)  zu 

8  =  j!  sin  [2  jr  r^,  ~  x)  +  ^]  »  (^) 

d.  h.  bei  bestimmter  Zeit  ist  s  hinsichtlich  r  periodisch  mit  der 
Periode  X,  Diese  Periode  X^  mit  der  sich  also  zu  ii-gend  einer  be- 
stimmten Zeit  alle  möglichen  Phasen  stets  wiederholen,  wird  die 
Wellenlänge  des  Lichtes  genannt 

Die  Tabelle  auf  S.  120  giebt  die  Wellenlängen  in  Luft  für  ver- 
schiedenes Licht  und  die  angrenzenden  Gebiete  der  Aether- 
schwingungen  an.  Diese  Werthe  sind  aus  Interferenz-  oder  Beugungs- 
erscheinungen ermittelt. 

Nach  der  Wellentheorie  ergiebt  sich,  wie  wir  sehen  werden, 
die  Erklärung  von  Interfereuzerscheinungen  in  der  einfachsten 
Weise.  Dagegen  macht  es  bedeutende  Schwierigkeiten,  die  gerad- 
linige Ausbreitung  des  Lichtes  zu  erklären;  gerade  die  Analogie 
mit  dem  Schall  weist  ja  auch  auf  einen  scheinbaren  Widerspruch, 
denn  der  Schall  pflanzt  sich  nicht  geradlinig  fort.  Diese  Schwierig- 
keiten sollen  erst  im  nächsten  Kapitel  näher^behandelt  und  gehoben 
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Wellenlängen: 


Lichtart 


Acusserstes  ultraviolettes  Licht,  Id  Vacuumcameraphotographirt  *) 
Aeusserstes  ultraviolettes  Licht,  ohne  Vacuumcamera  photo- 

graphirt 

Blaues  Ende  des  sichtbaren  Lichtes 

Blaue  Wasserstofflinie • 

Natriumlinie 

Rothe  Wasserstofflinie 

Rothes  Ende  des  (ausnahmsweise]  sichtbaren  Lichtes  .... 

Längste  bisher  nachgewiesene  Wärmewellen  2) 

Kürzeste  elektrische  Wellen  3) 


X  in  mm 


0,000100 

0,000185 

0.000330 

0,000486 

0,000580 

0,000656 

0,000812 

0,06 
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werden.  Die  Analogie  mit  dem  Schall  ergiebt  auch  noch  andere 
Widersprüche,  die  die  Erklärung  der  sogenannten  Polarisations- 
erscheinnngen  der  Wellentheorie  zunächst  entgegenstellt  und  die 
lange  Zeit  die  Wellentheorie  trotz  ihrer  einfachen  Erklärung  der 
Interferenz  nicht  zur  allgemeinen  Anerkennung  haben  kommen 
lassen,  bis  dass  man  diese  Widersprüche  dadurch  heben  konnte, 
dass  man  eine  engere  Analogie  mit  den  Schallerscheinungen  fallen 
Hess.  Auf  diesen  Punkt  soll  ebenfalls  erst  später  eingegangen  werden. 
Hier  möge  aber  zunächst  noch  kurz  darauf  hingewiesen  werden, 
wie  nach  der  Wellentheorie  eine  Brechung  zu  Stande  kommt 

Wenn  eine  ebene  Welle  schief  auf  die  Grenzfläche  eines 
brechenden  Körpers  trifft,  so  muss  die  Wellenebene  zum  Einfalls- 
lot hin  gebrochen  werden,  falls  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Körper 
geringer  ist  als  in  seiner  Umgebung,  welche  z.  B.  Luft  sein  möge. 
Denn  wenn  ein  Punkt  A  der  einfallenden  Wellenebene  gerade  auf 
der  Grenzfläche  liegt,  so  möge  ein  anderer  Punkt  B  der  Wellen- 
ebene noch  ausserhalb  in  der  Luft  liegen.  Wenn  nun  die  Welle 
sich  von  A  aus  langsamer  fortpflanzt  als  zunächst  von  B,  so  ist 
klar,  dass  die  Wellenebeneu,  welche  ja  diejenigen  Punkte  mit  ein- 
ander verbinden,  nach  denen  sich  das  Licht  in  derselben  Zeit  foii;- 
gei)flanzt  hat,  bei  Eintritt  in  den  brechenden  Körper  geknickt 
werden  müssen,  derart,  dass  die  Normalen  der  Wellenebenen  (die 


1)  V.  Schumann,  Wien.   Ber.   (II)   102,   S.  415,   625;   1893.   —   Eder*» 
Jahrb.  10,  S.  42,  189Ö. 

2)  H.  Rubens  u.  E.  Aschkinass,  Wied.  Ann.  65,  S.  241,  1898. 

3)  P.  Lebedew,  Wied.  Ann.  56,  8.  1,  1895. 
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Lirhtstralileu)  zum  Einfallslot  hin  ffebrochen  werden.  Ans  der 
W'elleiitbeorie  erglebt  sich  also  in  Debereinstinimmig  mit  der  Er- 
fahrung, dass  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Wasser  kleiner  sein 
miiss  als  in  Lnft.  —  Die  genauere  Be»tiniiimng  der  Lage  der  ge- 
brochenen WeUenebfcnen  soll  erst  später  bei  Besprechung  des 
Hnygens'schen  Principes  und  strenger  im  I.  Kapitel  des  11.  Ab- 
flclinit.te:<  abgeleitet  werden.  Nnr  soll  gleich  hier  ein  wichtiges 
Resultat  vorangestellt  werden:  Der  Brechungsexpouent  beim 
Uebergang  des  Lichtes  von  einem  Medium  Ä  zu  einem 
Medinni  B  ist  gleich  dem  Verhältniss  der  Liehtfortpflan- 
zuQgsgeschwindigkeiten  in  A  und  B. 

Wir  hattön  oben  S.  9  gesehen,  dass  die  Fnndanientaisätze 
der  geometrischen  Optik  sich  gemeinsam  in  dem  Princip  vom  aus- 
gezeichneten Lichtweg  zusammenfassen  lassen.  Dasselbe  gewinnt 
nach  den  Vorstellungen  der  Wellentheorie  eine  besonders  anschan- 
Üche  Bedeutung:  Da  der  Brechungsexponent »  eines  Körpers  gegen 
Luft  nmgekehi-t  proportional  zur  Lichtgeschwindigkeit  im  Körper 
ist,  so  ist  der  optische  Weg  nl  proportional  der  Zeit,  welche  das 
Licht  zum  Durchlaufen  der  Strecke  /  braucht  Der  Satz  vom  aus- 
gezeichneten Lichtweg  besagt  also,  dass  das  Licht  zwischen  zwei 
beliebigen  Paukten  P  und  1''  denjenigen  Weg  wählt,  für  den  alle 
unendlich  nahe  benachbai-ten  Wege  vom  Licht  in  derselben  Zeit 
durchmessen  werden.  Der  (speciellere)  Satz  vom  kürzesten  Licht- 
weg drückt  sich  also  hier  aus  als  Satz  von  der  schnellsten 
Ankunft  des  Lichtes. 

Man  kann  sich  demnach  die  Ausbildung  eines  bestimmten 
Siralilengauges  vom  Standpunkte  der  Wellentheorie  folgender- 
massen  denken:  Von  P  pflanzen  sich  nach  P'  Elementarstürungen 
auf  allen  müglichen  Wegen  foil*  Sie  gelangen  aber  im  Allgemeinen 
in  P'  7M  verschiedenen  Zeiten  an,  so  dass  die  Phasen  der  einzelnen 
Elemeutarstüningeu  in  /''  nicht  ttbereinstinimen  lujd  daher  keine 
kräftige  Summenwirkung  erzielen.  Eine  aolcJie  wird  aber  sofort 
entstehen,  sowie  fiir  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  die  Fort- 
pflanzungszeit zwischen  i'  und  P'  die  gleiche  ist,  so  dass  die 
Elc-meutarstörungen  in  /''  die  gleiche  Phase  besitzen.  Ein  solches 
unendlich  dünnes  Strahlenbündel  bezeichnet  daher  den  thatsächlich 
strttlfindenden  Strahleugang,  d.  h.  die  Lichtwirkung  in  /''  wird 
abgeschnitten  dtu'ch  Hindernisse,  die  man  in  den  Weg  eines  solchen 
Strahlenbündels  stellt 

Wenn  auch  diese  Ueberlegungen  sehr  einleuchtende  sind,  so 
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ist  ihre  Beweiskraft  doch  nicht  so  gross,  dass  man  nicht  die  Pnnda- 
mentalgesetze  der  geometrischen  Optik,  z.  B.  den  Satz  der  gerad- 
linigen Ausbreitung  des  Lichtes,  noch  auf  eine  strengere  analytische 
Basis  stellen  müsste.  Es  muss  vor  allem  die  Frage  gelöst  werden: 
Weshalb  besteht  ein  Unterschied  in  den  Ausbreitungsgesetzen  des 
Lichtes  und  des  Schalles,  obwohl  doch  beide  Wellenbewegungen 
sind?  Diese  Frage  soll  aber  erst  im  nächsten  Kapitel  gelöst  werden. 

Anstatt  dass  man  an  den  Strahlengang  anknüpft,  um  die  Licht- 
wirkungen bei  Anwesenheit  irgend  welcher  brechender  oder  reflec- 
tirender  Körper  zu  berechnen,  kann  man  vom  Standpunkte  der 
Wellentheorie  auch  an  die  Deformation  der  Wellenfläche  an- 
knüpfen, welche  durch  die  Körper  herbeigeführt  wird.  Bei  einer 
punktförmigen  Lichtquelle  P  sind  z.  B.  die  Wellenflächen  in  der 
Umgebung  von  P  Kugelflächen.  Soll  eine  homocentrische  Strahlen- 
vereinigung in  P'  durch  Brechung  in  einer  Linse  erreicht  werden, 
so  müssen  die  Wellenflächen  nach  dem  Durchtritt  durch  die  Linse 
concentrische  Kugelflächen  mit  dem  Centrum  P'  sein. 

Da  die  Lichtstrahlen  die  Normalen  der  Wellenfläche  sind,  so 
ergiebt  sich  der  Malus'sche  Satz  (cf.  oben  S.  13)  vom  Standpunkt 
der  Wellentheorie  von  selbst,  sowie  man  berücksichtigt,  dass  irgend 
welche  Reflexionen  und  Brechungen  nur  den  Effect  haben,  die 
Wellenflächen  irgendwie  zu  deformiren. 

3.  Der  FresnePsche  Spiegelversuch.  Vom  Standpunkte  der 
Wellentheorie  erklären  sich  die  Interferenzerscheinungen  des  Lichtes 
sofort  durch  das  Princip  der  Superposition  mehrerer  Störungen  des 
Liclitzustandes  s.  Wenn  eine  Licht^juelle  Qi  in  einem  Punkte  P 
die  Lichterregung 

(6)  5,  =  A^  dn  2jt  yrp  —  ^  j 

hervorbringt,  eine  Lichtquelle  (l,  dagegen  in  demselben  Punkte  P 
die  Liehterregung: 

(7)  «2  =  ^2  **^*  ^^  \f  —  x) ' 

so  ist  nach  dem  Princip  der  Superposition,  das  anwendbar  ist,  falls 
di(i  von  Q,  bezw.  Q.^  ^^^^^  ^*  gehenden  Lichtstrahlen  nur  eine  ge- 
ringe Neigung  gegen  einander  haben,  ^)  die  resultirende  Lichterregung 

(8)  5  =  S|    +  52- 

1)  Dass  diese  Beschränkung  nothwendig  ist,  erkennt  man  deutlich  aus 
den  spateren  Entwickelungen,  in  denen  nachgewiesen  wird,  dass  der  Lichzu- 
stand  8  eine  gerichtete  Grösse  (ein  Vcctor)  ist. 


Interferenz  des  Lichtes.  123 

Man  kann  nun  diese  Summe  in  die  Form  bringen 

8=  Äsin  (2jt  f  —  ^)y  (0) 

wenn  man  nämlicli  setzt: 


-4  CO«  d  =  u4,  cos  2jt  y  +  ^2  ^*  ^^  ^ 


^  sin  ö  =  Ay  sin  2jt  ^  +  A2  sin  2jt .  . 

Die  Grösse  A  bedeutet  die  Amplitude  der  resultirenden  Licliterregung. 

Durch  Quadi'iren  und  Addiren  dieser  beiden  Gleichungen  (10) 

erhält  man  die  Intensität  des  resultirenden  Lichtes  im  Punkte  /'  zu 

J=A^  =  A^^  +  ^2^+  2AiA2COS  2jt{'^'-'J^)'  (H) 

Die  Grösse  2jt  ^^-^  =  ^  bedeutet  nach  (6)  und  (7)  die  Phasen- 

dififierenz   der  Einzelerregungen   und   man   kann  den  Inhalt   der 
Formel  (11)  allgemein   in   die   geo- 
metrische Form  kleiden  (vgl.  Fig.  46) :  ^..^^^<^ 
Die   resultirende   Amplitude   A              ^-^^^^^'""'""^/^ 

ist  gleich  der  dritten  Seite  eines    ^^.^^--""^''"^^       ^^/j 

aus  den  Einzelamplituden^,  und  ^t 

A2    mit    dem  Einschlusswinkel  ^^'  **• 

j€  —  J  construirten  Dreiecks,  wobei  J  die  Phasendifferenz 

zwischen  den  beiden  Einzelerregunge'n  ist 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich,  dass  je  nach  der  Phasen- 
dififierenz  J  Maxima  und  Minima  der  Lichtintensität  zu  erwarten 
sind,  erstere  für  J  =  ö,  +  2ji,  ±  4jt  etc.,  letztere  für  J  =  4-  jr, 
+  3jt  etc.  Völlige  Dunkelheit  muss  in  den  Minimis  eintreten, 
falls  noch  Ay^  =  A2  ist 

Bei  dem  Fresnel'schen  Spiegelversuch  werden  nun  diese  Ver- 
hältnisse dadurch  realisirt,  dass  von  einer  Lichtquelle  Q  durch 
Keflexion  an  zwei  sehr  schwach  gegen  einander  geneigten  Spiegeln 
S  und  S'  zwei  virtuelle  Lichtquellen  Q2  und  Qy  abgeleitet  werden. 
In  dem  von  diesen  beiden  Lichtquellen  gemeinsam  erleuchteten 
Räume  ^)  treten  Interferenzen  auf.  Nach  obiger  Rechnung  herrscht 
in  einem  Punkte  P  dann  Dunkelheit,  falls 

n— r2=±|,  ±  y  etc.  (12) 


1)  Dieser  Interferenzraam  wird  wesentUch  kleiner,  wenn  ein  Spiegel  S 
etwas  vorsteht  vor  dem  anderen  Spiegel  S\  Daher  iHt  darauf  zu  achten,  daüs 
die  Spi^el  mit  ihren  Kanten  genaa  an  einander  anschliessen. 
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ist  Beschränken  wir  uns  hinsichtlich  der  Pnnkte  P  auf  eine  zn 
Qt  Q2  parallelle  Linie  (vgl.  Figur  47)  und  nennen  wir  d  die  Distanz 
zwischen  Q|  und  Q^,  a  den  Abstand  der  Linie  d  von'  der  Linie 
der  P,  und  p  den  Abstand  eines  Punktes  P  von  einem,  der  Mitte 
von  Q,  und  Qi  gegenüber  liegenden  Punkte  Po ,  so  ist 

d.  h.  ri2  —  rj^  =  (r^  +  rj)  (r,  —  r^)  =  2(§>, 

oder,  da  r^  +  rj  sehr  nahe  gleich  2a  ist,  wenn  p  und  d  klein 
gegen  a  sind,  so  folgt: 

r^  —r2=dp:  a, 

d.  h.  es  tritt  Dunkelheit  ein  an  den  Stellen: 

(13)  ^  =  ±  d  •  2  '  ±  d  •  X '  ±  d  •  T  ®  *^ 

Auf  einem  in  der  Distanz  a  von  der  Linie  d  gehaltenen  Schirme 
werden  demnach  bei  homogener  Beleuchtung  (einheitlichem  X) 
Interferenzfransen  auftreten,  die  den  constanten  Abstand  aX  :  d  von 
einander  besitzen. 

Bei  Beleuchtung  mit  weissem  Licht  entstehen  auf  dem  Schirme 
farbige  Fransen,  da  die  verschiedenen  im  weissen  Licht  enthaltenen 
Farben  wegen  der  Verschiedenheit  ihrer  Wellenlängen  an  ver- 


Fig.  47. 

schiedenen  Stellen  des  Schirmes  maximale  Helligkeit  bezw.  Dunkel- 
heit erzeugen.  Nur  im  mittleren  Punkte  Po  entsteht  keine  Farbe, 
da  in  ihm  für  alle  Farben  maximale  Lichtstärke  besteht  (rj  —  rj  =  ö). 
Der  Abstand  d  beider  virtueller  Lichtquellen  berechnet  sich 
aus  der  Lage  der  wirklichen  Lichtquelle  Q  zu  den  Spiegeln  und 
der  Neigung  derselben  gegen  einander.  Diese  Neigung  muss  sehr 
gering  sein  (wenige  Bogenminuten),  damit  d  so  klein  wird,  dass 
die  Interferenzfransen  deutlich  von  einander  getrennt  sind.   Da  in 
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1 13)  nur  das  Verhältniss  a :  d  vorkommt,  si)  braucht  maa  nur  den 
Winkel  zn  messen,  nnter  dem  von  der  Beobachtungsstelle  l'o  aus 
die  beideu  Bilder  Q,  und  Q^  erscheinen. 

Anstatt  dass  man  die  Interferenzflgui-  auf  einem  Schirme  auf- 
fangt, kann  mau  sie  auch  ohne  denselben  mit  Hülfe  einer  Lupe 
betrachten,  oder  auch  mit  dem  Äuge  direct,  wenn  man  dasselbe 
in  den  Gang  der  von  (2|  und  Q^  ausgehenden  Strahlen  bringt,  und 
auf  einen  Punkt  /'  im  Abstand  a  von  den  Lichtquellen  accommodirt ') 
Figur  48  zeigt  eine  Anordnung,  mit  deren  Hülfe  man  quantitative 
Messungen,  z.  B.  die  Wellenlängenbestimmung,  ausfuhren  kann: 


ine  Cylinderünse  J  erzeugt  von  einer  Lumpe  eine  reelle  ijchllinie. 

^eselbe  dient  als  Lichtquelle  Q  und  liisst  Strahlen  anf  die  beiden 

piegel  S  and  5*  fallen,  deren  Beruh  mngwkaiitt  parallel  zur  Axe  der 

lioderlinse  gerichtet  wird.  Senkrecht  zu  den  Spiegeln  ist  noch  ein 


1)  Wenn  m^a  Däoüich  mit  oder  obao  hup<^  aaf  eineD  Puukl  /'  i 
dirt,  eo  gelangen  die  beiden  iiiI«rferirendeo  StrahleubDodel  mit  tlenolbcn  Piia«cin> 
differenx  xnm  Bilde  des  Punlctcfl  P  auf  der  NeUluutt,  wie  *\v.  in  /'  nclbat  iir* 
■uht,  da  für  alle  roo  F  atugebeaden  StraUleti  Uire  optiiwtie  LäuK»  bia  zum 
iButbilde  dieselbe  IeL  E«  ist  daher  auch  auf  der  Netzliaal  die  ßeleucb- 
Batirice  gleich  Noll,  wenn  rie  ea  anT  rincm  In  /'  befindlichem  Bcbimi« 


126  Kapitel  11. 

Schirm  zur  Abhaltung  des  direct  von  Q  kommenden  Lichtes  befestigt. 
Die  Interferenzfransen  werden  mit  der  mit  Fadenkreuz  versehenen 
Lupe  L  beobachtet,  die  Lupe  ist  mit  Hülfe  der  Mikrometerschraube  Z 
verschiebbar. 

Es  ist  die  Frage,  ob  man,  anstatt  durch  Spiegelung  von  einer 
Lichtquelle  zwei  benachbarte  herzustellen,  nicht  Interferenzen 
dadurch  einfacher  erzeugen  kann,  dass  man  dicht  vor  eine  ausge- 
dehntere Lichtquelle  einen  Schirm  mit  zwei  nahe  benachbarten 
Löchern  stellt,  welche  dann  als  Lichtquellen  wirken. 

In  diesem  Falle  erhält  man  aber  keine  Interferenz,  auch  wenn 
man  eine  homogene  Farbe,  z.  B.  eine  durch  Kochsalz  gefärbte 
Alkoholflamme  benutzt.  Wenn  nämlich  zwei  Lichtquellen  inter- 
feriren  sollen,  so  müssen  ihre  Phasen  zu  jeder  Zeit  entweder  genau 
übereinstimmen,  oder  mindestens  eine  constante  Differenz  besitzen. 
Man  pflegt  solche  Lichtquellen  als  cohärente  zu  bezeichnen. 
Man  erhält  dieselben  stets,  wenn  aus  einer  ui'sprünglichen  Licht- 
quelle durch  irgend  welche  optische  Anordnungen  zwei  abgeleitet 
werden.  Bei  incohärenten  Lichtquellen  dagegen,  wie  sie  zwei 
verschiedene  Punkte  einer  Flamme  sind,  ist  zwar  die  Phasen- 
differenz für  eine  gi'osse  Anzahl  von  Perioden  constant,  da  wu* 
weiter  unten  sehen  werden,  dass  eine  Lichtquelle  homogener  Farbe 
eine  gi^osse  Anzahl  Schwingungen  mit  vollkommen  constanter 
Periode  ausführt,  indess  treten  doch  Unregelmässigkeiten  der 
Schwingung  auf  innerhalb  sehr  kurzer  Zeiten,  die  im  Auge  noch 
keine  getrennten  Lichteindrücke  hervorrufen.  Daher  variirt  bei 
incohärenten  Lichtquellen  ihre  Phasendifferenz  innerhalb  solcher, 
über  viele  Millionen  von  Schwingungen  sich  erstreckender  Zeiten. 
Dies  verhindert  das  Auftreten  von  Interferenzen. 

Wie  schon  oben  (S.  116)  bemerkt  wurde,  ist  bei  diesem  einfachen 
Interferenzversuch  Beugung  des  Lichtes  nicht  ganz  ausgeschlossen. 
Sämmtliche  Begrenzungen  der  Spiegel  können  dazu  Veranlassung 
geben,  namentlich  aber  die  Kante,  in  der  sie  sich  berühren.  Um 
diesen  Einfluss  zu  vermeiden,  empfiehlt  sich  eine  erhebliche  Neigung 
des  einfallenden  Lichtes  gegen  die  Spiegel  (45^  zum  Beispiel),  sowie 
Beobachtung  in  gi'össerer  Distanz  von  denselben.  Auch  darf  die 
Neigung  der  Spiegel  gegen  einander  nicht  zu  klein  genommen 
werden.  Man  erreiclit  dadurch,  dass  von  dem  Beobachtungs- 
puukte  P  die  Randstrahlen,  welche  von  Qy  bezw.  Q^  nach  der 
Berührungskante  der  Spiegel  zielen,  möglichst  weit  entfernt  sind. 

4.  Modiflcatlonen  des  Fresnerschen  Spiegel  Versuches.    Die 
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angestellten  Betrachtungen  sind  typisch  für  alle  Fälle,  bei 
man  Interferenzen  erzeugt  durch  Herstellung  zweier  cohärenter 
quellen  0,  und  Q^  aus  einer  einzigen  Q.  Diese  Herstellung 
noch  in  verschiedenen  anderen  Arten  geschehen.  Besonders 
m  ist  das  Fresnel'sche  Biprisma  (vgl.  Figur  49,  das 
>ma  ist  im  Querschnitt  gezeichnet  und  schraffirt.  Das  Licht 
ron  links  ein),  bei  dem  durch  Brechung  aus  einer  der  Prismen- 
B  parallelen  Lichtlinie  Q  zwei  cohärente  Lichtlinien  Q^  und 
itstehen. 

teilt  man  ein  solches  Prisma  mit  verticaler  Kante  B  auf  das 
chen  eines  Spectrometers,  verwendet  man  ein  CoUimatorrohr 
erticalem  Spalt  zur  Beleuchtung  (unendlich  entfernte  Licht- 
!  0),  und  sieht  man  zunächst  mit  dem  Fernrohre  des  Spectro- 
s  durch  das  Biprisma  zum  Spalt,  so  erblickt  man  zwei  ge- 
be Spaltbilder.  Der  Winkel 
i/er  dem  dieselben  erschei- 
wrird  an  der  Spectrometer- 
ng  abgelesen,  wenn  man 
einander  beide  Spaltbilder 
em  Fadenkreuz  des  Fern- 
3  durch  Drehen  desselben 
dncidenz  bringt.  Dieser 
el  a  ist  der  Supplement- 
j1  zu  dem  Winkel  ABC 
Figur  49),  den  die  beiden 
ebenen  Wellenebenen  AB,  BG  nach  dem  Durchgang  durch 
'risma  mit  einander  bilden.  —  Nimmt  man  nun  das  Fern- 
fort, so  beobachtet  man  mit  einer  auf  einen  Punkt  P  ein- 
Jten  Lupe  Interferenz,  wenn  nach  (12)  ist  r^  —  rj  =  ±  V2  ^> 
etc.  Dabei  sind  r^  und  r^  die  Entfernungen  des  Punktes  P 
len  Wellenebenen  AB  bezw.  BC,    Aus  der  Figur  folgt 

r^  =  h  sin  {ABP),  r^  =  b  sin  {CBP), 

r,  —  ^2  =  2o  cos  —9—  •  stn  q), 

Vinkel  y  ist  sehr  klein,  daher  sin  q)  =tgcp  =p  :  a.  Ferner  ist 
=  ji  —  a,  und  da,  wenn  wir  bis  auf  erste  Ordnung  in  9p  gehen, 
i  zu  setzen  ist,  und  si7i  a  gleich  a  ist,  so  folgt  schliesslich 

)er  relative  Fransenabstand  ist  daher  A  :  a,  d.  h.  von  a  unab- 


Fig.  49. 
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hängig.  Da  a  mit  dem  Fernrohr  beobachtet  ist,  so  bietet  die 
Messimg  des  Fransenabstandes  ein  bequemes  Mittel  znr  Be- 
stimmang  Ton  X. 

Äebnlich  wie  das  FresneVsche  Biprisraa  wirken  die  Billet- 


sehen  Halbliosen  (vgl  Figur  50),  welche  Ton  einer  Quelle  Q 
zwei  reelle  (oder  virtnelle)  BUder  erzeugen.  Der  Interferenzramu 
ist  in  der  Figur  schralfirt 

5.  NewtoD^sche  Ringe  and  Farben  dünner  BlittelieiL  Mb 
dorchsichtigen  Körper  erscheinen  lebhaft  geiärbt,  wenn  man  sie  in 
genügend  dünne  Schichten  bringt.  Am  leichtesten  lässt  sich  dies 
an  Seifenblasen  zeigen,  auch 
die  Farben  dünner  Oelschich- 
ten  aaf  Wasser,  oder  die  An- 
lauffarben beim  Erhitzen  eines 
blanken  Metallstückes  gehören 
hierher. 

Diese  Erscheinnngeulassen 
sich  sofort  erklären,  sowie  man 
sie  als  Interferenz  des  Lichtes 
anffasst,  welches  an  der  Vor- 
derfläche des  Blättchens  reflec- 
tirt  wird,  mit  dem  an  der  Hin- 
terfläche reflectirten. 

Betrachten   wir  zunäclist 
homogenes  Licht,  welches  als 
Strald  AB  {vgl  Figur  51)  aaf 
"""  einedÜDDeplanparallelePIatte 

derDickeiJ8chief(uDterdeTnEiDfall8winkel9>)  einfallt.  An  der  Vorder- 
fläche der  Platte  wird  der  Strahl  zerlegt  in  einen  reflectirten  BC,  und  in 
einen  gebrochenen  BD.  Letzterer  wird  nun  wiederum  an  der  Hinter- 
fläche  reflectirt  nach  If  hin,  und  gelaugt  als  Strahl  B'C"  aus  der 
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Platte.  Das  Wesentliche  der  Erscheinung  können  wir  discutiren, 
wenn  wir  auf  die  Interferenz  der  beiden  Strahlen  BG  und  B'C' 
achten.  Werden  dieselben  in  einem  Netzpunkte  vereinigt,  d.  h. 
accommodirt  man  auf  unendlich,  so  nimmt  man  grösste  Dunkelheit 
wahr,  wenn  der  Strahl  BC  um  jr,  oder  3jr,  oder  5jr  etc.  in  der 
Phase  verschieden  ist  vom  Strahl  B'C'. 

Allerdings  sind  für  eine  vollständige  Berechnung  der  reflectirten 
Gesammtlichtintensität  auch  noch  die  wiederholten  Reflexionen  zu 
berücksichtigen,  welche  DE^  wiederum  an  der  Vorderfläche,  B'Lf 
wiederum  an  der  Hinterfläche  etc.  erleidet  Es  soll  dies  aber  erst 
später  (n.  Abschnitt,  Kapitel  11,  §  11)  geschehen.  Man  kann  aber 
von  vornherein  erwarten,  dass  durch  die  Berücksichtigung  der 
wiederholt  reflectirten  Strahlen  das  Resultat  nicht  wesentlich  ge- 
ändert wird,  da  die  Lichtstärke  dieser  Strahlen  viel  geringer  ist 
als  die  der  nur  einmal  reflectirten  Strahlen  BC  und  B'C\ 

Wenn  man  nun  von  B'  ein  Lot  B'E  auf  BG  fällt,  so  würden 
die  beiden  Strahlen  BG  und  B'G'  keine  Phasendiff'erenz  gegen 
einander  besitzen,  wenn  die  Phase  in  B'  dieselbe  wäre  wie  in  E, 
Die  Strahlen  würden  dann  beide  mit  derselben  Phase  in  einem  Netz- 
hautpunkte vereinigt  werden.  Die  Phaseudifterenz  in  den  Punkten  E 
und  B'  ist  daher  identisch  mit  der  Phaseudifterenz  der  Strahlen  BG 
und  B'Cf. 

Die  Phasendiflferenz  zwischen  B'  und  E  ist  aber: 

wenn  mit  X'  die  Wellenlänge  des  Lichtes  in  der  Platte,  mit  X  die 
Wellenlänge  in  der  Umgebung  bezeichnet  wird.  Nun  ist,  falls  mit 
X  der  Brechungswinkel  bezeichnet  wird 

BD  =  B'D  =  d:  cos  Xi  BE  =  BB'  siti  (p  ^=  2d  tg  x  sin  9?, 
ferner  X:  X'  =  n  (Brechungsindex    der  Platte  gegen  Umgebung). 
So  wird  daher 

.        2n,2d(    1  .       sinw\ 

oder,  wenn  man  nach  dem  Brechungsgesetz  sin  ip  =n  sin  x  setzt: 

A  =  -  -^ —  cos  X'  (14) 

Dieser  Ausdruck  ist  aber  noch  durch  ein  wesentliches  Zusatz- 
glied  zu  corrigiren.  (14)  giebt  die  Phasendifferenz  an,  wie  sie  in 
den  beiden  Strahlen  BG  und  B'G'  durch  verschieden  lange  optische 
Wege  entstanden  ist.     Es  besteht  aber  noch  ein  anderer  Unter- 

Drnde,  Lehrbuch  d.  Optik.  9 


130  Kapitel  n. 

schied  zwischen  beiden  Strahlen:  BG  hat  eine  Reflexion  erlitten 
bei  üebergang  des  Lichtes  von  Luft  zur  Platte,  B'C  dagegen  bei 
Uebergang  von  Platte  zu  Luft  Schon  mit  dem  Vorgang  der  Reflexion 
wird  im  Allgemeinen  eine  Phasenänderung  verknüpft  sein;  da  die 
Reflexion  der  beiden  Sti^ahlen  BC  und  B'Cf  nun  aber  unter  ver- 
schiedenen Umständen  erfolgt,  so  kommt  zu  der  durch  (14)  aus- 
gedrückten Phasendifi'erenz  noch  eine  Grösse  A'  hinzu,  welche 
lediglich  durch  die  Reflexionen  an  sich,  unabhängig  von  der 
Weglänge  der  Strahlen,  entstanden  ist  Wir  werden  demnach 
schreiben: 

(15)  A=--  2jt'  -,  cüsx-\-  ^'. 

üeber  diese  Grösse  A'  können  wir  eine  bestimmte  Aussage 
machen,  ohne  uns  in  die  Theorie  des  Lichtes  weiter  vertiefen  zu 
müssen.  Nehmen  wir  einmal  den  Fall  an,  dass  die  Dicke  d  der 
Platte  allmählich  zur  Grenze  c?  =  0  übergeht  Nach  (14)  würden 
wir  dann  keine  Phasendifterenz  zwischen  beiden  Strahlen  BC  und 
B'C'  erhalten,  sie  müssten  also  sich  gegenseitig  verstärken.  Dies 
kann  aber  nicht  eintreten,  weil  eine  Platte  der  Dicke  d  =  0  über- 
haupt nicht  mehr  vorhanden  ist,  die  Homogenität  des  Raumes 
würde  gar  nicht  mehr  gestört  werden  (wenn  wir  annehmen,  was 
wir  thun  wollen,  dass  das  Medium  oberhalb  und  unterhalb  der 
Platte  das  gleiche,  z.  B.  Luft,  ist),  und  daher  kann  dann  überhaupt 
kein  reflectirtes  Liclit  entstehen.  Denn  dasselbe  ist  immer  nur 
dann  möglich,  wenn  eine  Störung  der  Homogenität  des  Raumes 
vorlianden  ist,  sonst  würde  sich  ja  Licht  nie  ungeschwächt  durch 
einen  homogenen,  durchsichtigen  Raum,  wie  z.  B.  das  Vacuum  ist, 
fortpflanzen  binnen.  —  Für  c?  =  0  nmss  also  völlige  Interferenz 
der  beiden  Strahlen  DC  und  B'C'  eintreten,  so  dass  wir  überhaupt 
kein  reflectirtes  Licht  erhalten.  Da  in  diesem  Falle  {d  =  Oj 
J  =  4- jr  sein  nmss,  so  ergiebt  dies  nach  (15)  für  A'  die  Bedingung: 

(16)  A'  =  -f  jr. 

Ob  wir  J'  =  +  jr,  oder  —  jr,  oder  }-  \\jt  etc.  annehmen,  ist  für 
diese  Betrachtungen  ganz  gleichgiltig,  da  die  Zufügung  von  2mxi 
dej-  Phase  eines  Strahles  keinerlei  Aenderung  in  seinem  Schwingungs- 
zustande und  seiner  Natur  hervorbringt. 

Li  Rücksicht  auf  (16)  finden  wir  also  nach  (15)  grösste  Dunkel- 
heit für  den  Fall,  dass  ist: 

(17)  !f  co/?;^  -=  0,  1,  2,  . . . 
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Im  durchgehenden  Lichte  niuss  die  Platte  ebenfalls  Interfei  enz- 
wirkung  zeigen.  Da  durch  Absorption  kein  Licht  in  der  Platte 
verloren  gehen  soll,  so  muss  das  durchgehende  Licht  die  volle 
Intensität  des  einfallenden  Lichtes  haben,  wenn  das  reflectii-te 
Licht  die  Intensität  Null  hat  Dagegen  muss  das  durchgehende 
Licht  maximale  Schwächung  zeigen,  falls  das  reflectirte  Licht  ein 
Maximum  der  Intensität  zeigt  Dies  tritt  ein  für  Plattendicken  J, 
welche  gerade  in  der  Mitte  zwischen  den  nach  (17)  folgenden 
Plattendicken  liegen,  dann  sind  nämlich  die  beiden  reflectirten 
Strahlen  DC  und^'C/  von  gleicher  Phase.  Indess  ist  die  Schwächung 
des  durchgehenden  Lichtes  nie  sehr  stark,  weil  das  reflectirte 
Licht  hinter  der  vollen  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  stets 
sehr  zurückbleibt  Die  quantitativen  Verhältnisse  hierüber  können 
erst  bei  weiterem  Eingehen  auf  die  Theorie  abgeleitet  werden 
(cf.  unt^  n.  Abschnitt,  Kapitel  II). 

Wenn  man  an  Stelle  einer  planparallelen  Platte  eine  keil- 
förmige verwendet,  so  muss  dieselbe  im  reflectirten  Licht  von 
schwarzen  Interferenzfransen,  die  parallel  zur  Keilkante  verlaufen, 
durchzogen  erscheinen  und  zwar  liegen  dieselben  an  den  Stellen, 
deren  Dicke  d  der  Formel  (17)  entspricht  Damit  die  Orte  der 
Fransen  getrennt  erscheinen,  nmss  in  Anbetracht  der  Kleinheit 
von  X  der  Keilwinkel  sehr  gering  sein.  Indess  könnte  man  solclie 
Fransen  nicht  wahrnehmen,  wenn  die  beleuchtende  Lichtquelle 
nicht  eine  gewisse  Ausdehnung  besitzt,  denn  bei  einer  nur  punkt- 
förmig begrenzten  Lichtquelle  würde  überhaupt  nur  von  einer 
einzigen  Stelle  des  Keiles  Licht  in  ein  bestimmt  gelegenes,  auf 
Unendlich  accommodirtes  Auge  durch  Reflexion  gelangen  können. 

Bei  gewisser  Accommodirung  des  Auges  sind  aber  bei  einer 
ausgedehnten  Lichtquelle  scharfe  Interferenzfransen  wahrzu- 
nehmen. Um  die  Sichtbarkeit  der  Interferenzfransen  in 
diesem  Falle  beurtheilen  zu  können,  ist  an  dem  schon  oben  aus- 
gesprochenen Grundsatze  festzuhalten,  dass  nui*  diejenigen  Licht- 
strahlen interferenzfahig  sind,  welche  von  ein  und  demselben 
Punkt  der  Lichtquelle  ausgehen,  da  nur  solche  Lichtstrahlen  cohä- 
rente  sind. 

Es  ist  nun  klar,  dass  sich  in  jedem  Punkte  P,  der  in  dem  vor 
der  Platte  oder  dem  Keil  befindlichen  Räume  beliebig  gelegen  ist, 
zwei  cohärente,  von  einem  Punkte  (J  der  (im  Endlichen  gelegenen) 
Lichtquelle  ausgehende  Strahlen,  von  denen  der  eine  QB  an  der 
Vorderfläche,  der  andere   QD'  an  der  Hinterfläche  reflectirt  ist, 

9* 
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schneiden  werden.  Diese  Strahlen  gehen  vom  Punkte  Q  im  Allge- 
meinen in  etwas  verschiedener  Richtung  aus,  sie  werden  aber  auf 
einer  Stelle  der  Netzhaut  vereinigt,  wenn  das  Auge  auf  die  Schnitt- 
stelle P  accommodirt.  Es  kann  also  in  diesem  Falle  eine  Inter- 
ferenz dieser  beiden  Strahlen  wahrgenommen  werden.  —  In  dem- 
selben Punkte  P  schneiden  sich  nun  aber  auch  noch  beliebig  viele 
andere  cohärente  Strahlenpaare,  die  von  anderen  Punkten  (/,  0"  etc. 
der  Lichtquelle  ausgehen.  Diese  Strahlen  durchsetzen  aber  im 
Allgemeinen  den  Keil  an  verschiedenen  Stellen  und  in  verschiedener 
Neigung,  und  haben  daher  in  P  verschiedene  Phasendifferenzen. 
Dadurch  wird  die  Interferenzerscheinung  für  ein  auf  P  accommo- 
dirtes  Auge  undeutlich,  oder  verschwindet  eventuell  ganz.  Die 
Interferenz  wird  nur  dann  mit  grösster  Deutlichkeit  wahrgenommeu, 

wenn  alle  die  von  den 
verschiedenen  Punkten 
der  Lichtquelle  aus- 
gehenden, sich  in  F 
schneidenden  cohftrentcu 
Strahlenpaare  in  P  die- 
selbe Phasendifferenz  be- 
sitzen. Dadurch  bestim- 
men sich  die  Orte  P  der 
deutlichsten  Sichtbarkeit 
der  Interferenzflgur. 
Diese  Orte  P  bilden  eine  zusammenhängende  Fläche,  die  complicirte 
Gestalt  und  Lage  besitzt,  wenn  das  einfallende  Licht  beliebig  schief 
gerichtet  ist. 

Bei  nahezu  senkrecht  einfallendem  Licht  ist  aber  die  Lösung 
für  einen  dünnen  Keil  einfach:  dann  treten  die  Interferenzen  bei 
ausgedehnter  Licht(iuelle  am  deutlichsten  auf,  wenn  das  Auge  auf 
den  Keil  selbst,  z.  B.  seine  Vorderfläche,  accommodirt  In  der  That 
accoinmodirt  mau  auf  einen  Punkt  P  des  Keiles  (vgl.  Figur  52), 
so  sind  QPC  und  QBDPC'  zwei  cohärente  Strahlen,  die  in  einem 
Netzhautpunkte  vereinigt  werden.  Dieselben  haben  eine  gewisse 
Phasendifferenz,  die  nur  von  d(T  Dicke  d  des  (rlaskeiles  an  der 
Stelle  P  abhängt.,  und  die  sich  nach  (15)  und  (16),  da  tp  und  daher 
(bei  geringem  Keilwinkel)  auch  x  ^^^^^  wenig  von  Null  verschieden 
sein  soll,  schreibt 

A  o        ^d      , 

A  =    Jjt   -r,    +   3T, 


Fig.  62. 
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Dieselbe  Phasenditferenz  besitzt  aber  jedes  von  einem  anderen 
l'unkt«  C/O"  etc.  der  Lichtquelle  kommende  coliärente  Strahlen- 
jiaar,  welrbes  sich  in  /'  sclmeidft,  da  für  alle  Strahlen  der  Ein- 
fallswinkel q>  und  also  auch  x  genügend  klein  sein  soll,  so  das« 
man  cos  j;  =  1  setzen  kann. ') 

Bei  nahezu  senkrechter  Beleuchtung  durch  eine  ans- 
dehnte  Lichtquelle  liegt  also  die  Interferenzfignr'ini 
K^il  seihst,  z.  B.  seiner  VorderflÄHie.-) 


Zur  Beobachtung  der  Interferenzen  bei  wechselnden  Dicken 
I-  dünnen  Schicht  legte  Newton  eine  schwach  gekriininite  Con- 
linse  anf  eine  ebene  älasMche.     Die  dUnne,  zwischen  beiden 

1)  Die«  Ut  aber  nnr  gecUttet,  weoa  die  Kpildicke  d  nicht  zu  hetrSchtlit^h 
Wenn  d  selir  grotie  wird.  n.  B.  viek-  Tsuaende  von  WelleolHngi.-u  beträgt, 
l»t  doch  ffir  die  venchicdenen  SlrahlcD paare  ihr  wecbMlodee  y  in  ItQcbfiicfat 
[fiphen.    Dann  «ird  ans  diegem  Grunde  die  Interferenz  nndcuUii.h. 

3  Ob  mau  die  Vorder-  oder  ItQcldläche  d«  Keiles  ina  Auge  fannt.  ist 
ebgUÜE,  da  der  Keil  Oberhaupt  dOiui  täa  muaa  (ef.  vorige  Amuerkung). 
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Gläsern  befindliche  Luftschicht  giebt  dann  Anlass  zu  concentrischen 
Interferenzkreisen,  deren  Durchmesser  wie  die  Quadratwurzeln  aus 
den  geraden  Zahlen  zunehmen.  Fig.  53  giebt  eine  Ansicht  der 
Erscheinung  bei  Beleuchtung  mit  weissem  Licht  Bei  homogener 
Beleuchtung  würden  sich  die  Ringe  bis  an  den  Rand  der  Linse 
erstrecken. 

•Bei  weisser  Beleuchtung  muss  eine  dünne  Platte  farbig  er- 
scheinen, denn  es  fehlen  im  reflectirten  Licht  alle  diejenigen  Farben, 
deren  Wellenlänge  X  der  Gleichung  (17)  genügt.  Wenn  nun  aber 
die  Dicke  d  der  Platte  sehr  beträchtlich  ist,  so  erstrecken  sich  die 
fehlenden  Farben  in  naher  Reihenfolge  gleichmässig  über  das  ganze 
Spectrum,  die  übrig  bleibenden  Farben  ergeben  daher  ein  von 
Weiss  nicht  zu  unterscheidendes  Gemisch.  Ebenso  ist  die  Färbung 
der  Platte  nicht  intensiv,  wenn  sie  zu  dünn  ist,  weil  dann  alle 
Farben  entweder  stark  oder  schwach  vertreten  sind.  Für  gewisse 
mittlere  Dicken,  die  für  eine  Luftplatte  etwa  zwischen  0,00016  mm 
und  0,0008  mm  liegen,  sind  die  Färbungen  am  intensivsten.  Diese 
Farben  sind  natürlich  keine  reinen  Spectralfarben,  sondern  sie  ent- 
stehen aus  dem  ganzen  Spectrum  durch  Fehlen  gewisser  Farben- 
bereiche. —  Bei  dem  Newton'schen  Farbenglase  zeigen  die  Ringe 
die  sämmtlichen  Farben  dünner  Blättchen  neben  einander. 

Wenn  man  eine  Platte  gegen  das  einfallende  Licht  schiefer 
neigt,  so  wechselt  dadurch  ihre  Farbe.  Denn  wegen  des  in  (17) 
auftretenden  Factors  cosx  muss  ein  schieferer  Einfall  des  Lichtes 
denselben  Effect  haben,  als  ob  bei  senkrechter  Incidenz  die  Dicke  d 
der  Platte  sich  vermindere. 

Im  durchgehenden  Licht  ist  die  Farbe  einer  Platte  comple- 
mentär  zu  der  Farbe  im  reflectirten  Lichte,  weil  beide  Lichtinten- 
sitäten sich  zu  der  einfallenden  Intensität  ergänzen  müssen.  Indess 
ist  die  Färbung  im  durchgehenden  Lichte  nie  so  gesättigt  als  im 
reflectirten  Lichte,  weil  (vgl.  oben  S.  131)  nicht,  wie  im  reflectirten 
Licht,  eine  Farbe  im  durchgehenden  Lichte  völlig  fehlen  kann, 
sondern  sie  kann  nur  geschwächt  erscheinen. 

Die  Farbe,  welche  ein  dünnes  Blättchen  im  reflectirten  Lichte 
zeigt,  ist  ein  sehr  empfindliches  Mittel,  um  seine  Dicke  zu  be- 
stimmen, falls  man  den  Brechungsindex  des  Blättchens  kennt  Man 
bedarf  dazu  nur  der  Kenntniss  der  Dicke  einer  Luftschicht,  welche 
die  gleiche  Interferenzfarbe  zeigt.  Diese  Kenntniss  kann  man  sich 
aus  den  Farben  der  Newton'schen  Ringe  oder,  wie  wir  später  er- 
kennen werden,  durch  kiystall-optische  Mittel  verschaflfen. 
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Eine  weitere  Anwendung  haben  die  hier  besprochenen  Inter- 
ferenzen zur  Bestimmung  der  thermischen  Ausdehnung  der 
Körper  mit  Hülfe  des  Abbe-Fizeau'schen  Dilatometers  ge- 
funden. Das  Princip  dieses  Apparates ')  ist,  die  geringen  Distanz- 
änderungen, welche  zwischen  den  polirten  Oberflächen  0,  und  O2 
eines  Körpers  und  einer  Glasplatte  in  Folge  der  thermischen  Aus- 
dehnung des  Körpers  eintreten,  zu  messen  mit  Hülfe  der  Ver- 
änderung der  Interferenzfigur,  die  man  zwischen  beiden  Flächen  0^ 
and  O2  zu  Stande  kommen  lässt. 

6.  Achromatislmiig  der  Interferenzstrelfen.  Damit  ein 
Interferenzstreifen  achromatisch  erscheint,  ist  notliwendig,  dass  an 
seinem  Orte  die  Phasendiflferenz  J  der  interferirenden  Strahlen  für 
alle  Farben  dieselbe  ist.  Ob  der  Streifen  dann  hell  oder  dunkel 
erscheint,  hängt  von  dem  Werthe  von  J  ab.  So  ist  beim  Newton- 
scheu  Farbenglase  der  centrale  Fleck  farblos  scliwarz  im  reflec- 
tirten  Lichte,  weil  für  alle  Farben  die  dort  interferirenden  Strahlen 
die  Phasendiflferenz  J  =  jr  besitzen.  Wenn  man  aber  die  Interferenz- 
figur durch  ein  Glasprisma  betrachtet,  so  bleibt  nicht  mehr  der 
centrale  Fleck  achromatisch,  sondern  die  achromatisclie  Stelle  liegt 
dort,  wo  J  gar  nicht  oder  möglichst  wenig  mit  der  Farbe  variirt, 
d-  h.  wo  der  Differentialquotient  ist 

1^  =  0,  .  (18) 

falls  X  die  Wellenlänge  der  Farbe  in  Luft  ist.^)  Bei  starker  Dis- 
persion des  Glasprismas  kann  der  Ort  der  achromatischen  Stelle 
erheblich  vom  Centralfleck  abweichen. 

Falls  man  vor  die  eine  Seite  eines  Fresnerschen  Biprismas 
eine  dünne  Platte,  z.  B.  Glimmerblättchen,  vorschiebt,  so  ändert 
sich  ebenfalls  die  Interferenzflgur.  Auch  bei  dieser  Anordnung 
tritt  ein  achromatischer  Streifen  nicht  dort  auf,  wo  J  =  0  ist,  wie 
es  ursprünglich  war  ohne  vorgeschobenes  Blättchen,  sond(»rn  an  der 
Stelle,  die  der  Gleichung  (18)  entspricht.  Es  kommt  hier  in  Be- 
tracht, dass  das  Blättchen  in  Folge  der  Abhängigkeit  seines 
Brechungsindex  von  der  Farbe  (Dispersion)  den  verschiedenen 
Farben  verschiedene  Phasenverzögerungen  ertheilt. 

1)  Betreffs  näherer  BeschreibuDg  vgl.  Pulfrich,  Ztschr.  f.  Instrumenten- 
kmide  1893;  oder  MüUer-Pouillet  (Lummer),  Optik,  S.  924. 

2)  Strenger  müsste  die  Gleichung  geschrieben  sein  als  i.  m  =  0,  wobei  T 

die  Periode  ist  Wenn  man  aber  absieht  von  der  geringen  Dispersion  der  Luft, 
80  ist  dies  mit  (18)  identisch. 
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7.  Der  Interferentialrefractor.  Interferenzen  geringen  Gang- 
unterschiedes, welche  bei  Anwendung  weissen  Lichtes  sichtbar  sind, 
kann  man  ausser  an  sehr  dünnen  Lamellen  auch  an  dicken  Platten 
erzielen,  wenn  man  Differenz  Wirkungen  an  zwei  Platten  her- 
vorbringt. Die  Jamin'sche  Construction  besteht  darin,  dass  zwei 
gleich  dicke  planparallele  Glasplatten  P,  und  Pj  (vgL  Figur  54) 
in  einem  grösseren  Abstand  nahezu  parallel  aufgestellt  werden. 
Ein  Lichtstrahl  LA  zerlegt  sich  in  die  Strahlen  ABGDE  und 
AB'CfD'F^ ,  welche  zur  Interferenz  gelangen  können,  wenn  die 
beiden  austretenden  Strahlen  DE  und  D'E'  wieder  in  einem  Punkte 
vereinigt  werden.  Da  diese  beiden  Strahlen  einander  parallel  sind, 

so  muss  also  das  die  Strah- 
len DE  bezw.  D'E^  auf- 
fangende Auge  auf  Unend- 
lich accommodiren,  oder  sie 
müssen  durch  ein  auf  Un- 
endlich eingestelltes  Fern- 
rohr vereinigt  werden.  Zur 
Erzielung  möglichster 
Lichtstärke  stellt  man  die 
Lichtquelle  in  die  Brenn- 
ebene einer  Sammellinse, 
so  dass  ein  Bündel  von 
Parallelstrahlen  LA  auf  die 
Platte  P,  auffällt  Die 
Platten  sind  ferner  an 
iliren  Hinterflächen  zweck- 
mässig versilbert  Die 
Phasendift'erenz  zwischen  den  Strahlen  (fJl  und  AB  ist  nach  (15) 

(S.  130)  w  cos  Xi  +  A\  wobei  X\  ^^^^  Brechungswinkel  in  der 
Platte  l\  bedeutet  Die  Strahlen  Ul^  und  DE"  erhalten  nun  ausser- 
dem   noch    die    Pliasendifl'erenz  — (  ?,    cosxi  +^  j,  wobei   der 

Brediuiigswinkel  i-,   in   der  Platte  F^  ein   wenig  abweicht  vom 

Winkel  X\^   ^^  beide   Platten   l\    und  7^2   nicht  genau  einander 

parallel  sein  sollen.  Die  schliessliche  Phasendifferenz  von  IlFa 
und  DK  ist  also: 

zJ  =    ^,     [cos  X,  —  cos  X2), 
und  da  cos  X\  —  <^os  Xi   etwas   mit  der  Neigung  des  Strahles  LA 


Flg.  54. 
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variirt,  so  wird  das  Gesichtsfeld  bei  E,  If  von  Interferenzfransen 
durchzogen  sein. 

Der  Hauptvortheil  dieses  Inteiferentialrefractors  liegt  darin, 
dass  die  beiden  interferirenden  Strahlen  AB  und  (fü  räumlich 
ziemlich  weit  von  einander  getrennt  sind,  wenn  recht  dicke  Glas- 
platten P, ,  P2  verwendet  werden  und  das  Licht  schief  einfallt  (am 
besten  unter  einem  Einfallswinkel  von  etwa  50  %  Man  erhält  da- 
durch ein  Instrument,  welches  minimale  Aendeningen  des  Brechungs- 
exponenten messen  lässt  Wenn  man  z.  B.  zwei  durch  Glasplatten 
verschlossene  Röhren  in  den  Gang  des  Strahles  AB  bezw.  (fü 
einschaltet,  und  man  ändert  in  der  einen  R()hre  durch  Temperatur- 
oder Druckänderung  den  Brechungsindex  der  darin  enthaltenen 
Luft,  oder  wenn  man  die  Luft  der  einen  Röhre  durch  ein  anderes 
Gas  ersetzt,  so  verschieben  sicli  die  Interferenzstreifen  im  Ge- 
sichtsfeld. Man  kann  die  Differenz  der  Brechungsindices  in  beiden 
Röhren  berechnen,  wenn  man  die  an  einer  bestimmten  Marke  des 
Gesichtsfeldes  vorbeigegangenen  Interferenzstreifen  zählt,  oder  wenn 
man  die  Phasendifferenz  in  beiden  Strahlen  durch  irgend  eine 
messende  Vorrichtung  so  compensirt,  dass  wieder  die  ursprüngliche 
Lage  der  Interferenzfransen  entsteht.  Als  ein  solcher  Compensator 
können  zwei  um  eine  gemeinsame  Axe  drehbare,  gleich  dicke  Glas- 
platten/?, ,/?2  dienen,  welche  einen  geringen  Winkel  mit  einander  bilden 
(Jani  in 'scher  Compensator).  Der  Strahl  AB  durchsetzt  nur  ;>,,  der 
Strahl  (fÜ  nur;?2'  ^^^  Phasendifferenz,  welche  beiden  Strahlen  da- 
durch ertheilt  wird,  hängt  von  der  Neigung  der  Platte  p^  gegen  AB  ab.  0 

Bei  der  Jamin'schen  Construction  kann  man  die  beiden  inter- 
ferirenden Strahlenbündel  praktisch  um  etwa  nur  2  cm  seitlicli  von 
einander  trennen.  Eine  viel  grössere  Trennung  erhält  man  nach 
Zehnder,^)  wenn  man  vier  naliezu  parallele  Glasplatten  verwendet. 
Zwei  von  ihnen  können  nach  Mach  3)  zweckmässig  durch  Metall- 
spiegel St  und  S2  ersetzt  werden,  Figur  55  stellt  schematisch  die 
Mach'sche  Anordnung  dar.  —  Schliesslich  hat  Mach  noch  eine  Ver- 
besserung zur  Erhöhung  der  Lichtstärke  angebracht.  Sowohl  bei 
Figur  54  als  55  sind  die  ins  Auge  bei  E  gelangenden  Stralilen  von 
geringer  Intensität,  weil  sie  einmal  eine  Reflexion  an  der  Glas- 

1)  Betreffs  der  genaueren  Berechnung  hiervon  vgl.  F.  Neumann,  Vor- 
lesungen über  theoretische  Optik,  heniusg.  von  Dorn,  Leipzig  1S85,  S.  280 ff. 

2)  Vgl.  L.  Zehnder,  Ztsch.  f.  Instrumentenkunde  1891,  S.  275. 

3)  L.  Mach.  Ber.  d.  Wien.  Akad.  Math.-Natur^-.  Kl.  101  (II.  A.),  S.  5, 
1892.  —  ZtBchr.  f.  Instrumentenkunde  1892,  S.  89. 
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Oberfläche  erlitten  haben,  womit  stets  eine  bedeutende  Licht- 
abschwächung  verbunden  ist.  In  Figur  55  sind  die  Lichtstrahlen, 
welche  von  ^2  aus  durch  P^  hindurch  sich  fortpflanzen,  viel  inten- 
siver als  die  von  P^  nach  E  reflectirten  Strahlen:  Diesem 
Uebelstande  könnte  man  abhelfen,  wenn  man  die  Eeflexionsfahig- 
keit  der  Glasoberfläche  erhöhen  könnte.  Es  gelingt  dies  durch 
schwache  Versilberung  oder  Vergoldung  der  Glasoberfläche,  am 
günstigsten  ist  es,  wenn  man  die  Metallschicht  in  solcher  Dicke  auf 
dem  Glase  herstellt,  dass  die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes  gleich 
der  des  durchgehenden  Lichtes  ist  Man  braucht  nun  aber  bei  der 
Anordnung  der  Figur  55  gar  nicht  zwei  Platten  P,  und  P^  von  end- 


Fig.  65. 


Fig.  66. 


lieber  Dicke,  um  Interferenzen  zu  erzeugen,  es  genügt,  wenn  an  ihren 
Stellen  durch  eine  sehr  dünne  Metallschicht  eine  Spaltung  der 
Lichtstrahlen  in  reflectirte  und  weitergehende  hergestellt  wird. 
Dies  kann  nmn  erreichen,  wenn  man  zwei  rechtwinklige  Glas- 
prismen mit  ihren  schwach  versilberten  Hypothenusenflächen  fest 
auf  einander  legt.  —  Die  Reflexion  an  den  Spiegeln  Ä,  und  S^  kann 
man  durch  Totalreflexion  an  unbelegten  Hypothenusenflächen  recht- 
winkliger Glasprismen  ersetzen.  Schliesslich  kann  man  diese 
Prismen  mit  den  theilweise  das  Licht  durchlassenden  Doppel- 
prismen zu  einheitlichen  Glaskörpern  vereinigen,  so  dass  man  die 
in  Figur  56  dargestellte  Mach'sche  Construction  eines  Interferenz- 
refractors  erhält,  bei  der  an  die  einander  gleichen  Glaskörper  K^ 
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nnd  JTj  zwei  Glaskörper  K^  und  K^  mit  Leinöl  angekittet  sind, 
die  Berührungsflächen  P,,  F<i  sind  schwach  vergoldet  An  den 
schiefen  Flächen  ä,  und  Ä2  werden  die  Strahlen  total  reflectirt. 
Falls  die  Glaskörper  JT^  und  Ä^  sehr  nahezu  parallel  gestellt 
werden,  so  erblickt  ein  Auge  bei  E  die  Interferenzfransen. 

8.  Interferenzen  bei  hohen  Ganganterschieden.  Wenn  man 
ein  Newton'sches  Farbenglas  in  homogener  Beleuchtung  betrachtet, 
wie  sie  z.  B.  eine  mit  Kochsalz  gefärbte  Alkoholflamme  bietet,  so 
erblickt  man  Interferenzringe  über  die  ganze  Ausdehnung  des 
Glases  hin.  Dies  ist  ein  Zeichen  dafür,  dass  auch  noch  nach  einem 
Gangunterschiede  von  mehreren  Hunderten  von  Wellenlängen  die 
Int^rferenzfahigkeit  des  Lichtes  erhalten  bleibt 

Es  ist  nun  die  Frage  von  grosser  Bedeutung,  wie  weit  man 
diesen  Gangunterschied  steigern  kann,  ohne  dass  die  Interferenz- 
fahigkeit  des  Lichtes  aufhört.  Zur  Beantwortung  dieser  Frage 
kann  man  nicht  einfach  so  verfahren,  dass  man  die  beiden  Gläser 
der  Newton'schen  Anordnung  successive  weiter  von  einander  ent- 
fernt, und  mit  dem  Auge  oder  einer  Lupe  auf  die  Oberfläche  0^ 
des  einen  Glases  acxjommodirt,  denn  nach  der  Anmerkung  1)  der 
S.  133  würden  die  Interferenzen  bald  undeutlich  werden  wegen 
der  wechselnden  Neigung  der  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  Oy 
sich  schneidenden,  cohärenten  Strahlenpaare.  Man  nmss  vielmehr 
dafür  sorgen,  dass  alle  cohärenten  Strahlenpaare,  welche  zu  einem 
und  demselben  Punkte  auf  der  Netzhaut  des  Beobachters  vereinigt 
werden,  ein  und  dieselbe  Phasendifl*erenz  gegen  einander  besitzen. 

Dies  gelingt,  wenn  man  die  Interferenzen  durch  die  Reflexion 
an  zwei  genau  parallelen  Oberflächen  0^  und  Oi  zu  Stande  kommen 
lässt,  und  wenn  man  mit  einem  auf  Unendlich  eingestellten  Fern- 
rohr (oder  direct  mit  dem  auf  Unendlich  accommodirtem  Auge) 
beobachtet.  Alle  zur  Interferenz  gelangenden,  cohärenten  Strahlen- 
paare, welche  in  einem  Netzhautpunkte  vereinigt  werden,  durch- 
laufen dann  den  Zwischenraum  (der  Dicke  d)  zwischen  den  Flächen 
Ol  und  O2  ^  derselben  Neigung  gegen  die  gemeinsame  Normale  .Y 
dieser  beiden  Flächen  und  besitzen  daher  (bei  constantem  Abstand  d 
beider  Flächen  0,  und  O2)  die  gleiche  Phasendiöerenz.  Diese 
wechselt  mit  der  Neigung  gegen  die  Normale  N^  die  Interferenz- 
flgur  besteht  daher  aus  concentrischen  Kreisen,  deren  Centrum  in 
der  Richtung  der  Plattennormale  iV  liegt.')    Die  so  entstehenden 


1)  Diese  ErscheinuDg  verwendet  Lumm|er  (vgl.  Müller-Pouillet,  Optik, 
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Interferenzringe  sind  also  die  Curven  gleicher  Neigung,  im 
Gegensatz  zu  den  Curven  gleicher  Dicke,  die  man  an  einem 
dünnen  Keil  oder  dem  Newton'schen  Farbenglase  bei  Accommodirung 
auf  das  Glas  selbst  wahrnimmt. 

Man  kann  nun  in  der  That  bei  planparallelen  Glasplatten  von 
mehreren  Millimeter  Dicke  solche  Curven  gleicher  Neigung  bei 
homogener  Beleuchtung  wahrnehmen,  d.  h.  Interferenzen  bei  vielen 
Tausenden  von  Wellenlängen  Gangunterschied  beobachten.  Um 
den  Gangunterschied  stetig  variiren  zu  können,  hat  Michelson^) 
folgende  Anordnung  benutzt: 

Der  Lichtstrahl  QÄ  jßlllt  unter  45^  Einfallswinkel  auf  die 
schwach  versilberte  Vorderfläche  einer  planparallelen  Glasplatte  A 
und  wird  dann  gespalten  in  einen  zum  Planspiegel  D  durchgehenden 

und  in  einen  zum  Planspiegel  C 
C  reflectirten  Strahl.     Diese  Spiegel 

senden  die  beiden  Strahlen  zum 
Punkte  A  zurück,  von  wo  der  erstere 
in  das  Fernrohr  nach  E  reflectirt, 
der  zweite  nach  E  hindurchgesandt 
wird. 
Q  Eine  zweite  planparallele  Glas- 


ig 


.\ 


\\  platte  5,  welche  die  gleiche  Dicke  wie 

die  Platte  A  besitzt,  macht  den  Gang- 
<;ir=*  unterschied  der  beiden,  in^^zur  Inter- 

'^  ferenz  kommenden  Strahlen  gleich 

pjg  57  Null,  falls  die  beiden  Spiegel  D  und 

C  symmetrisch  zur  Platte  A  liegen. 

Die  Anordnung  wirkt  nun   offenbar   so,   als  ob  Interferenzen 

durch  Reflexion   an   den   ebenen  Begrenzungen   0,    und  O2    einer 

Luftplatte    zu    Stande    kämen.     O,    ist   der    Spiegel   C,    und    Oj 

ist   das  Spiegelbild  des  Spiegels  B  in   der  Glasplatte  A,     Dieses 


S.  91(3 — 924)  zur  Untersuchung  von  Glasplatten  auf  ihre  Planparallelität.  In 
der  That  müssen  die  Curven  gleicher  Neigung  von  der  Kreisibrm  abweichen, 
sowie  der  Abstand  d  zwischen  beiden  reflectirenden  Oberflächen  Oi  und  0^ 
nicht  genau  constant  ist. 

1)  A.  A.  Michelson,  Amer.  Joum.  of  Science  (3)  34,  S.  427,  1887.  — 
Travaux  et  Mönioires  du  Bureau  Internat,  d.  Poids  et  Mesures.  11,  1895, 
S.  1 — 287.  —  In  dieser  zweiten  Arbeit  hat  Michelson  mit  Hülfe  seines  Inter- 
ferenzapparates für  hohe  Gangunterschiede  das  Meter  in  Wellenlängen  ausge- 
werthet.  —  Vgl.  auch  Müller-Pouillet  (Lämmer)  8.  935. 
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Spiegelbild  nrass  also  parallel  zu  C  sein,  wenn  die  Interferenzcnireo 
gleicher  Neigung  bei  erheblicher  GaiigdiftVrenz  gut  gesehen  werden 
sihUen,  Um  letztere  variiren  zu  können,  ist  der  eine  Spiegel, 
7..  B.  C,  durch  eine  Miki-ometerscbraube  genau  pai-allel  in  der  Rich- 
tung AB  verschiebbar. 

Mit  diesem  Apparate  konnte  Michelson  bei  Beleuchtung  mit 
Grci ssler' sehen  Röhren  Interferenzen  erhalten  bei  einem  Gangunter- 
schiede  von  20  cm  Luftstreeke  (bei  Anwendung  der  rothen  Kadmium- 
linie),  was  etwa  300000  Wellenlängen  entspricht,  jii  die  grüne 
QoecksilberUnie  Hefei-te  sogai-  nocli  Interferenzen  bei  540000  Wellen- 
längen G-angunterschied. ') 

Diese  V'ersuche  sind  deshalb  so  instructiv,  weil  sich  aus  der 
Veränderung  der  Sichtbarkeit  der  Interferenzstreifen  mit  wachsen- 
dem Gangunterschied  schärfere  Schlüsse  über  die  Homogenität 
einer  Lichtquelle  ziehen  lassen,  als  init  dem  Spectrometer. 

Schon  Fizeau  hatte  beobachtet,  dass  bei  Beleuchtung  mit 
Natriumlicht  die  Interferenzen  mit  der  Aenderung  der  Dicke  i  der 
Luftschicht  periodisch  verschwanden  und  wieder  auftraten.  Die 
Int«iferenzen  verschwinden  zum  eraten  Male  bei  der  Dicke  d  = 
0,1445  min,  sind  bei  (/^0,289  wiederum  am  deutlichsten,  bei  rf  ^0,4335 
wiederum  am  undeutlichsten  u.  s.  f.  Man  kann  daraus  schliessen, 
dass  die  Natriuuilinie  aus  zwei  nahe  benachbarten  Linien  besteht 
Die  Interferenzen  werden  immer  dann  am  uadeutlichsten,  falls  die 
Maxima,  welche  die  eine  Natriumlinie  erzeugt,  auf  die  Minima  der 
linderen  Natriumlinie  fällt.  Da  die  mittlere  Wellenlänge  X  der 
gelben  Natriumlinie  0,000589  mm  beträgt,  so  entsprechen  der  Dicke 
d  ^  0,289  mm,  491  Wellenlängen.  Bezeichnet  man  die  Differenz  der 
Wellenlängen  beider  Natriumlinien  mit  X,  —  Xj,  so  muss  also  sein: 

iXi  —  i^)  -  491  =  2  =  0,0(10294  mm, 
»d  h.  A,  —  i,  =  0,0000006  mm. 

In  allgemeinerer  Weise  hat  Michelson-)  das  Problem  in  An- 
griff genommen. 

Nach  Formel  (11)  anf  S.  123  ist  die  Intensität  des  Lichtes, 
das  aus  zwei  gleich  intensiven,  cohärenten  Stralilen  der  Wege- 

■  1)  A.  Perot  und  Ch.  Fabry  (Compt.  Rend.  12S,  8.  1221,  Ibfiö)  erhielten 

Kterch  Speisung  der  Geiealer'scbeD  Bohren  mit  einem  Hochspunnuiigpuucumulator 

SattrlerentQU  dergriinenÜfy-Liaie  noch  bei  790000  Wellenlängen Gangunterscbied. 
2)  Aoaeer  den  oben  eitüten  Arbeiten  sind  dii^e  Ent Wickelungen  in  PhiL 

U^.  (5}  31,  S.  338,  1891.  —  iU,  S.  280  und  4ÜT  (Bayleigh),  1B92  eotluaten. 
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differenz  21  {l  ist  die  Dicke  der  Loftplatte)  gebildet  wird,   ge- 
gegeben durch 

(19)  J  =  2A'^  (i  +  rX)8  2x  y)  . 

Anstatt  der  Wellenlänge  1  des  Lichtes  in  Luft  wollen  wir  deu 
reciproken  Werth 

(20)  X  ""  ^ 

einfuhren,     m  bedeutet  die  Anzahl  von  Wellenlängen,  welche  in 
der  Längeneinheit  enthalten  sind. 

Wenn  wir  nun  nicht  streng  liomogenes  Licht,  d.  h.  Licht  einer 
einzigen  Wellenlänge  X  oder  Wellenzahl  m  haben,  so  möge  mit 
ip  (m) '  dm  die  Intensität  des  Lichtes  bezeichnet  werden ,  deren 
Wellenzahlen  zwischen  m  und  m  +  dm  liegen.  Es  ist  dann  die 
Intensität  /  bei  Interferenz  vermittelst  einer  Luftplatte  der  Dicke  /: 

(21)  /=  2  jtp  (m)   [1  +  cos  4jt  Im]  dm, 


m. 


wobei  die  Integrationsgrenzen  diejenigen  Wellenzahlen  sind,  inner- 
halb deren  tp  (m)  merklich  von  Null  verschieden  ist. 

Nehmen  wir  zunächst  den  Fall  an,  dass  wir  eine  einzige  Spec- 
trallinie  von  geringer  Breite  haben,  so  wollen  wir  setzen: 

(22)  m  ==  m  -{-  X,    m^  =^m  —  a,    W2  =  w  +  a. 

Dann  wird  (21)  zu 


2fy> 


J'=  2  j  tp  {x)[l  +  0O8  4jt  l{m  +  x)]  cte, 

—  a 

oder,  wenn  man  setzt: 

4jt  lm=d;    I  tf)  (x)  dx  =  1\ 

(22')    .  -^     .  . 

/  tp  [x)  cos  {4jc  l  x)  '  dx  =  C,    I  ^  (x)  sin  {4ji  Ix) »  dx=  S: 

(23)  i  /=  P+  C  CO.V  ^  —  Ssind'. 

Wenn  die  Dicke  /  der  Luftplatte  sich  nur  wenig  ändert,  so 
ändeiii  sich  damit  J,  weil  sich  d-  ändert.  Dagegen  können  wir  C 
und  S  bei  geringen  Aenderungen  von  /  als  unabhängig  von  /  an- 
sehen, falls  die  Breite  der  Spectrallinie ,  d.  h.  die  Grösse  a,  sehr 
klein  ist 
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Daher  finden  nach  (23)  Maxima  hezw.  Minima  der  Intensität  / 
statt  bei  den  Werthen: 

t9^  =  -'C^  (24) 

und  zwar  sind  die  Maxima  gegeben  durch: 

lJMäx  =  P+  Vc'  +  5^  (25) 

die  Minima  durch: 

kJmn  =  P  —  V(r'T~S^.  (25') 

Es  sind  demnach  keine  Interferenzen  sichtbar,  wenn  C=  Ä=0 
ist.  Aber  auch  schon  wenn  diese  beiden  Ausdrücke  sehr  kleine 
Werthe  haben,  werden  keine  Interferenzen  wahrnehmbar  sein. 
Die  Sichtbarkeit  der  Interferenzen  wird  zweckmässig  definirt 
durch 

Y  =  '^^^  ""  '^^^  ,  (26) 

Nach  (25)  und  (25')  ist  daher: 

T^  =  ^-p' .  (27) 

Diese  Gleichung  enthält  die  Abhängigkeit  der  Sichtbarkeit  der 
Interferenzen  von  der  Wegedififerenz  21  der  beiden  interferirenden 
Strahlenbündel,  falls  /  durch  eine  Mikrometerschraube  beliebig 
verändert  wird. 

Wenn  die  Helligkeit  der  Spectrallinie  symmetrisch  zu  ihrer 
Mitte  vertheilt  ist,  so  ist  Ä  =  0.    Dann  wird  also  (27)  zu 

V=C:P. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  Fall  an ,  dass  tp  (x)  =  const,  =  c  sei. 
Dann  wird 

r  —  Jac,  G  — j^^         ,         y  —     ^^i^     .  (28) 

Die  Interferenzen  verschwinden  also  für  4la  =  1,  2,  3,  ...  . 
Grösste  Deutlichkeit  ( F  =  1)  tritt  nur  ein  für  /  =  0.  Mit  wachsen- 
dem /  werden  die  Interferenzen,  selbst  für  günstigste  Werthe  von  /, 
immer  kleiner,  z.  B.  für  4la  =  \  ist 

F=  2:  5^  =  0,212. 

Ebenso  tritt  ein  periodisches  Verschwinden  und  continuirliches 
Abklingen  maximaler  Deutlichkeit  der  Interferenzen  für  das  Ge- 
setz ein: 

tp  (:x)  =  eosP  jt  ^^  . 
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Das  kleinste  /,  bei  welchem  die  Interferenzen  verschwinden, 
ist    gegeben    durch    ^/,a  =  |^  +  l,    dann   verschwinden    sie    für 

41^  a  =1  +  2,  4ij  a=  9  +  3  etc.  Man  kann  also  aus  den  Null- 
stellen Zj,  ^2»  ^3  der  Sichtbarkeitscurve  sowohl  die  Breite  a  der 
Spectrallinie,  als  die  Potenz  p,  welche  ihre  Helligkeitsvertheilung 
ergiebt,  bestimmen. 

Für  ^^{x)  =  e-P^'  1) 

ergiebt  sich  ein  allmähliches  Abklingen  der  Sichtbarkeitscurve, 
ohne  periodische  Null-  und  Maximalwerthe. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  bei  mehrfachen  schmalen 
Spectrallinien  die  Sichtbarkeitscurve  V  aus  (21)  ableiten.  So  z.  B. 
ergiebt  sich  bei  zwei  gleich  intensiven  Linien  ein  periodisches 
Nullwerden  von  F.  Sind  die  beiden  Linien  nicht  gleich  intensiv, 
so  wird  V  nicht  völlig  Null,  sondern  nimmt  periodisch  nur  Minima 
(und  Maxima)  an.  Dies  ist  bei  der  gelben  Natriumdoppellinie 
der  Fall. 

Man  ersieht  aus  dem  Vorigen,  in  welcher  Weise  aus  irgend 
einem  angenommenen  Intensitätsgesetz  ^  {m)  die  Sichtbarkeit  V 
der  Interferenzen  abzuleiten  ist.  Die  umgekehrte  Aufgabe,  ^  (m) 
aus  V  zu  bestimmen,  ist  viel  schwieriger.  Abgesehen  davon,  dass 
man  durch  den  blossen  Anblick  der  Interferenzen  die  numerischen 
Werthe  von  V  nur  durch  ein  etwas  willkürliches  Verfahren  ableiten 
kann,  ^)  ist  die  Aufgabe  überhaupt  nicht  lösbar,  weil  man,  wie  aus 
(27)  folgt,  nur  C'^  +  S'^  aus  Y  bestimmen  kann,  aber  nicht  C  und 
S  einzeln.  ^)  Unter  der  Annahme,  das  die  einzelnen  Spectrallinien 
in  ihrer  Helligkeit  symmetrisch  zu  ihrer  Mitte  sind,  gelingt  aller- 
dings die  Aufgabe,  da  dann  bei  einer  einzigen  Linie  5=0  ist 
und  bei  mehrfachen  Linien  analoge  Vereinfachungen  eintreten.  — 
Michelson  hat  nun  in  der  That  für  mehrere  Spectrallinien  die  Sicht- 
barkeitscurven  V  aufgenommen  ^)  und  die  verschiedenartigsten  Ge- 

1)  Dieses  Intensitätsgesetz  würde  aus  der  kinetischen  Gastheorie  mit  dem 
Maxweirschen  Gesetz  derVertheilung  der  Geschwindigkeiten  derMolecüle  folgen. 

2)  Streng  würde  V  zu  erhalten  sein,  wenn  man  J^oj  ^^d  «/jf^«  photo- 
metrisch oder  bolomctrisch  misst. 

3)  Nach  dem  Fourier'schen  Theorem  könnte  man  \p  (w)  vollständig  be- 
rechnen, wenn  man  C  und  S  einzeln  für  alle  Werthe  von  /  kennt. 

4)  Wie  Ebert  in  Wied.  Ann.  43,  S.79<),  1891  festgestellt  hat,  fallen  diese 
Sichtbarkeitscurven  unter  verschiedenen  Bedingungen  des  Leuchten»  eventuell 
sehr  verschieden  aus. 
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stalten  erhalten.  Er  hat  dann  probirt,  mit  welchem  Iiitensitäts- 
gesetz  fp  (m)  man  sich  den  Beobachtungen  von  V  am  besten 
anschliessen  kann.  Nach  dem  Obigen  nmss  man  aber  sagen,  dass 
das  Resultat  für  tp  (w)  kein  zwingendes  ist,  wenn  auch  die  Ver- 
theilung  der  Intensität  und  Breite  der  einzelnen  Spectrallinien 
durch  diese  werthvollen  Untersuchungen  Michelson's  mit  einer  ge- 
wissen Annäherung  jedenfalls  dargestellt  sein  werden,  die  besser 
als  eine  Untersuchung  mit  dem  Spectroskop  oder  einem  Diffractions- 
gitter  ist  Allein  schon  die  Thatsache  ist  von  grossem  Interesse, 
dass  es  so  homogene  Lichtlinien  giebt,  dass  sie  noch  Interferenzen 
bei  500000  Wellenlängen  Gangunterschied  zulassen. 

9.  Stehende  Lichtwellen.  Bei  den  bisher  besprochenen  Inter- 
ferenzerscheinungen haben  die  beiden  zur  Interferenz  gelangenden 
Strahlenbündel  die  gleiche  Fortpflanzungsrichtung.  Man  kann  nun 
aber  auch  Interferenzen  nachweisen,  bei  denen  die  beiden  Strahlen- 
bündel  sich  entgegenlaufen.  Wenn  man  nämlich  über  den  Wellenzug 


8t  =  Ä  sin  2jt 


\T        x)  ' 


welche  Gleichung  ebenen  Wellen  entspricht,  die  sich  nach  der 
«-Richtung  fortpflanzen,  superponiii;  den  Wellenzug: 


»2  =  A8in2jtlj^  +  j\  , 


welcher  ebene  Wellen  repräsentirt,  die  sich  nach  der  negativen 
z-Axe  fortpflanzen,  so  erhält  man: 

8  =  81    +  «2  =^  ^^  **^  ^^  T  ^^   ^^    X  '  ^^^^ 

Dies  stellt  eine  Lichtbewegung  dar,  deren  Amplitude 
2A  cos  2jt  zjX  eine  periodische  Function  des  Oi-tes  ist.  Für  x!k==  ^/,, 
5/4,  */4  etc.  verschwindet  die  Amplitude,  man  nennt  diese  Stellen 
Wellenknoten,  für  zjX  =  0,  Vi»  '^'2  ^^^'  i^^  ^l*^'  Amplitude  ein 
Maximum;  diese  Stellen  heissen  Wellenbäuche.  Sie  haben  also 
einen  constanten  Abstand  von  V2  ^  unter  einander.  Diese  Ai-t  von 
Welleninterferenz  wird  stehende  Wellen  genannt,  weil  es  ge- 
wisse, im  Baume  feststehende  Stellen  giebt,  an  denen  keine  Erregung 

stattfindet. 

Solche  stehende  Lichtwellen  hat  Wiener^)  nachgewiesen,  indem 
er  Licht  senkrecht  auf  einen  guten  Metallspiegel  fallen  Hess.    Das 


1)  O.  Wiener,  Wied.  Ann.  40,  ö.  203,  1890. 
Drude,  Lebrbach  d.  Optik.  10 
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reflectirte  Licht  giebt  dann  durch  Interferenz  mit  dem  einfallenden 
Lichte  Anlass  zur  Bildung  stehender  Wellen.  Um  die  Orte  der 
Knoten  •  deutlich  getrennt  von  denen  der  Bäuche  nachweisen  zu 
können,  brachte  Wiener  ein  äusserst  dünnes,  auf  Glas  aufliegendes 
Chlorsilbercollodiumhäutchen,  dessen  Dicke  nur  V30  Lichtwellen- 
länge =  20  niilliontel  Millimeter  war,  so  vor  die  Spiegelfläche,  dass 
es  niit  derselben  einen  sehr  kleinen  Winkel  bildete,  und  beleuchtete 
nun  mit  elektrischem  Bogenlichte.  Die  empfindliche  Schicht  durch- 
schnitt also  die  Ebenen  der  Bäuche  und  Knoten  in  einem  System 
äquidistanter  Geraden,  die  um  so  grösseren  Abstand  von  einander 
hatten,  je  kleiner  der  Winkel  zwischen  Spiegel  und  Collodiumhaut 
war.  Dieselbe  zeigte  nun  in  der  That  dieses  System  von  Geraden 
nach  der  photogi-aphischen  Entwickelung.  Dies  ist  ein  Beweis 
dafür,  dass  man  einerseits  überhaupt  noch  an  einer  so  dünnen 
Collodiumhaut  photographische  Wirkung  nachweisen  kann,  anderer- 
seits dass  dieselbe  thatsächlich  in  den  Knoten-  und  Bauchebenen 
verschieden  ist.  —  Zur  Demonstration  dieser  interessanten  Inter- 
ferenzerscheinung kann  man  auch  zweckmässig  die  Fluorescenz- 
wirkung  in  einer  dünnen  Gelatineschicht,  der  Fluorescein  zugesetzt 
ist,  verwenden. ')  Die  Schicht  leuchtet  in  äquidistanten,  grünen 
Streifchen.  —  Von  theoretischer  Bedeutung,  die  wir  später  kennen 
lernen  werden,  ist,  dass  am  Spiegel  selbst  ein  Schwingungs- 
knoten liegt. 

10.  Photographie  in  natürlichen  Farben.  Das  Auftreten  der 
stehenden  Lichtwellen  hat  Lippman  dazu  benutzt,  um  farbige 
Photographieen  herzustellen.  Er  wählte  als  lichtempfindliche  Schicht 
eine  durchsichtige  und  kornlose  jod-  und  bromsilberhaltige  Collo- 
diumalbuminschicht,  die  er  auf  Quecksilber  legte,  welches ^en 
Spiegel  bildete.'^)  Belichtet  man  die  Platte  durch  ein  Spectruni, 
so  erblickt  man  nach  dem  Entwickeln  und  Fixiren  der  photogra- 
phischen Platte  annähernd  wiederum  die  Spectralfarben.  Die  ein- 
fachste Annahme  ist,  dass  in  der  photographischen  Platte  an  der 
Stelle,  an  welcher  sie  mit  Licht  belichtet  war,  welches  in  der 
photographischen  Schicht  die  Wellenlänge  jL  besitzt,  sehr 
dünne  Silberschichten   in  der  Entfernung  V2  ^    entstanden    sind. 

1)  Vgl.  hierüber  das  Nähere  bei  P.  Drude  und  W.  Nernet,  Wied.  Ano. 
45,  S.  4r)0,  1892. 

2)  Näheres  über  diese  Photographie  vgl.  in  Valenta,  Die  Photographie 
in  natürlichen  Farben.  Halle,  1894.  —  Neuhauss,  Die  Farbenphotographie 
nach  Lippmann*8  Verfahren.    HaUe,  1898. 
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Betrachtet  man  nun  diese  Stelle  im .  reflectirten  weissen  Lichte, 
so  werden  die  Lichtwellen  an  jeder  Silberschicht  in  einer  gewissen 
Stärke  reflectirt  Diese  Reflexionen  ergeben  aber  übereinstimmende 
Phase  und  daher  maximale  Verstärkung  nur  für  diejenigen  Wellen, 
deren  Wellenlänge  gleich  Jl,  oder  V2  ^i  oder  ^/j  X  etc.  ist.  Daher  wird 
eine  z.  B.  grün  belichtete  Stelle  im  reflectirten  weissen  Lichte 
wesentlich  grün  erscheinen.  Das  Licht  der  Wellenlänge  ^'2  X  fallt 
dabei  ins  unsichtbare  Ultraviolette.  Dagegen  erscheint  unter 
Umständen  eine  mit  Ultraroth  belichtete  Stelle  violett,  weil  hier 
der  Werth  V2  ^  zu  den  sichtbaren  Farben  gehört 

Wenn  man  eine  solche  Photographie  anhaucht,  so  verschieben 
sich  die  Farben  nach  dem  rothen  Ende  des  Spectrums  zu,  weil 
dadurch  die  CoUodiumschicht  aufquillt  und  die  reflectirenden 
Schichten  grösseren  gegenseitigen  Abstand  gewinnen.  —  Betrachtet 
man  die  Platte  unter  schieferem  Einfallswinkel,  so  verschieben 
sich  die  Farben  dagegen  nach  dem  violetten  Ende  des  Spectrums 
hin.  Dies  hat  denselben  Grund,  wie  das  Verschieben  Newton'scher 
Ringe  bei  schiefem  Anblick  nach  niedrigerer  Ordnung  hin.  Denn, 
wie  Formel  (14)  auf  S.  129  lehrt,  ist  die  Phasendiff*erenz  A  zweier 
an  zwei  Flächen  der  Distanz  d  reflectirten  Strahlen  proportional 
mit  cos  X,  wobei  %  der  Neigungswinkel  der  Strahlen  zwischen 
beiden  Flächen  gegen  die  Normale  dieser  Flächen  bedeutet.  Bei 
schiefer  Incidenz  wird  also  A  kleiner,  bei  den  Newt4>n'schen  Ringen 
ist  dieser  Einfluss  aber  viel  stärker  als  bei  den  Lippmann'schen 
Photographieen,  da  bei  ersteren  in  der  die  Interferenz  hervorrufen- 
den Luft  platte  X  ™*  Aenderung  der  Beleuchtungsrichtung  viel 
stärker  variirt  als  in  einer  CoUodiumplatte,  deren  Brechungsindex 
mindestens  etwa  =1,5  ist 

Beweisen  die  angeführten  Thatsachen  unzweifelhaft,  dass  die 
Farben  durch  Interferenz  entstehen,  so  ist  ihre  Erklärung  ([\\vv\\ 
periodisch  gelagerte  Silberschichten  dennoch  bei  näherer  Prüfung 
wahrscheinlich  nicht  stichhaltig.  Es  hat  nämlich  Schutt ^)  die 
Grösse  der  gebildeten  Silberkörner  an  solchen  Photogi-aphieen 
mikroskopisch  gemessen  und  sie  zu  0,0007  bis  0,0009  mm  Durch- 
messer gefanden,  also  viel  grösser  als  die  halbe  belichtende  Welh-n- 
länge.  Nach  Schutt  sollen  durch  die  stehenden  Wellen  und  durch 
das  Ausfixiren  der  lichtempfindlichen  Schicht  pei'iodiscli  wechselnde 
Schichten  von  verschiedenem  Brechungsindex  (hervorgerufen  duich 


1)  F.  Schutt,  Wied.  Ann.  57,  S.  533,  18Ö0. 

10 
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periodisch  wechselnde  Silberablagerung)  entstanden  sein.  Das 
Princip  der  Erklärung  der  Farben  wird  dadurch  aber  nicht  ver- 
ändert, es  würde  nämlich  auch  so  die  CoUodiumschicht  eine  mit 
der  Periode  V2  ^  continuirlich  sich  ändernde  Reflexionsföhigkeit 
besitzen. 

Nach  dieser  Annahme  kann  man  die  Intensität  irgend  einer 
Farbe  bei  der  Reflexion  berechnen.  Die  genauere  Ausfuhrung 
mag  aber  hier  unterbleiben,  zumal  da  die  Rechnung  dadurch  cora- 
plicirt  wird,  dass  man  keineswegs  berechtigt  ist,  die  Anzahl  der 
Perioden  in  der  photographischen  Schicht  als  recht  gross  anzu- 
nehmen.^) Die  besten  Farbenphotographieen  werden  nämlich 
erhalten,  wenn  die  photographische  Schicht  eine  gewisse  Dicke, 
etwa  von  0,001  mm,  nicht  überschreitet  Diese  Dicke  entspricht 
aber  3 — 5  halben  Wellenlängen  von  wirksamem  Licht.  Aber  auch 
ohne  genauere  Berechnung  kann  man  übersehen,  dass  die  reflec- 
tirten  Farben  Mischfarben  und  keine  reinen  Spectralfarben  sind, 
wie  dies  auch  durch  die  Analyse  der  reflectirten  Farben  mit  Hülfe 
des  Spectroskops  '^)  bestätigt  wird.  Denn  wenn  auch  diejenige  Farbe, 
deren  Wellenlänge  gleich  der  belichtenden  Wellenlänge  ist,  be- 
sonders stark  im  reflectirten  Licht  vertreten  sein  muss,  so  kcmnen 
doch  benachbarte  Farben,  und  überhaupt  streng  genommen  keine 
einzige  Farbe  vollkommen  fehlen. 

Nach  einem  Versuch  von  Neuhauss^)  ändert  sich  durch  mecha- 
nisches allmähliches  Abreiben  der  photographischen  Schicht  die 
reflectirte  Mischfarbe  in  gewisser  periodischer  Weise.  Dieses  Ver- 
halti^iX  folgt  theoretisch,  wenn  man  die  geringe  Periodenzahl  in 
dei'  photogi'aphischen  Schicht  berücksichtigt. 

VAne  weitere  Eigenthümlichkeit  dieser  Photographieen  besteht 
darin,  dass  sie  im  reflectirten  liichte  verschiedene  Farben  zeigen 
je  nach  der  Seite,  von  der  man  sie  betrachtet.  Abgesehen  davon, 
dass  die  Glasauflage  gewisse  Verschiedenheiten  beider  Seiten  be- 


1)  Die  bisherigen  Berechnungen,  welche  von  Meslin  (Ann.  de  chim.  et  de 
pliys.  (6)  27,  S.  369,  1892)  und  von  Lippmann  (Journ.  de  phys.  (3)  3,  S.  97 
1894)  veröffentlicht  worden  sind,  machen  nicht  nur  diese  unzutreffende  Voraus- 
setzung, sondern  sie  leiden  auch  an  dem  Widerspruch,  dass  unter  Umständen 
nach  diesen  Rechnungen  die  reflectirte  Intensität  grosser  als  die  einfallende 
sein  könnte. 

2)  Man  vgl.  z.  B.  die  citirte  Arbeit  von  Schutt. 

3)  R.  Neu  hau  SS,  Photogr.  Rundsch.  8,  S.  3()1,  1894.  —  Vgl.  auch  die 
citirte  Arbeit  von  Schutt,  S.  543. 
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dingt,*)  ist  es  durchaus  wahrscheinlich,  dass  dit^  pt»riodischtMi 
Schwankungen  im  optischen  Charakter  der  phi)t4)gi'apluschtMi  Schicht 
an  Amplitude  zunehmen  nach  der  Seite  der  Schicht  zu,  wt'h'he 
am  Metallspiegel  lag.  Wegen  geringer  Lichtabsorption  müssen  sich 
nämlich  die  stehenden  Wellen  bei  der  Exposition  der  Platte  mix^- 
liebst  nahe  am  Metallspiegel  am  reinsten  ausbilden. 

Führt  man  diese  Annahme  in  die  Theorie  ein,  und  berück- 
sichtigt man  schliesslich  nocli  eine  geringe  Absorption  des  Lidites, 
so  nähert  man  sich  mehr  den  wirklichen  Verhältnissen;  es  ergiebt 
sich  dann  sowohl  das  Resultat  von  Neuhauss,  als  die  verschieden!» 
Farbe  bei  Wechsel  der  retlectii-enden  Seite  der  Photogi*ai)hi(\ 
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Das  Huygens'sche  Princip. 

1.  Das  Hvygens'sche  Princip  inSseiner  ersten  Fassung.  Sclmn 
oben  (S.  119)  war  daraufhingewiesen,  dass  dieKrklärun«^^  drr  <^n  rnd- 
linigeu  Fortpflanzung  des  Lidites  vom  Standpunkte  der  W Cllm- 
theorie  Schwierigkeiten  macht.  Um  zu  einer  Erkliirnn*r/n  ^nlan^'rn, 
hatHuygens  das  Princip  aufgestellt,  dass  jeder  von  einer  Licht  wrilr 
getroffene  Punkt  P  als  Ausgangspunkt  von  elementaren  Licht  wrlh-ii 
aufgefasst  werden  könne,  dass  aber  diese  P^lenientarwellen  nm*  auf 
der  sie  einhüllenden  Fläche  eine  merkliche  W'irknni/  hri  vm 
rufen.  Wenn  daher  Q  eine  punktfiirmiofe  Licht(phdh*  i>t ,  drrm 
Lichtausbreitung  durch  den  ebenen  Schirm  S^S,  mit  (h  i  Ortlniiiu' 
A^A2  gehindert  ist,  so  können  wir  die  Wenenlläche,  l»i^  /ii  dir 
die  Lichterregung  nach  Ablauf  einer  gewissen  /<*it  /  «rilanjrt  i  t, 
in  folgender  Weise  construiren: 

Wir  fassen  alle  Punkte  ^3  auf  der  Ebene  /wischen  (hr  OiIIihimi' 
Ai,A2  als   neue  Erregungspnnkte  anf,  die  ihre   Kh-mentarwrlhn 

1)  Vg^.  hierfiber  Wiener,  Wied.  Ann.  f;0,  S.  iss,  WMi. 
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anch  in  den  Raum  hinter  dem  Schinne  fortpflanzen  können.  Diese 
Elementarwellen  sind  Kugelflächen,  die  nm  die  Punkte  A  be- 
schrieben sind,  nnd  zwar  mit  verschieden  grossen  Badien,  wenn 
wir  die  Orte  ins  Äuge  fassen,  bis  zu  denen  die  Lichtfortpflanznng 
von  Q  aus  immer  dieselbe  Zeit  (  gebraucht  hat  Da  z.  B.  in  A^ 
die  directe  Lichterregung  von  Q  aas  früher  angelangt  ist,  als  in 
J,,  so  ist  die  Elementarwelle  am  ^3  entsprechend  dieser  Zeit- 
diSerenz  grösser  zu  zeichnen,  als  die  Elementarwelle  am  ^, .  FSr 
alle  Klementarwellen  muss  offenbar  ihr  Badius,  vermehrt  um  die 
Distanz  ihres  Centrunis  von  Q  ans,  ein  nnd  denselben  Werth  ergeben. 
Auf  die  Weise  erhält  man  aber  als  einhüllende  Fläche  dieser 
Elementarwellen  eine  nm  Q  beschriebene  Kugelfläche  (in  Figur  58 


stark  gezeichnet),  welche  durch  die  Punkte  B,^  begrenzt  ist,  d.  h. 
die  nur  innerhalb  des  von  Q  nach  dem  Rande  des  Schirmes  S^S^ 
gezogenen  Kegels  liegt.  Innerhalb  dieses  Kegels  pflanzt  sich  also 
von  0  aus  das  Licht  so  fort,  als  ob  der  Schirm  überhaupt  nicht 
vorhanden  wäre,  ausserhalb  des  Kegels  ist  aber  keine  Lichterregiing 
vorhanden. 

Erhält  man  also  nach  diesem  Princip  in  der  That  die  gerad- 
linige Fortpflanzung  des  I-ichtes,  so  stehen  doch  der  Anwendung 
des  Principea  in  dieser  Fassung  schwei-w  legende  Bedenken  ent^ 
gegen:  Zunächst  erkenut  man  ans  Figur  58,  dass  die  Elementar- 
wellen um  die  Punkte  A  auch  in  dem  Baume  zwischen  Schirm 
nnd  Lichtquelle  eine  einhüllende  Fläche  (C,  (7,)  besitzen.    Es  mflsste 


IM 


also  auch  nach  rückwärts  stets  Licht  fi>nf^ptläinit  wrrvien»  wÄhrt*r,xi 
in  vollständig  homogenem  Baume  solche  Rrdexionrn  th:fti>;iiohlioh 
nicht  vorkommen.  —  Femer  müsste  die  anceführte  iVustniou^^n* 
d.  h.  die  geradlinige  Fortpflanzung  des  Lichtes*  stets  oUen.  wie 
klein  auch  die  Oeffhung  J,  J^  im  Schirm  gewählt  wirxl,  w^hrtnul. 
wie  schon  oben  S.  5  hervorgehoben  wurde,  bei  sehr  kleiner 
Oeffhung  das  Licht  sich  nicht  mehr  geradlinig  fortpflanzt,  ^^nderu 
die  sogenannte  Lichtbeugung  wahrnehmbar  winl  Weshalb 
gelten  überhaupt  dieselben  üeberlegungen  nicht  auch  für  den  Schall, 
bei  dem  stets  Beugung  eintritt,  oder  wenigstens  der  Schallschatteii 
nie  scharf  begrenzt  ist? 

Bevor  wir  die  Verbesserung  des  Huygens*schen  Principes  durch 
Fresnel  besprechen,  möge  noch  die  Brechung  und  Rettexion  nach 
Huygens  erklärt  wer- 
den. Wenn  A^A^  die 
ebene  Grenze  zwischen 
zwei  Medien  I  und  11 
ist,  in  denen  die  Licht- 
fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten Fl , 
Fj  verschieden  sind, 
so  möge  eine  Welle, 
deren  Wellenebene  zu 
irgend  einer  Zeit  (o  die 
Lage  ii|^  haben  möge, 
schief  auf  die  Grenz- 
fläche A^Ä2  auftreffen-  Wir  fragen,  welches  ist  die  Wcdleiifljlrhe  rt<?r 
Lichterregung  im  Medium  n  zur  Zeit  4  4-/?  Wir  fassen  die  I  Minkte  A 
der  Grenze  als  Erreger  von  Elementarwellen  auf,  die  wie,rt<Tuiii 
verschiedenen  Radios  besitzen,  da  die  Punkte  A  zu  versrliiedeiieji 
Zeiten  von  der  Wellenebene  AB  aas  erregt  werden,  yi,  wird  zur 
Zeit  to  erregt,  die  Elemeotarwelle  um  J,  muss  als^i  mit  dem  Jiadiiis 
A^C  =^  Vit  gezeichnet  werdeiL  Die  Lage  dffS  Punktes  A.^  sei  ho 
gewählt,  das«  er  zur  Zeit  u  -|- 1  HTTf:p,  winL  I>ien  tritt  ein,  wenn 
das  von  J,  aof  die  Welkfoebeiie  gefällte  IjA  A^Ii  die  Länge  r,/ 
besitzt,  da  sieh  in  eineM  honorenen  Medium,  z.  B.  in  J,  irgend  ein 
Stuck  einer  eben»  Welleidli^lM:  narrb  der  Huygen.^Vhen  r'on- 
struction  paaDd  «t  #kk  in  Bi<:fatimg  der  Wellennormale  fort- 
pflanzt Di«  EkflKMMirfJk:  mtu  A^  hsa.  n^th  die^^r  Pe^t-^etzunir 
den  BadiB»  5dL    Flr  wffmd  «m«  Pmkt  A  zwii^hen  A^  and  A^ 


Fig.  M. 
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hat  die  Elementarwelle  einen  Radius,  der  proportional  der  Ent- 
fernung AiA  allmählich  von  V2t  auf  Null  abnimmt.  Die  einhüllende 
Fläche  der  Elementarwellen  im  Medium  11  ist  daher  die  Tangen- 
tialebene A^C  an  die  Kugelfläche  um  A^.  Der  Winkel  ^j^-^i  ^^t 
also  ein  rechter.  Da  nun  sin  (p  =  BA2  :  Ä^A^  =  V^t  :  ^|Jj, 
sin  X  =  GA^  :  AxA2  =  V2t :  AiA2,  so  ist 

sin  cp         Fi  . 

-;  -~  =  W^  =  consL 
stn  X         V2 

Dies  ist  aber,  da  9?  und  x  gleich  Einfalls-  bezw.  Brechungswinkel 
ist,  die  bekannte  Form  des  Brechungsgesetzes.  Der  Brechungs- 
index n  ist  daher,  wie  oben  S.  121  schon  ausgesprochen,  aber  nicht 
theoretisch  abgeleitet  wurde,  gleich  dem  Verhältniss  der  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten des  Lichtes  in  beiden  Medien. 

Wenn  man  die  von  den  Punkten  A  in  das  Medium  I  fort- 
gepflanzten Elementarwellen  construiii;,  so  wird  man  sofort  auf  das 
Reflexionsgesetz  geführt. 

t.  Yerbesserung  des  Huygens'schen  Principes  durch  FresneL 
Fresnel  ersetzt  die  willkürliche  Annahme  von  Huygens,  dass  nur 
auf  der  einhüllenden  Fläche  der  Elementarwellen  merkliche  Licht- 
erregung stattfinden  solle,  durch  den 
Grundsatz,  dass  die  Elementarwellen 
sich  bei  ihrem  Durchkreuzen  gemäss 
dem  Interferenzprincip  beeinflussen. 
Es  soll  also  Licht  nicht  auf  der  ein- 
hüllenden Fläche  auftreten,  sondern 
überall  da,  wo  sich  die  Elementar- 
wellen verstärken,  dagegen  da  Dun- 
kelheit, wo  sie  sich  vernichten.  Durch 
dieses  Fresnel-Huygens'sche  Princip 
ist  nun  in  der  That  sowohl  die  Licht- 
beugung,  als  auch  die  geradlinige 
Fortpflanzung,  sowie  Reflexion  und 
Brecliung  abzuleiten. 

Wir  wollen  die  Lichterregung  in 
einem  Punkte  P  betrachten,  der  von 
einer  Lichtquelle  Q  erregt  wird, 
und  zwar  mr^ge  zunächst  kein  Schirm  zwischen  P  und  Q  vorhanden 
sein.  Wir  kcinnen  eine  um  Q  mit  dem  Radius  a  beschriebene 
Kugelfläche  (Figur  GO)  als  Wellenfläche  auffassen,  deren  Flächen- 
elemente die  Lichterregung  besitzen  (vgl.  oben  S.  119): 


Fig.  60. 
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Ä  =  ^«>«2jr(j,-J),  (1) 

wobei  A  die  Amplitude  des  Lichtes  in  der  Entfernung  a  ==  1  von 

der  Lichtquelle  Q  bedeutet   Fresnel  theilt  nun  die  Kugelfläche  in 

ringförmige  Zonen  ein,  deren  Centrum  auf  der  Geraden  QP  liegt, 

durch  folgende  Construction :   die  erste  Zone  (Centralzone)  reiche 

bis  zum  Punkte  1/, ,  wobei  die  Entfernung  M,  P  =  r,  um  V2  "^  gi'össer 

sei  als  die  Entfernung  Mol\    Bezeiclmen  wir  letztere  mit  6,  so  ist 

also  M^F  =  ry^  =  &  +  V2 ^'    ^i®  zweite  Zone  liege  zwischen  My^ 

und  Jfj,  wobei  M^P  =^rj^^=^r^  +  \X  sei.    Die  dritte  Zone  liege 

zwischen  M^^  und  ifs,  wobei  M'^P=^r^  =  ^2  +  \X  sei  u.  s.  f.    In 

irgend  einer  Zone,  z.  B.  der  dritten,  möge  nun  ein  ringförmiges 

Element  betrachtet  werden,  welches  zwischen  den  Punkten  M  und 

J/'  liege.   Es  mögen  die  Entfernungen  MF  =  r,  M'P  =  r  +  dr  sein, 

ferner  jC  MQP  =  w,  ^]^QP=u  \-du.   Dann  ist  die  Grösse  dieser 

Elementarzone 

do  «=  23t  a^  sin  u  du,  (2) 

Da  die  Beziehung  besteht: 

r^  c=  a^  +  (a  +  6)^  —  2a{a  •{■  h)  cos  Uy 
so  folgt  durch  Differentiation: 

2rdr  =  2a  {a  +  b)  sin  u  du, 
so  dass  man  Gleichung  (2)  schreiben  kann: 

do  =  2jt-^jrdr.  (3) 

Die  Lichterregung  ds\  welche  diese  Elemeutarzone  im  Punkte  P 
hervorruft,  muss  mit  do  proportional  sein,  ferner  umgekehrt  pro- 
portional sein  zu  r,  da  (vgl.  oben  S.  118)  die  Erregung  durch  eine 
unendlich  wenig  ausgedehnte  Lichtquelle  umgekehrt  proportional  zur 
Entfernung  von  ihr  abnimmt.    Aus  (1)  folgt  daher 

ds  =  ^^  cos  2jt  y-rp  —  "  y  ^jdo,  (4) 

oder  gemäss  (3): 

^'  =  2^  a'-fh  ""'  ^^  (r  -  --t-)  ^'  •  (4') 

Hierin  ist  k  ein  Proportionalitätsfactor,  der  nur  noch  von  der 
Neigung  des  Elementes  do  gegen  die  Richtung  r  abhängen  kann. 
Fresnel  nimmt  an,  dass  er  um  so  kleiner  wird,  je  schiefer  r  auf 
do  steht  —  Wenn  wir  nun  den  Winkel  zwischen  r  und  do  innerhalb 
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einer  ganzen  FresneVschen  Zone,  z.  B.  zwischen  Mn^i  und  3/n,  con- 
stant  annehmen,  was  gestattet  ist,  wenn  a  und  h  gross  gegen  die 
Wellenlänge  X  sind,  so  folgt  nach  (4')  für  die  Wirkung  dieser 
n^^  Zone,  da  k  gleich  einer  Constante  kn  ist: 

(5)  sn  =  I  ds  =  2jt^  ^  ^  I  COS  23t  y^j,  —  ^^-^J  ^'^> 


^n-l 


oder 

Sn    = 


Da  nun  m - i  =  6  +  -^ i,  rn  =  b  +  ^X  ist,  so  folgt 

(6)  Sn  =  (-  1)  .  — -p-^-   «n  2ji  [j. ^). 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  successiven  Zonen  abwechselndes 
Vorzeichen  für  s'  ergeben.  Bezeichnet  man  den  absoluten  Betrag 
von  Sn  durch  sn,  so  ist  daher  die  ganze  Wirkung  s\  welche  die 
ersten  n- Zonen  in  P  erzeugen,  nach  dem  Interferenzprincip  gegeben 
durch  die  Reihe: 

(7)  /  ==  5j  _  ^2  ^  5^  _  5^  -j-  _  .  -|-  (—  1)*     ^s^^ 

Wenn  man  kn  für  alle  Zonen  als  gleich  annehmen  wollte,  so 
würden  die  «,,  s^, . . .  alle  einander  gleich  sein.  Der  Werth  der 
Reihe  (7)  würde  dann  je  nach  der  Grösse  von  n  schwanken.  Nun 
nimmt  aber  kn  nnd  daher  auch  s^  mit  wachsendem  n  beständig  ab, 
da  r  immer  schiefer  gegen  do  liegt,  je  grösser  n  wird.  In  diesem 
Falle  lässt  sich  die  Reihe  (7)  in  folgender  Weise  summiren:^) 
Man  kann  schreiben,  falls  n  ungerade  ist: 

.■-•■+(j-^+j)+(j-,.+j)+... 

oder  auch 

S    =  .9,    —   .;    —  \b    ~  *:*    +   2  )   +   l2    —  ^^'S    +    9  j   +    .  .  . 

(9)  "  ^  /       \^  -  / 

1)  Diese  Betrachtungen  sind  von  A.  Schuster  (Phil.  Mag.  (5)  31,  S.  85, 
1891)  angesteUt  worden. 
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Wenn  nun  jedes  8p  grösser  als  das  arithmetische  Mittel  der 
beiden  benachbarten  sp^i  und  5>  +  j  ist,  so  schliessen  wir  aus  (8), 
dass  ist 


*«  — i 


dagegen  folgt  aus  (9) 

Diese  beiden  Grenzwerthe,  zwischen  die  a  auf  diese  Weise  ein- 
geschlossen ist,  sind  aber  einander  gleich,  wenn,  wie  es  hier  der 
Fall  ist,  jedes  Sp  sich  nur  unendlich  wenig  unterscheidet  sowohl 
von  s>  — i  als  von  «p+i.    Daher  ist 

In  ähnlicher  Weise  ist  zu  schliessen,  wenn  jedes  sp  kleiner 
als  das  arithmetische  Mittel  beider  benachbarter  sp  ^1  und  «p  + 1 
ist.  Wenn  man  die  «p  als  successive  Ordinaten  mit  äquidistanten 
Abscissen  aufträgt,  so  bildet  die  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte 
in  diesem  Falle  eine  nach  der  Abscissenaxe  convex  gekrümmte  Curve. 
—  Im  ersten  Falle  ist  diese  Curve  concav  gegen  die  Abscissenaxe. 
Man  kann  nun  auch  dieselben  Schlüsse,  d.  h.  die  Formel  (10),  ge- 
winnen, wenn  jene  Curve  der  sp  aus  einer  endlichen  Anzahl  con- 
vexer  und  concaver  Stücke  besteht.  Nur  wenn  diese  Zahl  unendlich 
gross  wäre,  würde  die  Formel  (10)  eventuell  ungiltig  werden 
können.  Dieser  Fall  tritt  aber  offenbar  mit  dem  Factor  kn  der 
Fresnerschen  Zonen  nicht  ein. 

Wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist,  so  ergiebt  sich  durch  ähnliche 
Schlüsse,  nur  durch  andere  Zusammenfassung  der  Reihe  (7): 

Die  Fresnel'schen  Zonen  sind  nun  nach  Fresnel  so  weit  zu 
construiren,  bis  dass  der  von  P  ausgehende  Eadiusvector  r  die 
um  Q  beschriebene  Wellenfläche  berühii:.  Für  die  letzten  Zonen 
steht  daher  r  senkrecht  auf  ihnen  und  In ,  d.  h.  auch  snj  hat  dann 
nach  Fresnel  den  Werth  Null.  Daher  werden  die  Wertlie  (10) 
und  (10')  identisch  und  die  Lichterregung  s    in  P  hat  den  Werth: 

Man  kann  sie  als  herrührend  ansehen  allein  von  der  Wirkung 
der  Elementarwellen  der  halben  Centralzone. 
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Wenn  man  nun  irgend  einen  Schirm  ao&tellt,  so  hängt  seine' 
Wirkung  auf  P  wesentlich  davon  ab,  ob  er  die  Centralzone  und 
die  nächst  benachbarten  freilässt,  oder  nicht.  Man  sollte  zunächst 
denken,  dass  die  Lichtwirknng  in  P  schon  vollkommen  abgeschnitten 
wäre  durch  einen  kreisförmigen  Schirm,  dessen  Centrum  in  if» 
liegt,  und  der  die  halbe  Centralzone  verdeckt  Das  ist  aber  nicht 
richtig.  Wenn  irgend  ein  kreisförmiger  Schirm  senkrecht  zu  PQ 
mit  dem  Centrum  Mo  aufgestellt  wird,  so  kann  man  die  Fresnel- 
sche  Zonenconstiiiction  vom  Rande  dieses  Schirmes  aus  beginnen. 
Es  bleibt  dann  in  P  wiedenim  die  halbe  Wirkung  der  ersten,  am 
Schirm  gelegenen  Zone  übrig,  d.  h.  es  gilt  Formel  (11),  wobei  h 
jetzt  die  Entfernung  zwischen  P  und  dem  Rande  des  Schirmes 
bezeichnet,  und  k^  sich  auf  die  Randzone  am  Schirm  bezieht.  Auf 
der  Centrale  MoP  kann  also  in  keinem  Punkte  Dunkelheit 
herrschen.  Diesen  überraschenden  Schluss  bestätigt  nun 
in  der  That  auch  die  Beobachtung.  Nur  für  Schirme,  die 
sehr  gross  gegen  die  Wellenlänge  und  nicht  klein  ge^en  die  Ent- 
fernung h  sind,  ist  die  Lichtwirkung  in  P  gering,  weil  der  Factor  l\ 
der  Formel  (5)  dann  klein  wird.  Ebenfalls  ist  die  Lichtwirkung 
in  P  gering,  wenn  in  Mo  ein  nicht  genau  kreisförmiger  Schirm  S 
mit  dem  Centrnm  ifo,  der  viele  Wellenlängen  gross  ist,  aufgestellt 
wird.  Um  dieses  einzusehen,  denken  wir  uns  den  Schirm  S  be- 
grenzt durch  unendlich  kleine  Kreisbögen  um  das  Centrum  Mo  von 
wechselndem  Radius.  Der  Centriwinkel  des  ersten  Kreisbogens 
sei  (/rf, ,  die  Entfernung  seines  Randes  vom  Punkte  P  sei  fcj,  von 
Q  sei  sie  a^.  Dann  ist  nach  (11)  und  den  voi'igen  Bemerkungen 
die  Wirkung  der  ganzen  freien  Oefl'nung,  die  zwischen  den  beiden 
Radienvectoren  liegt,  welche  von  Mo  nach  den  Endpunkten  dieses 
ersten  Kreisbogens  gezogen  werden,  gegeben  durch: 

Die  Wirkung  der  freien,  durch  zwei  Radien  begrenzten  Oeönung, 
die  sich  an  einen  zweiten  Kreisbogen  des  Centriwinkels  dq>2  an- 
schliesst,  ist  in  analoger  Bezeichnung: 

kj  A  A  d(p2        .       ^         (  t  Öf2  +  ^2 


<^i  -\-  02      2n 


u.  s.  f  Alle  diese  Wirkungen  haben  wir  zu  summiren,  wenn  wir 
s  im  Punkte  P  berechnen  wollen  für  den  Fall,  dass  in  Mo  ein 
Schirm  S  von  unregelmässiger  Gestalt  aufgestellt  ist    Wenn  der- 
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äelbe  nicht  zu  gross  iät,  so  können  wir  k^  =  A-j  =  k^  etc.  setzen, 
ebenfalls  können  wir  im  Nenner  a,  +  ^1 ,  o^  +  ^2  ^^c.  die  Unter- 
schiede der  verschiedenen  a  und  der  verschiedenen  b  vernachlässigen, 
so  dass  wir  erhalten: 

*  =(«iV^«{'^9'.  sin2j,  (r-  -t*0  +  ^j^. 

Im  Argumente  der  sin  dürfen  wir  nicht  a,  4-  6,  =  «2  +  ^2  ^^c- 
setzen,  da  diese  Grössen  durch  die  sehr  kleine  Wellenlänge  X 
dividirt  sind.  Wenn  nämlich  der  Durchmesser  des  Schirmes  S 
viele  Wellenlängen  umfasst  (er  braucht  dabei  trotzdem  nur  wenige 
Millimeter  gross  zu  sein),  so  variirt  auch  a  +  6  um  viele  Wellen- 
längen. Im  Ausdruck  (iT)  sind  daher  die  einzelnen  Glieder  bei 
unregelmässiger  Grestalt  des  Schirmes  in  unregelmässig  wechselnder 
Weise  positiv  und  negativ,  die  ganze  Summe  wird  im  Allgemeinen 
nur  unendlich  klein  sein,  weil  erst  bei  bestimmter  regelmässiger 
Gestalt  des  Schirmes,  z.  R  wenn  alle  a  und  b  genau  gleich  sind, 
eine  endliche  Summe  s  entsteht.  Im  Allgemeinen  ist  dalier  s  bei 
unregelmässiger  Gestalt  eines  Schirmes  bei  Mo  unendlich  klein. 
Man  kann  daher  von  einer  geradlinigen  Ausbreitung  des 
Lichtes  sprechen,  indem  durch  genügend  gross(?  Schirme  von 
unregelmässiger  Gestalt,  die  in  der  Verbindungslinie  QP  liegen, 
Dunkelheit  in  P  herbeigefühi*t  wird. 

Wenn  zwischen  Q  und  7'  ein  Schirm  mit  kreisfijrmiger  Oefliiung, 
deren  Centrum  Afo  ist,  aufgestellt  wird,  so  ist  die  Lichtwirkung 
in  P  je  nach  der  Grösse  dieser  Oeffnung  sehr  verschieden.  Lässt 
sie  nur  die  halbe  Centralzoue  frei,  so  ist  die  Wirkung::  in  P  die- 
selbe, als  ob  überhaupt  kein  Schirm  da  wäre.  (Natürliche  Inten- 
sität.) Ist  die  Oeffnung  doppelt  so  gross,  so  dass  die  ganze  Cen- 
tralzoue freibleibt,  so  ist  s  in  P  doppelt  so  gross  als  vorhin,  d.  h. 
es  herrscht  in  P  die  vierfache  natürliche  Lichtintensität.  Wird 
die  Oeffnung  wiederum  verdoppelt,  so  dass  die»  b(»iden  (a^sten  Cen- 
tralzonen  frei  bleiben,  so  ist  nach  (7)  /  =  ä,  — s.^j  d.  h.  nahezu 
Null,  u.  s.  f  Auch  diese  Schlüsse  hat  die  Beobachtung  bestätigt. 
Anstatt  dass  man  Schirme  und  Oeffnungen  wechselnder  Grösse 
wählt,  braucht  man  nur  den  Beobachtungspunkt  P  auf  der  Geraden 
OMo  zu  verschieben. 

Giebt  also  die  Fresnel'sche  Modification  des  Huygens'schen 
Principes  nicht  nur  Eechenschaft  von  der  geradlinigen  Ausbreitung 
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des  Lichtes,  sondern  präcisirt  sie  dieses  Gesetz  auch  als  gewissen 
Grenzfall,  ^)  und  behandelt  die  Abweichungen  von  diesem  Gresetz, 
die  sogenannten  Beugungserscheinungen,  in  einer  der  Beobachtung 
entsprechenden  Weise,  so  sind  doch  noch  zwei  Mängel  in  den 
FresneVschen  Betrachtungen  vorhanden.  Nämlich  erstens  müsste 
von  irgend  einer  Wellenfläche  aus  das  Licht  sich  nicht  nur  in 
einem  Sinne,  sondern  auch  allemal  rückwärts  (nach  der  Lichtquelle 
zu)  wieder  ausbreiten.  Diesen  üebelstand  führte  ja  auch  die 
ursprüngliche  Fassung  des  Huygeus'schen  Principes  mit  sich  (vgl. 
oben  S.  151).  Zweitens  ergiebt  sich  auch  durch  die  FresneFsche 
Berechnung  eine  falsche  Phase  der  Lichterregung  s  in  P.  Denn 
nach  Formel  (1)  S.  153  müsste  bei  directer  Fortpflanzung  sein: 


A  r,      (t        a'\'b\ 


während  nach  (11)  (S.  155)  durch  Uebermittelung  der  Elementar- 
wellen einer  Wellenfläche  ist: 


Um  Identität  der  Amplituden  in  beiden  Ausdrücken  für  a  zu 
erzielen,  kann  man  die  Annahme  /?,  =  ^ß  machen,  die  Phasen 
sind  aber  in  beiden  Ausdrücken  nicht  in  Uebereinstimmung  zu 
bringen.  Diese  Uebelstände  fallen  fort,  wenn  man  das  Huygens- 
sche  Princip  auf  eine  strengere,  analytische  Basis  stellt.  Dieselbe 
ist  zuerst  von  Kirchhoff  *^)  gegeben.  Nachstehende,  in  5.  und  6.  ge- 
gebene einfachere  Ableitung  schliesst  sich  an  Voigt ^)  an. 

3.  Die  Dlffereniialglelchung  fDr  die  Lichterregang.  Den 
analytischen  Ausdruck  für  die  Licht^rregung  s  in  irgend  einem 
Punkte  P  des  Raumes  haben  wir  angeben  können,  falls  es  sich 
um  Kugelwellen  oder  ebene  Wellen  handelte.  Wenn  irgend  welche 
Hindernisse  für  die  Lichtausbreitung  vorhanden  sind,  so  werden 
die  Wellenflächen  oft  in  complicirter  Weise  deformirt.  Um  dann 
den  analytischen  Ausdruck  für  s  zu  bilden,  nmss  man  zunächst 
von  einer  allgemeineren  Grundlage  ausgehen,  nämlich  von  der 
Difterentialgleichung,  der  s  genügt.. 

1)  Dass  er  bei  den  SchallerscheioungeD  so  wenig  erfiiUt  ist,  liegt  daran, 
dass  in  Anbetracht  der  hier  auftretenden  grossen  Wellenlängen  die  Hinder- 
nisse nicht  gross  gegen  letztere  sind. 

2)  G.  Kirchhoff,  G^es.  Werke,  oder  Vorlesungen  über  maih.  Optik. 

3)  W.  Voigt,  Kompendium  d.  theoret.  Physik,  U,  S.  776.  Leiprig  1890. 
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Jede  Theorie  des  Lichtes,  sowie  überhaupt  jede  Theorie  für 
einen  sich  wellenartig  ausbreitenden  Zustand  führt  nun  zu  der 
Differentialgleichung : 

wobei  /  die  Zeit  bedeutet,  x,  y,  z  die  Coordinaten  eines  recht- 
winkligen Axenkreuzes,  V  die  Ausbreitungsgeschwindigkeit  der 
Wellen.  Dieses  Besultat  der  Theorie  möge  hier  vorausgesetzt 
werden,  eine  Ableitung  der  Differentialgleichung  vom  elektro- 
magnetischen Standpunkte  aus  soll  später  (TT.  Abschnitt,  Kapitel  I) 
folgen. 

Zunächst  wollen  wir  zeigen,  wie  aus  jener  Differentialgleichung 
die  schon  oben  benutzten  analytischen  Formen  von  ä  für  ebene 
Wellen  und  für  Kugelwellen  folgen: 

Legen  wir  für  ebene  Wellen  die  a:-Axe  in  die  Wellennormale 
(Fortpflanzungsrichtung),  so  kann  s  nur  von  x  und  i  abhängen,  da 
in  jeder  Ebene  x  =  cow«^.,  welches  eine  Wellenebene  ist,  der 
Schwingungszustand  für  einen  bestimmten  Werth  von  /  ein  und 
derselbe  sein  soll.    Dann  reducirt  sich  aber  (12)  auf: 

-  =  F'^  ^'*  (13) 

Das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  ist  aber 

S  =  r,(t-    y)  +  f2{t    +    y).  (14) 

wobei  /*,    irgend  eine  Function  vom  Argumente  /  —  y  bedeutet, 

/■j  irgend  eine  Function  vom  Argumente  ^  +  j^^.  In  der  Tliat  be- 
zeichnet man  die  ersten  Differentialquotienten  dei*  Functionen  /l 
und  f2  nach  ihren  Argumenten  mit  /*,'  und  /i',  die  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten mit  /;"  und  f^',  so  ist 

ö« /• '  _i_  /• '     ^^* /• "  _i_  /• " 

d«  ^   /•  '  _i_    -^     /* '       ^^^ _l_     '^    /•  "  J /     /•  " 

^— — y/i    -ryf2y    6^2""  "T"  n/1    -i-yih^ 

d-  h.  die  Gleichung  (13)  ist  erfiillt.  Ist  imn  die  Abhängigkeit  des 
8  von  der  Zeit  eine  rein  periodische  ^proportional  zu  cos  2jt  rp\ 
wie  es  homogenem  Licht  entspricht,  so  muss  nach  (14)  sein 

«  =  ^,    cos  2jr  ^y   —    ^fy,  +  (J|  j  +  ^2  ^^^  ^JC^rj,   +    yrp  +   ^2  j ,  (15) 
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wobei  A^  und  A^,  dj  und  dj  Constanten  sind.  Dies  entspricht 
aber  unserem  früheren  Ansatz  für  ebene  Wellen  der  Wellenlänge 
X  =  VT,  und  zwar  ist  A^  die  Amplitude  eines  Wellenzuges,  der 
sich  nach  der  positiven  x-Axe  fortpflanzt,  dagegen  A2  die  Amplitude 
einer  nach  der  negativen  a:-Axe  sich  fortpflanzenden  Welle. 

Im  Falle  kugelförmiger  Wellen,  die  sich  vom  Coordinaten- 
anfang  ausbreiten  mögen,  kann  s  nur  von  i  und  der  Entfernung  r 
vom  Coordinatenanfang  abhängen.    Es  ist  also 

bs bs     dr bs     X 

bx        br'bx        br'  r  ' 

ba bs    br bs     y 

by        br'by        br'r^ 

d« ba    br ba     x 

bx        br'bx        br'r' 

Denn  da  r'^  =  x'^  -\'  y^  +  x'^  ist,  so  erhält  man  durch  partielle 
Differentiation : 

r.ör  =  ^.öx,  d.  h.  ^  =  f  =co*(nr), 

dr y     br * 


b^a        1     bs    ,    x^      b 
bx^        r     br 


b^a *2    02« 

6*2        r2  *  dr2 


und  analog  -  =  ^  ,  g-  =  ^- 

Ferner  folgt 

,    a?2     ^  / i     ba\ «2    d?s    ,    ÖS  /i  x^ 

■^   r  '  dr Vr  '  br)  ~  r^  '  br^  "*"  br\r        r^J  ' 

analog  ^^s y^    ^  i  ^(l  ^ y^ 

by^        r2  '  dr2  ">'  br\r        rV  ' 

bafl  x^ 

"^  br\r        rV* 

Die  Differentialgleichung  (12)  wird  daher  in  diesem  Falle 
was  auch  in  der  Form  zu  schreiben  ist: 

/17\  bHra)_      ,b^{rs) 

Diese  Gleichung  ist  von  derselben  Form  wie  (13),  nur  dass  rs  an 
Stelle  des  dortigen  5  tritt,  und  r  «m  Stelle  von  x.  Das  Integral 
von  (17)  ist  daher  gemäss  (14): 

(IS)  rs  =  r,  (^-;:)+/:^(<+-|;). 

Hat  man  wiederum  homogenes  Licht  der  Periode  T,  so  folgt: 
(19)  8=  "^^  cos  2jt  [^j,  —  ff+^\)  +  ^  cos2jt[^j,  +  yjf+d2j  . 
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Dies  ist  unser  früherer  Ansatz  für  Kugelwellen.  Ein  Wellenzug 
geht  vom  Coordinatenanfang  fort,  einer  geht  nach  ihm  hin.  Die 
Amplituden,  z.  B.  AJr,  sind  umgekehrt  proportional  zu  r.  Dieses 
Resultat,  welches  schon  oben  S.  118  bei  der  Festlegung  des  Inten- 
sitätsmaasses  benutzt  wurde,  folgt  also  aus  der  Differential- 
gleichung (12). 

Bevor  wir  nun  das  Huygens'sche  Princip  aus  dieser  Gleichung 
(12)  ableiten,  muss  ein  Hülfssatz  vorangestellt  werden. 

i.  Ein  mathematischer  Hfllfssatz.  Es  bezeichne  dr  ein 
Volumenelement,  und  F  sei  eine  Function,  welche  innerhalb  eines, 
von  einer  geschlossenen  Fläche  S  umgrenzten  Raumes  überall  end- 
lich, stetig  und  eindeutig  ist.  Es  soll  betrachtet  werden  das  über 
den  ganzen  innerhalb  S  liegenden  Raum  zu  erstreckende  Integi^al: 


/d?^^=/df^^2/^^. 


Man  kann  die  Integration  partiell  nach  x  ausführen,  d.  h.  man 
kann  zunächst  eine  Summation  derjenigen  Elemente  ^  dr  des  Inte- 
grals vornehmen,  welche  auf  einer  beliebigen,  zur  x-Axe  parallelen 
Geraden  ®  liegen.    Dadurch  erhält  man 

dydxf~dx  =  dydx  (—  F,  +  F.^  —  F.,  +  F,  etc.) , 

wobei  die  F^^  F.^  etc.  die  Werthe  der  Function  F  an  denjenigen 
Stellen  der  Oberfläche  S  bedeuten,  an  welchen  sie  von  der  Ge- 
raden® geschnitten  wird.  Der  Allgemeinheit  halber  ist  angenommen, 
dass  diese  Gerade  ®  die  Fläche  S  mehrfach  schneiden  könne; 
jedenfalls  muss  die  Anzahl  der  Schnittstellen  gerade  sein,  weil  S 
eine  geschlossene  Fläche  ist.  Wenn  man  die  Gerade  ®  im  Sinne 
der  wachsenden  x  durchläuft,  so  bezeichnen  F^,  F-^  etc.  mit  un- 
geradem Index  die  Werthe  von  F  an  den  Eintrittsstellen  des  von 
S  umschlossenen  Raumes,  F2,  F,  etc.  njit  geradem  Index  die  Werthe 
von  F  an  den  Austrittsstellen.  Construiren  wir  imn  über  der  Basis 
des  sehr  kleinen  Rechtecks  dy  dz  eine  Säule,  deren  Axe  der  .r-Axe 
parallel  ist,  so  schneidet  diese  aus  der  Fläche  S  Stücke  der  Grösse 
dSi  y  dS2  etc.  an  den  vorhin  betrachteten  Eintritts-  resp.  Austritts- 
stellen aus,  und  zwar  ist  stets: 

dydz  =  +  dS'  cos  (nx) , 

falls  (nx)  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Normale  der  Fläche  S 
an  der  jeweilig  geschnittenen  Stelle  mit  der  x-Axe  bildet    Das 

Drude,  Lehrbuch  d.  Optik.  11 
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Vorzeichen  ist  so  zu  bestimmen,  dass  die  rechte  Seite  positiv  ist, 
da  die  betrachteten  Flächenstücke  positive  Grössen  sind-  Es  soll 
nun  die  positive  Richtung  von  n  nach  dem  Innern  des 
von  S  umgrenzten  Raumes  weisen.  Dann  gilt  für  die  Ein- 
trittsstellen: 

dydx=-\'  dSi  •  cos  {n^x)  =  +  dS^  •  cos  (n-^x)  etc. , 

für  die  Austrittsstellen  dagegen: 

dy  dx  =  —  dS^  •  cos  (^20?)  =  —  ^^4  •  cos  {n^x)  etc. 
Es  ist  daher 


dy 


dx  j  .-  dt  =  —  J'\  cos  (n,u;)  •  dS^  —  F^  cos  (fi^a:)  •  dS^  —  etc. 


Vollführt  man  nun  noch  eine  Integration  nach  y  und  x,  um 
das  ganze  betrachtete  Raumintegral  zu  erhalten,  so  heisst  das,  man 
muss  die  Producte  F  cos  [fix]  dS  über  die  ganze  Oberfläche  V(»n  S 
sunmiiren.    Es  ist  daher: 


(20) 


/  X-  rfr  =  —  I  F  cos  (nx)  •  dS , 


wobei  auf  der  rechten  Seite  /♦'  den  Werth  der  Function  am  Ober- 
flächenelement dS  bedeutet. 

Das  ursprünglich  über  einen  Raum  zu  erstreckende  Integral 
ist  also  durch  diesen  Hülfssatz  in  ein  solches  verwandelt,  welches 
über  die  Oberfläche  des  Raumes  zu  ersti-ecken  ist.  -  -  Aus  dem 
Gange  des  Beweises  erkennt  man,  dass  F  innerhalb  des  betrach- 
teten Raumes  eindeutig,  endlich  und  stetig  sein  nmss,  weil  sonst 
bei  der  i)ai1;iellen  Integration  nicht  nur  Oberflächenweilhe  F^,  F2 
von  /''  auftreten  würden,  sondern  auch  Werthe,  die  sich  auf  das 
Innere  beziehen. 

5.  Zwei  allgemelue  Formeln.  Es  sei  U  eine  Function,  die 
X,  //,  X  und  r  explicit  enthält.    /•  sei  die  Entfernung  vom  Coordi- 

natenanfang,  d.h.  es  ist  r''  =  x-  +  y'  +  x-.  Es  bezeichne  nun  ^^   eine 

Ditterentiation  allein  nach  der  explicit  vorkommenden  Variabein  j-, 
so  dass  7/,  ^  und  r  dabei  als  ( 'onstant^  angesehen  werden.   Dagegen 

bezeichne  ^.     den  Difterentiahiuotienten  von   f/,   der  durch  Fort- 

scln-eiten  um  die  Grösse  dx  längs  der  x-Axe  entsteht,  wobei  zu 
berücksichtigen  ist,  dass  sich  damit  auch  r  ändert.    Es  ist  dann: 

du        ^U   ,    bU    br        bU   ,    bU         ,    x 


d 
dx 
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da  nach  S.  160  ^  =  ^  =  cos  {rx)  ist.    Es  folgt  daher  auch 

Kr  ^)  =  dx  Ir  dx  )  +  ör  (>  öx  )  '  ^^  ^^^^^ 

oder,  da  bei  der  Differentiation  .    die  Grösse  reine  konstante  ist: 

QX 
dx  (r  dx  j=  r-5i^-r2  dx   ^^^  ^^^^^  +    r  drdx  ^^*  (^•^) ' 

Analog  ist: 

'/y  V  '^  d//  /         r    dy2         r2  dy  ^  -'^    '     r  drd^         ^  ^'^  ' 

rf*  (  r  d.  J  =  r  •  di-2-  -  r2  dx   ^^'^  (^^^  +    r  drd.  ^^^  ^' -)  ' 

Unter  ^^   soll  der  Differentialquotient  von   ü  nach  r  vei'standen 

werden,  der  dadurch  entsteht,  dass  man  in  der  fest  angenommenen 
Richtung  r  um  dr  foi-tschreitet.  U  ändert  sich  dadurch  aus  mehreren 
(Tründen:    einmal    ändert    sich    die    in    U   explicit    vorkommende 

Variable  r,  dies  giebt  den  Beitrag  .    ,   andererseits  ändern  sich 

auch  die  in  ü  explicit  vorkommenden  Variabein  x,  //,  x  und  zwar, 
wie  eine  einfache  geometrische  üeberlegung  ergiebt,  um  bezw. 
dr  '  cos  (rx),  dr  •  cos  (ry),  dr  •  cos  (rx).    Es  ist  dalier 

dr     bu  ,  öü      /   s  ,  dr      /   ^  ,  dr/      .   . 

//r   =  dr    +  dx  ^^*  ('*^)  +  d//    ''^^  (^^)  +  bx   ''''''  (""^'^  •  ('^'^-^ 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  anstatt  U  den  Werth  ^-^  einsetzt, 
so  folgt: 

d  {bU\      bw  ,  d2r       ,   ,   .  d2r"       .    ^   ,  d2r       .   .     ,^^. 

dr  (dr  )  =  dr2    +  drdx  '"^^  ^^^)  +  drd^  ''''  ('''/^  +  d.dT  '^'  ^'^^ '    ^^^) 

Durch  Addition  der  drei  Gleichungen  (22)  entsteht  dalier  mit  Be- 
rücksichtigung von  (23)  und  (24): 

dx  \r  bx  )  ~^  dl/  \r  by  )  '^  d\   \  r  bt  ) 

1  /bw  .  d2r     d2r  _  b-2('\      1  d  (bu\  __  1  {du  _  bu\     ^'  ^ 

r  Vdx2    "T"  dy2"  -T  övo    -  ■  ^^2  }  "T-    rdr  \br  )        r^-  \dr         br  ) ' 

Nun  ist  aber 

r  dr  \br  )  "^  r^   br  ~"  r2  dr  V    br )  '  ^^^' 

11* 
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Multiplicirt  man  die  Gleichung  (25)  mit  dem  Volumenelement 
dT  =  dxdydx  und  integrirt  über  einen  Raum,   innerhalb   dessen 

-  X    7  ^  X    I      X     eindeutig,  endlich,  stetig  ist,  so  erhält  man  durch 

dreimalige  Anwendung  *)  des  Hülfssatzes  (20)  auf  S.  162  und  Be- 
rücksichtigung von  (26): 

Der  Raum,  innerhalb  dessen  integrirt  wird,  darf  ofi'enbar  den 
Coordinatenanfang  nicht  enthalten,  da  dort  ^/r  unendlich  gross  wird. 
Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  I.  Entweder  wird  der  Int^- 
grationsraum  von  einer  Fläche  S  begrenzt,  welche  den  Coordinaten- 
anfang nicht  umschliesst,  oder  II.  die  äussere  Begi-enzungsfläche  5 
des  Integrationsgebietes  umschliesst  den  / -oordinatenanfang. 

IL  Fall.  In  diesem  Falle,  den  wir  zunächst  betrachten  wollen, 
schliessen  wir  den  ("oordinatenanfang  durch  eine  um  ihn  beschrie- 
bene Kugel  K  von  sehr  kleinem  Radius  q  aus  dem  Integi-ations- 
gebiete  aus.  Dasselbe  hat  dann  zwei  Begrenzungsflächen:  Eine 
äussere  Begrenzung  S  und  eine  innere  durch  die  Oberfläche  A'  der 
Kugel.  Das  in  (27)  auftretende  Oberflächenint^gi'al  ist  daher  so- 
wohl über  die  äussere  Obei-fläche  S,  als  auch  über  die  Kugelfläche  K 
zu  erstrecken.  Letzteres  liefert  aber  keinen  endlichen  Beitrag, 
wenn  q  unendlich  klein  ist,  da  die  Oberfläche  von  A"  unendlich 
klein  wie  q^^  wird,  und  auf  der  linken  Seite  von  (27)  r  nur  in  der 
ersten  Potenz  im  Nenner  auftritt.    Wir  kihinen  ferner  setzen: 

(28)  ^j.  cos  (rij-)  +  ^^^  cos  (ni/)  +  ^^  cos  {nz)  =  ^^^  , 

wobei  öC/:  ()n  den  Difl'erentialquotienten  bedeutet^  den  nmn  erhält, 
wenn  man  in  der  Richtung  der  inneren  Normale  n  auf  S  um  c^;? 
fortschreitet  und  dabei  r  als  eine  konstante  behandelt.  So 
wird  daher  die  linke  Seite  von  (27): 

1  hU 


■/ 


r  on         ^ 


1)  Dag  in  jener  Formel  (20)  auftretende  Zeichen  .     hat  dieselbe  Bedeii- 

öx 

tung  wie  hier   ,  .    Jene  Formel  ist  hier  auch  fiir  eine  Differentiation  nach  // 
und  nach  x  anzuwenden. 
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und  dieses  Integral  ist  nur  über  die  äussere  Oberfläche  (nicht  auch 
noch  über  die  kleine  Kugelfläche  K)  zu  erstrecken. 

Das  letzte  Glied  der  rechten  Seite  von  (27)  wollen  wir  da- 
diirch  umgestalten,  dass  wir  schreiben 

dr  =  r^dfpdr,  (29) 

indem  wir  ein  Volumenelement  uns  herstellen  durch  den  Aussclinitt 
eines  Elementarkegels  des  räumlichen  Oeflnungswinkels  drp  aus 
einer  Kugelschale,  die  zwischen  den  Radien  r  und  r  +  dr  liegt. 
So  entsteht: 

ji.  i  ('  i"  - ")  ^'  -  /■"•/*  ■ :  ('  f-")- 
Mr^-''\.,-{:'■::-'^J■ 

r  bezeichnet  die  Werthe.  von  r  an  der  äusseren  Obei-flä(*he  S  des 
Integrationsgebietes.    Wenn  nun  q  unendlich  klein  wird,  so  gieht 

r       für  r  =  (>  nichts  Endliches.    Ferner  ist  für  Um  q  =  0 

fdq>'(U}^^^  =  4jt  f'o,  ^'51; 

wenn  mit  U.,  der  Werth  von  U  im  Cwrdinat^-nanfang  bezeichnet 
wird.    Da  ferner  ist 

'r^dq>  =  —  dS  COH  ^nr} ,  ('S'lj 

wenn  die  positive  Kiebtong  von  r  vom  r^M^rdinaterjanfang  foH- 
gerichtet  ist,  so  ist: 

h  C'-  tv  -  n.-r I''  ■  -    -  (  'r  "!^  -   .') 

wobei  dieses  Int*-gral  über  die  üa*i^*^e  Ofr^^i-fl;^:ij"  >/  z»j  ej^t^^i  k^-n 
ist.  —  Es  folgt  daher  .sr:hlie--li':ij  ;j<i/;li    ,V^  .    '.'A    n\A   >','*,    üh^   27  ; 

kl  /rif       'tf       4'tt'       4'ir 

11'—  -  '      \  dl    -    4n  f    . 

In   dieser  Glei^rhuij^   fc<jr  •.    o:*-  Ji;:  .;f?.j;;t>>r/;tfi  o:     ov^    d;?.-   ;^'./>' 
Innere,  wekrli^r*  V'.»u  it^j   Y  Ja^^ijy,  H  visji/M*/t^';.   wi»<j    ^ü^/*'/l^  ^r;i 


'#'i 
'/') 
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werden,  da  die  unendlich  kleine  Kugel  JT,  deren  Volumen  propor- 
tional zu  p^  ist,  für  lim  q  =  0  einen  verschwindenden  Beitrag 
liefert,  weil  r  nur  in  der  ersten  Potenz  im  Nenner  enthalten  ist.  — 
1.  Fall.  Wenn  die  Fläche  S  den  Coordinatenanfang  nicht  uni- 
schliesst,  so  können  wir  alle  Betrachtungen  ungeändert  lassen,  nur 
dass  die  Construction  mit  der  Kugel  K  fortfallt  Um  das  letzte 
Glied  der  rechte"^!  Seite  von  (27)  zu  integriren,  wollen  wir  gerade 
wie  vorhin  setzen: 

dr  =  r^  df  dr ; 
die  Grenzen  der  Integi^ation  sind  jetzt  aber  nicht  q  und  r,  sondern 
r,  und  rj,  nämlich  diejenigen  beiden  Entfernungen  vom  Coordinaten- 
anfang, in  welchen  die  Axe  des  Elementarkegels  vom  Oeflfnungs- 
winkel  dtp  die  Fläche  S  trifft.    Daher  folgt 

Bezeichnet  nun  dS  ein  Flächenelement,  welches  der  Elenient4ir- 
kegel  aus  S  ausschneidet,  so  ist  an  der  Eintrittsstelle  des  Elemen- 
tarkegels, da  n  die  innere  Normale  von  S  sein  soll: 

rj  2  drp  =  -{-  dS  •  cos  (nr) , 

an  der  Austrittsstelle  dagegen 

r^  '^dfp=  —  dS  '  cos  {nr) . 

Man  kann  dalier  das  Raumintegral  (30')  als  das  Oberflächenintegral 
schreiben: 

(30')    =  -fdS  .  cos  (nr)  (  J  ^^f  -  ^^  =.-fdS  ■  cos  (nr^  ^  {^) . 
Folglich  leitet  man  für  diesen  I.  Fall  aus  (27)  ab: 

fj  (bw     bw     (^2r  __  b^ü\ 

J  r  Ur2    ^"  d//2    '^  ö*2         d>2  7  ^^  • 

6.  Strenge  Formnlirung  des  Huygens'schen  Principes.  Von 

den  Formeln  (34)  und  (34')  iimchen  wir  folgende  Anwendung:  Es 
sei  s  die»  Lichterre^ung  in  irgend  einem  Punkte,  Sn  sei  der  Werth 
V(m  Ä  im  Coordinatrnanfang.  .v  genügt  der  Difterentialgleichung  (12) 
auf  S.  159.    Unter  U  wollen  wir  nun  diejenige  Function  verstehen, 
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die  aus  s  entsteht,  wenn  man  das  Argument  t  (Zeit)  ersetzt  durch 
/  —  ^;i\    Wir  wollen  dies  formell  ausdrücken  durch: 

Es  ist  dann  oflFenbar  üo  =  «o,  da  für  den  Coordinatenanfang  r=0 
ist.    Ferner  ist  nach  der  Differentialgleichung  (12): 

da  aber  U  eine  Function  vom  Argument  /  — ''  r  ist.  so  ist  auch 
(vgl.  oben  S.  160  Formeln  (17)  und  (18): 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  daher 

02  r      02  r      02  r  _  02  c; 

dx2  +    biß  "^    d*2"  —   dr2   • 

Daher  ergiebt   (34)   fiir   den  Fall,   dass  die  Fläche  iS  den 
Coordinatenanfang  umschliesst: 

f    ö  *  iL— '/!'). 

r  /      ,         7    ö  .vi/  —  '■/!' ) 


4jt  So 


-I 


ör  r  bn 


dS.  (35) 


Man  kann  den  Inhalt  dieser  Formel  in  folgender  Weise  inter- 
pretiren:  DieLichterregung^o  in  einem  beliebigen  Punkte /^o 
(in  den  wir  den  Coordinatenanfang  gelegt  habrn)  kann  als  die 
Superposition  von  Erregungen  angesehen  werden,  welche 
von  den  Oberflächenelementen  dS  einer  beliebigen,  den 
Punkt  Po  einschliessenden,  geschlossenen  Fläche  S  mit 
der  Geschwindigkeit  V  nacli  Po  hin  fortgepflanzt  sind. 
Denn  die  Elemente  des  Oberflächenintegrals  (35)  sind  Functionen 
vom  Argumenta  —  ''/r,  für  eine  Elementarerschütterung  besteht 
also  zu  einer  um  7r  späteren  Zeit  in  Po  dieselbe  Phase,  wie  sii* 
vorher  auf  dS  bestanden  hat. 

In  dieser  Fassung  von  (35)  erkennen  wir  die  Grundlage  des 
ursprünglichen  Huygens  sehen  Principes,  aber  dei'  Schwingungs- 
zustand der  einzelnen  Quellen  dS  ist  ein  viel  complicirterer,  als 
er  nach  unseren  früheren  Betrachtungen  sein  müsste,  nach  denen 
die  Integrationselemente  einfach  proportional  zu  5  (/  —  7r)  waren 
(vgl.  Formel  (4)  auf  S.  1 53 ). 

Man   kann  also  nach  der  Formel  (35)   die  Erregung  so   im 
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Punkte  Po  berechnen,  falls  man  die  Erregungen  s  und  ^  auf  einer 

geschlossenen  Fläche  S  kennt.  In  gewissen  Fällen  tritt  dies  ein, 
wenn  z.  B.  eine  punktförmige  Lichtquelle  Q  und  nirgends  Schii-ine 
für  die  Lichtausbreitung  vorhanden  sind,  überhaupt  die  Homogenität 
des  Raumes  nirgends  gestört  ist.  In  diesem  Falle  kann  mau  aller- 
dings So  auch  direct  hinschreiben.  Immerhin  ist  es  für  das  Folgende 
nützlich,  zunächst  auf  diesen  Fall  die  Formel  (35)  anzuwenden. 

Die  geschlossene  Fläche  S  möge  die  Lichtquelle  Q  ausschliessen. 
Die  Erregung  in  irgend  einem  Punkte  P  auf  S,  der  die  Ent- 
fernung rj   von  der  Lichtquelle  Q  besitzt,  sei  gegeben  durch: 

(36)  s  =  ^^co8  2jt  (-{,  —  "J)  . 


Ks  ist  dann 


Fig.  61. 


hi  =  tV,  '^•^'  (^"'' )»  '^'  '^• 


(37)^^  =  cos[nr,)y  -  ^^,  cos  2^(^  -  J  +    ^^^    stn  2n  (^  -  ^j}. 

Nun  soll  r,  sehr  gross  gegen  X  sein,  wir  können  daher  das 
erste  Glied  gegen  das  zweite  vernachlässigen  und  erhalten  so: 

(38)  -^■-  -  -  =  COS  (nr,)  •  -^^^   si/i  2jr  (^^  —       \-^)  . 

Ferner  folgt  aus  (36) 

s  [t  -r/V)           A           ^     ff.  r  +  rA 

=       -  COS  2jt  \  nj  -  ,— ^  I  . 

DittVrenzirt  man  diesen  Ausdruck  nach  r,  so  kann  man,  ähn- 
lich wie  in  (37),  wiederum  ein  Glied  fortlassen,  da  auch  r  sehr  gross 
gegen  X  sein  soll.    Es  ergiebt  sich  daher: 
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Durch  Einsetzen  der  Werthe  (38)  und  (39)  in  (35;  folgt: 

So  =  V,,    /  -    sin  2jt(j,  —  '^ "^  ''^  J  [cos  (nr)  —  cos  (nr^)]  dS .      (4()j 

In  dieser  Formel  tretten  wir  den  früheren  FresneVschen  An- 
satz (4)  auf  S.  153  wieder,  aber  mit  folgenden  Verbesserungen: 

1.  Der  FresneVsche  Factor  k  ist  hier  direct  aus  der  Grundlage 
der  Theorie,  nämlich  aus  der  Differentialgleichung  für  *,  bestimmt. 
Nehmen  wir  z.  B.  ein  Element  dS,  welches  im  Punkte  M,  (vgl. 
Figur  61)  auf  der  Verbindungslinie  QPo  liegt.,  so  ist  für  dasselbe 
cos  (nr)  =  —  cos  (wr, ),  da  die  positiven  Richtungen  r  und  r,  gerade 
einander  entgegenlaufen.  Daher  ist  der  FresneFsche  Strahlungs- 
factor  k: 

.  CDS  {nr) 

^  —     -^  -  . 

Stallt  dS  senki'echt  auf  QPo,  so  ist  cos  (nr)  =  —  7,  und  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  erhalten  wir  den  Wertli,  der  oben  S.  158 
für  den  Strahlungsfactor  k^  der  Centralzone  auf  indirectem  Wegt* 
abgeleitet  ist. 

2)  Für  ein  Element  dS,  welches  bei  Mo  liegt  (vgl.  Figur  61), 
ist  r  und  rj  gleichgerichtet,  d.  h.  cos  (wr)  —  cos  {nr^ )  =  0.  Sein 
Einfluss  verschwindet  also  in  so,  d.  b.  wir  erhalten  nicht  eine 
Wirkung  der  Elementarwellen  nach  rückwärts,  die  bei  der  Fresnel- 
Huygens'schen  Fassung  des  Principes  stets  bestehen  würde.  Wie 
man  sofort  sieht,  ist  dieses  Verschwenden  der  nach  rückwärts  fort- 
gepflanzten Wellen  eine  Folge  davon,  dass  in  (35)  jede  Elementar- 
wirkung als  Differenz  zweier  Grössen  auftritt. 

3.  Die  Phase  in  Po  wird  richtig  bestimmt,  wie  sie  die  directe 
Ausbreitung  des  Lichtes  von  Q  nach  Po  ergiebt.  Flächenelemente 
dS  nämlich,  welche  bei  Mo  senki'echt  zu  QPo  liegen,  besitzen  in 
(40)  den  Factor 

-^-(r-^-r). 


Slfl 


es  ist  also,  als  ob  diese  Flächenelemente  um  jtl^  in  der  Phase  be- 
schleunigt schwingen  *)  gegenüber  der  directen  Fortpflanzung  von  Q 


1)  Wenn  man  als  Lichterregung  ,v  nicht  eine  convexe  Kugelwelle  an- 
nimmt, sondern  eine  concave,  die  nach  einem  Punkte  Q  ausserhalb  iS  hinläuft, 
so  modüiciren  sich  die  Betrachtungen  etwas,  wie  man  leicht  aus  (35)  ableiten 
kann.  (In  Mascart,  Trait(5  d'optique,  I,  S.  260,  Paris  1S89  ist  dieser  Fall 
berechnet.)     Dies  kann   unter   Umstünden   für  luterferenzerscheinungen   von 
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nach  dS,  welche  gemäss  (36)  auf  cos  2xCrp  —  ^  iTj  ^ibren  würde. 
Iiitegrirt  man  über  S,  so  ergiebt  sich  wiederum  für  den  Punkt 
Po :  +  C05  2jr  f  y  ~  -  "^  j ,  nicht,  wie  bei  der  Fresnerschen  Rech- 
nung, si7%  ^jrryT  —  ^-^  )  (cf-  oben  S.  158).  Dieser  Widerspruch  der 

FresneFschen  Rechnung  ist  also  hier  auch  gehoben. 

Wenn  nun  irgend  welche  Schirme  aufgestellt  sind,  so  wird 
streng  genommen  die  Aufgabe,  so  zu  bestimmen,  ausserordentlich 
complicii-t,  da  durch  die  Anwesenheit  der  Schirme  die  Lichterregung« 
in  einem  beliebigen  Punkte  P  verschieden  ist  von  der  Erregung «, 
wie  sie  olme  Schirme  von  den  vorhandenen  Lichtquellen  bewirkt 
würde.  Zur  angenäherten  Lösung  der  Aufgabe  kann  man  aber 
die  Annahme  machen,  dass,  wenn  die  Schirme  nicht  das  Licht 
reflectiren  und  vollkommen  undurchsichtig  sind,  dicht  an  der  von 
den  Lichtiiuellen  abgewandten  Seite  eines  Schirmes  s  sowohl,  als 

V  -  verschwinden,  dass  dagegen  an  den  freien  Stellen,  welche  durch 

keinen  vor  die  Lichtquellen  gestellten  Schirm  geschützt  .sind,  die 
Lichterregung  s  den  freien  Werth  s  besitze. 

In  dieser  Weise  wurde  ja  auch  bei  den  oben  angestellten 
FresneVsclien  Ueber legungen  verfahren.  Man  kann  sich  dann  von 
der  Gleichung  (40)  aus,  indem  man  die  Fläclie  S  mtiglichst  an  den 
abgewandten  Seit(Mi  der  Scliirme  entlang  construirt,  sehr  ange- 
nähert Rechenschaft  über  die  Lichterregung  so  in  einem  beliebigen 
Punkte  !\  geben;  in  (40)  treten  nur  di(*  ungescliützten  Flächen- 
elemente dS  auf.  Wie  man  spmell  diese  ungeschützte  Fläclie  5 legt, 
ivst  ganz  gleichgültig,  sie  niuss  nur  von  den  LiJchern  in  den  Srhirmen 
umrandet  sein.  Dieses  Resultat  kcMinen  wir  aus  der  Formel  (34')  auf 
S.  166  abh'iten.  Dieselbe  ergiebt  nämlicli  hier,  dass  die  rechte 
Seite  Von  (40)  den  Werth  Null  hat,  wenn  die  gt^schlossene  Fläche  S 
den  Punkt  /o,  für  den  so  berednu't  wt-rden  soll  (und  die  Licht- 
([Uelh^  (J)  ausschliesst.  ErstrtM'krn  wir  dalier  ein  Integral  Sv  gemäss 
der  Gleichung  (40)  über  eine  ungeschlossene  Fläche  5,  welche  von 
einei-  Curve  G  umrandet  ist,  und  eonstruii-en  wii*  noch  irgend  eine 
andrere  Fläche  S\  welche  ebenfalls  von  C  umrandet  ist,  so  kann 
S  +  ^   als   eine   einzige  geschlossene   Fläche   angesehen   werden. 


Wichtigkeit  sein.    Vgl.  hierüber  Gouy,  Compt.  llend.  110,  S.  1251;  111,  S.  33, 
1800.  —  Wied.  Beibl.  14,  S.  909. 
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welche  den  Coordinatenanfang  Po  nicht  einschliessen  soll.  Nach 
(34' )  verschwindet  die  Summe  so  +  s.'  der  beiden  über  S  und  *S'' 
erstreckten  Integrale.  Es  ist  dabei  aber  n  beständig  als  die  innere 
Normale  der  von  S  -{-  S'  gebildeten  geschlossenen  Fläche  definirt, 
wenn  also  die  positive  Normale  auf  S  nach  der  Seite  hin  zeigt,  wo 
der  C^oordinatenanfang  /  o  liegt,  so  zeigt  die  positive  Normale  auf  S' 
von  dieser  Seite  fort  Rechnen  wir  auch  auf  S'  die  positive  Nor- 
male nach  der  Seite,  nach  welcher  /*>  zu  liegt,  so  kehrt  sich 
dadurch  das  Vorzeichen  des  Integrals  s,!  um.  Wir  haben  dalier 
das  Resultat:  so  —  so  =  0,  d.  h.  so  =  So,  mit  Worten  ausgedrückt: 
Das  Integral  Äo,  definirt  durch  die  Gleichung  (4(h,  hat  für 
alle,  von  einer  Curve  C  umrandeten,  sonst  beliebig  ge- 
stalteten, ungeschlossenen  Flächen  S  denselben  Werth, 
wenn  dabei  die  positive  Normale  immer  in  demselben 
Sinne  gerechnet  wird  (von  der  Seite  der  Lichtquelle  Q  nacli 
der  Seite  von  Po),  und  wenn  diese  verschiedenen  Flächen  .s* 
weder  die  Lichtquelle  Q,  noch  den  Punkt  P.,  für  den  s„ 
berechnet  werden  soll,  einschliessen. 

Wie  man  nun  vom  Integral  (40)  aus  die  geradlinige  Ausbreitun<r 
des  Lichtes  einerseits,  gewisse  Abweichungen  davon  aber  auch  gleich- 
zeitig ableiten  kann,  ist  schon  oben  in  2.  mit  Hülfe  der  Fresnel- 
schen  Zonenconstruction  besprochen.  Im  folgenden  Kapitel  sollen 
genauer  die  Abweichungen  von  der  geradlinigen  Ausbreitung  des 
Lichtes,  die  sogenannten  Beugungserscheinungen,  besprochen  werden. 


Kapitel  IV. 

Beugung  des  Lichtes. 

Wie  aus  den  Entwickelungen  des  §  2  des  vorigen  Kapitels 
hervorgeht,  treten  Beugungserscheinungen  (man  nennt  sie  auch 
Diffraction  des  Lichtes)  immer  auf,  wenn  die  Schirme  oder  freien 
Oeffnungen  nicht  sein*  gross  im  \'ergleich  zur  Lichtwellenlänge 
sind.    Aber  selbst  in  letzterem  Falle  treten,  wie  wir  sehen  werden. 
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unter  Uinständeu  Beugungserscheinungen  auf,  z.  B.  am  Rande  des 
geometrischen  Schattens  eines  sehr  grossen  Schirmes.  Wenn  wir 
nun  die  Beugungserscheinungen  auf  Grund  der  Gleichung  (40)  ge- 
mäss den  oben  S.  170  angestellten  Ueberlegungen  berechnen,  so 
dürfen  wir  nicht  vergessen,  dasswir  dadurch  nur  eine  angenäherte 
Theorie  erhalten,  da  einerseits  bei  vorhandenen  Scliirmen  an  dee 
ungeschützten  Stellen  für  s  nicht  genau  der  Werth  gilt,  wie  er  bd 
völlig  ungestörter  Lichtausbreitung  sein  würde,  andererseits  an  den 

geschützten  Stellen  nicht  genau  s  und  .  *  verschwinden.    Die  An- 

nähenmg  wird  um  so  mehr  die  Wahrlieit  treffen,  je  grösser  die 
Oefl'nungen  in  den  Schirmen  sind;  und  in  der  That  stimmt  in  den 
meisten  Fällen,  wenn  man  z.  B.  nicht  besonders  kleine  Oelfuungen 
verwendet,  die  angenäherte  Theorie  gut  mit  der  Erfahrung.  —  h 
§  7  dieses  Kapitels  wird  die  strenge  Theorie  der  Lichtbeugung 
behandelt  werden. 

1.  Allgemeine   Behandlung   der  Bcugnngserscheinungei. 
Wir    wollen    annehmen,    dass    zwisclien  Lichtquelle  Q   und   dem 

Punkt.e  Po  ein  ebener  Schirm S  vor- 
handen sei,  der  unendlich  ausge- 
dehnt ist  und   der  eine  beliebig 
gestaltete  Oeffnungabesitzt,  welche 
klein    sei    im  Vergleich    zu   der 
Entfernung  r^  von  der  Lichüiuelle 
(j  und  zu  der  P^ntfernung  r  vom 
Punkte  Pu,  für  den  wir  die  Licht- 
erregung So  nach  der  Formel  (40J 
des    vorigi^n   Kapitels    berechnen 
wollen.     Da    bei    der    Kleinheit 
von  0  bei  der  Integration  inner- 
halb   0    die    Winkel    (wr)    und 
(/^r,)   als  constant  zu  betrachten 
sind,  und  ebenfalls  dit^  Gnissen  r  und  /•,,  sofern  sie  nicht  durch  X 
dividirt  sind,  so  folgt  aus  (40): 


(i) 


So  = 


.1      COS  {nr)  —  cos  {nr 


2X 


rn 


-  I    sin  2jt  l,n 


) 


da. 


Wir  wollen  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  x,  y,  x 
zu  Grunde  legen.  Uie  rr//-Ebene  liege  im  Schirme  S,  ein  beliebiger 
Punkt  P  der  Oeft'nung  o  haben  die  Coordinaten  x  und  ;/.  Die 
Lichtquelle  Q  habe  die  Coordinaten  Xi ,  ?/| ,  ^i   und   zwar  sei  äj 


I 

Dir  Zi-:-:": ::  -- 


Mii  i.  .- 
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n  +r  =  Qy  +Qo  +  fix,y)-  j^^ 

t         Ci  +  Co  ''  ') 

(9)  f X  T 

A   cos  (nr)  —  cos  (wri)  ., 

2l  Tr;  —  ^    » 

SO  wird  (1)  zu: 

(10)  So  =  ^'  I  sin  2jt   fp  j  cos  |/(a*,  //)]  do  —  cos  2jt  ji  j  sin  [/(x,  y)]  da\ 

Mail  kann  daher  so  auffassen  als  entstanden  durch  die  Super- 
position  zweier  Wellen,  deren  Amplituden  proportional  sind  zu: 


(11) 


G=  I  cos  [f{x, y)]  dOy 
S  =  jsin\f(x,y)](i0, 


und  welche  eine  Phasendifferenz  von  ti!.^  gegen  einander  besitzen. 
Nach  dem  Satze  der  S.  123  [vgl.  auch  die  dortige  Formel  (11)]  ist 
daher  die  Lichtintensität  im  Punkte  P«: 

(12)  J=ä''^{C'^  +  S'^), 

Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  nämlich  1.  Lichtquelle 
und  der  betrachtete  Punkt  7 'o  liegen  im  Endlichen  (FresneTsche 
Beugungserscheinungen),  2.  Licht(iuelle  und  7 o  sind  unendlich 
weit  entfernt  (Fraunhofer\sche  Beugungserscheinungen). 

2.  Fresnel'sche  Beuguugscrscheinuugen.  Wir  legen  den 
( 'oordinatenanfang  auf  die  Verbindungslinie  QPo  (und  in  die  Ebene 
des  Beugungsschirmes).  Dann  ist  (>,  und  Qo  gerade  einander  ent- 
gegen gerichtet,  und  daher 

«1  =  —  ß",  A  =  —  ßo- 

Es  wird  dann,  wie  ein  Vergleich  von  (8)  und  der  Definitions- 
gleichung  (9)  für  /'(x,  y)  lehi-t: 

m  /*(^^>:'/)  =  a(cm  +  .0  ^•'' +  •^' ~  ^'•''''  +^A)'3- 

Diesen  Ausdruck  kann  man  noch  weiter  V(*reinfachen,  wenn  man 
die  r-Axe  in  die  Projection  von  QP.,  auf  den  Beugungsschirm  legt. 
Es  ist  dann  ft  =  0,    Bezeichnet  man  ferner  den  Winkel,  den  p/ 
mit  der  «-Axe  macht,  durch  f^,  so  wird  dann: 


1)  Man  verlegt  also  den  AnÜEuigspunkt  der  Zeit. 
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/■(^,  y)  =  l  {^  +  ^)  [x'  'Cos^(r  +  y^.  (14) 

m  den  Gang  der  Untersuchung  nicht  durch  längere  Rechnungen 
uterbrechen  zu  müssen,  schicken  wir  einige  mathematische  Be- 
•achtungen  voraus. 

3.  FresnePsehe  lutegrale.  Wir  wollen  die  Eigenschaften  der 
Is  „FresneFsche  Integrale"  bezeichneten  Functionen  geometrisch 
iscutiren  \).    Es  sind  dies  die  beiden  Integrale: 

cos   ^   flv,  f^  =  I  sin   ij  (h\  (IT)) 


o 


Wir  wollen  g  und  tj  für  jeden  bestinmiten  Wei1;h  des  Para- 
leters  v  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  l^mktt^s  E  auf- 
issen.  Bei  continuirlicher  Aenderung  des  v  beschreibt  dann  /•; 
ine  Curve.    Die  Grestalt  dieser  Curve  wollen  wir  bestimmen. 

Die  Curve  geht  durch  den  Coordinatenanfang,  weil  für  v  =  u 
ach  ^  =  Tj  =  0  ist.  Wenn  man  v  in  — v  umkelii-t,  so  ändei*t  sich 
as  Integrationselement  nicht,  aber  die  obere  Grenze  des  Integrals, 
nd  daher  auch  g  und  tj  wechseln  die  Zeichen.  Dalier  ist  der 
oordinatenanfang  ein  Symmetriecentrum  der  Curve,  denn  zu  jedem 
-§,  +;/  kann  man  ein  — g,  — //  finden.  Die  Projectionen  (*ines 
logenelementes  ds  der  Curve  auf  die  Coordinatenaxen  sind  nach  (15): 

(l§  =  dv  •  COS  '  .^  ,  ////  =  flv  '  sin'  ^   .  (16) 

Daher  folgt 

ds  =  V  dB,'  +~di]'-=  dv, 
ier,  wenn  wir  die  Bogenlänge  s  vom  Coordinatenanfang  an  zählen: 

s  =  r.  (17) 

Der  Winkel  r,  den  die  Tangente  der  Curve  in  dem  beliebigen 
linkte  E  mit  der  §-Axe  einschliesst,  ist  gegeben  durch 

tg  r  =  \l^-  =  ^9  ^9  »  d.  h.  r  =  ^  v-,  (IS) 

m  Coordinatenanfang  verläuft  also  die  Curve  parallel  zur  §-Axe, 
ir  r  =  7,  d.  h.   nach   der  Bogenlänge  ä  =  i,   ist  sie   parallel  zur 


1)  Diesen  Weg  hat  zuerst  A.  Cornu  eingeschlagen  im  Joura.  dePhys.  3, 1874. 
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jy-Axe,  fnrs^^=2  parallel  zur  g-Axe,  für  s^  =  5  parallel   zur 
?y-Axe  u.  s.  f. 

Der  Krümmungsradius  q  iu  einem  beliebigen  Punkte  E  der 
Curve  ist  gegeben  durch  [vgl  (17)  und  (18)]: 

(^^^  ^~  dt~    7tV~  TIS    ' 

Für  v  =  ö,  d.  h.  im  Coordinatenanfang,  hat  daher  die  Curve 
einen  Inflexionspunkt,  für  wachsende  v,  d.  h.  für  wachsende  Bogen, 
wird  Q  beständig  kleiner.  Die  Curve  bildet  daher  eine  sich  nicht 
schneidende  Doppelspirale,  welche  sich  um  die  beiden  asymptotischen 
Punkte  F  und  F\  welche  für  v  =  +  oc  und  t;  =  —  ^  erreicht 
werden,  herumwindet.  Wir  wollen  die  Coordinaten  dieser  Punkte 
berechnen.    Für  F  ist 


(20) 


QO  OB 

§p  =  j  cos  ^   dv,    rjp=  I  stn    ^    dv. 


0  o 

Um    diese   bestimmten    Integrale    auszuwerthen,    gehen  wir 
aus  von 


(21)  e        dx  =  M. 


f 


o 


Schreibt  man  //  als  Integrationsvariabele,  so  ist  auch 


/ 


dy  =  M. 


ü 


Das  Product  beider  bestimmten  Integrale  liefert: 

OD    eo 

(22)  /  /  e  djcdy  =  MK 


II 


Fasst  man  nun  x  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines 
l^inktes  P  auf,  so  ist  .r-  +  y'^  =  r-,  wobei  r  die  Entfernung  des  P 
vom  Coordinatenanfang  ist.  Ferner  kann  man  dxdy  als  Flächen- 
element do  auffassen  in  der  .r//-Kbene.  Begi-enzt  man  aber  ein 
Flächenelement  durch  zwei  im  Abstände  dr  von  einander  liegende 
unendlich  kleine  Kreisbogen,  welche  um  den  Coordinatenanfang  be- 
schrieben sind  und  den  Centriwinkel  dq)  haben,  so  ist  ein  Flächen- 
element do: 
(23)  do  =  rdrdcf. 
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Man  kann  daher  (22)  schreiben,   da   über  einen  Quadranten 
k^v  i/oordinatenebene  integiirt  wird: 

jiri=    id(p    rr*^  rdr,  (24) 


Nun  ist  aber 


daher  wird 


/ 


e        rdr=^ —  ^  e 


jifi  =  ^,  3/=  -^y^.  (25) 

Schreibt  man  nun  in  (21)  für  x: 

xi  =  _i?^\d.h.a:=i;l/^,  (26) 

wobei  /  die   imaginäre  Einheit  bedeutet,  so  folgert  man  aus  (21) 
und  (25): 


V--i'-I 


,•       .  71V^ 


t    -7 


o 


0 


dv  =  \  y^jT»  oder 


Da  nun  ist: 


da  -  ^4  =  y.-  ='-+/' ist: 

Y-  i      ^         Y- 

e  '  -'J-  dv  =  ^  t-  •  ^^'^^ 

0 


*    2     =cos    -.^  •  +  l  .SUt     .j    ,  (28) 


^^  folgt  durch  Gleichsetzen  der  reell(»n  und  imaginären  Bestaiid- 
Wle  beider  Seiten  der  Gleichung  (27j: 

OD  00 

/  COS  ^^-  t/v  =  ^,     /  »in  ^1   Jr  =  .j .  (29) 


0 


^mäss  (20)  hat  also  der  asymptotische  Punkt  F  die  Coordinaten 
SF=i/j5-=  1/.,.  Es  ergiebt  sich  daher  die  in  Figur  63  gezeichnete 
^stalt  der  Curve.  Man  kann  die  Curve  in  folgender  Weise  con- 
•^truiren:  Von  0  aus  geht  man  bis  zum  Werthe  s  =  0,1  auf  der 
Abscissenaxe  fort    An  diesen  Punkt  anschliessend  construirt  man 

Drade,  Lebrbaeh  d.  Optik.  12 
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nun  einen  Kreis  mit  dem  Radius  (nach  19)  p  =  —  ==  — .  Das  Cen- 
trum des  Kreises  liegt  vom  Punkte  s  =  0,1  ans  in  einer  Richtung, 
die  [nach  (18)]  den  Winkel  f  =  ^  =  0,01  j  mit  der  ij-Axe  ein- 

schliesst.  Auf  dem  so  construirten  Kreise  trägt  man  den  Bogen 
s  =  0,1  ab.    An  den  Endpunkt  trägt  man  einen  Kreisbogen  mit 

dem  Radius  q=  =  — ^  =  -.   Die  Richtung  nach  seinem  Cen- 


ns 


n.O^ 


n 


Fig.  68. 


trum   macht  den  Winkel  r  =   y-  =  0,04  •  ^   mit  der  ij-Axe.    In 

dieser  Weise  fortfahrend,  kann  man  die  ganze  Curve  constmiren. 
4.  Beugung  am  geradlinigen  Bande  eines  Schirmes.    Wir 

nehmen  die  Bezeichnungen  des  §  2  wieder  auf.  Die  y-Axe  möge 
parallel  zur  Schirmkante  liegen,  der  Schirm  erstrecke  sich  vom 
Werthe  j-  =  +  oc  bis  zum  Werthe  x  =  x  (Schirmrand).  In  Figur  64 
ist  X  positiv,  d.  h.  Po  liegt  ausserhalb  des  geometrischen  Schattens 


Bengnng  des  Lichtes. 


17» 


/" 


IS  Schirmes,  Untersuchen  wir  die  Lichtintensität  in  einer  zur 
cbirmkante  senkrechten  Ebene,  welche  durch  die  Lichbinelle  v 
ebt,  so  liegt  QP,  in  der  3:s;-Ebena  Es  gilt  daher  dann  die 
'oniiel  (14),  und  wir  haben  nach  (11)  zu  bilden: 

C  -^fj^  'l'J  «»«  ["  (l  +  l)  (■^'w'  'J'  +  .'/■')] , 

S  -fp-'  ''9  «"'»  E  (/,  +  ^J  (^'<"*'  f  +  .'/-'  I  ■ 

Zunächst  haben  wir  es  zu  rechtfertigen,  dass  wir  hier  übi-r  dif^ 

ganze,  vom  Schirm  frei  gelasfäene  j-i/-Ebene  integrireii,  wiUii-«nil 

wir  bei  unseren  früheren  Entwickelungen  (vgl.  S.  172^  vurausw-tztifn, 

dass  nur  über  eine  Oefifnnng 

ö  integrirt    werden   solle,  t 

deren  sämmtliche  Punkte  /'  | 

in  Distanzen  vom  Coordi- 

natenanfang  liegen,  welche 

klein  gegen  p,  und  po  sein 

sollten.  Ein  derartiges  Inte- 

gration^ebiet  ist  nun""' in 

iler   That    allein    für    die 

Lichtintensität  J  im  Punkte 

Pn  massgebend,  da  es  die 

Centralzonen ,     nnd    zwar 

noch  sehr  viele  derselben,  "^ 

uinfasst.    Eine  Integration 

über  anschliessende, weitere  ,,       </ 

Gebiet«   fügt    aber    keine        " 

weiteren    Antheile    za    J 

hinzu,  da  wir  frQber  abteit«ftirn.  dass  i^iri  S<-Iiiriiiniii<l  ki-iri'-ii  Kiii 

fluss  mehr  anf  die  Lichtintensität  in  i-imriii  l'iiiikl^;  /'.,  Utii,  wiiii 

er  viele  Zonen  weit  entfernt  ist  von  d<rr  iWi-rUiu  Vi-rbJii'liiii|/Rliiiii^ 

von  Po  zur  Lichtquelle  0-  Wir  könn';n  daher  in  'If'ij  nhw  Ai^ndi-imif^ 

des  Resultates  die  Iniegrati-in  öb»rr  die  «ai 

gelassene  jy-Ebene  vornelirneu. 
Setzt  man  in  (30 1: 


.  H<-hin 


ff.-j 


'Qi+D'" 


'('  '  'I- 

'.  '  PI        o..f  ■' 


ISO 
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SO  entsteht: 


C  = 


(32) 


~-^  —  Y\'  f  f^^  du  cos  ^^  (v2  +  u^) , 

cos  W'  ^   l      +    -  I     J  J 


o*    -I-« 


S  = 


cos 


/  I dvdu  sin  ^  (v^  +  t*'^)  > 


wobei 

(33)  .'  =  /  CO.  rp  y\  Q^  +  ^) . 

Li'töt  iiiau  nun  auf: 


cos  .^  {v-  +  ?/■-)  =  cos 


nv 


nu' 


.    nv^    .    nü* 


^  cos    ,j s%n  -ö^-  sin    ^  , 


und  analog  sin  ^j  {v-  +  u-),  so  kann  man  die  Integi'ation  nach  u 
sofort  vornelnnen  und  erhält  unter  Rücksicht  auf  (29): 


c=r 


(34) 


/  cos  ^]j-  dv  —  /  sin  -~  dv 
^  =  f  '\    I  sin  ~  dv  +  I  cos  -*-  dv  < , 


b 


sin  -77  '/t'  +  1  cos  -.j- 


ao 


J 


(35) 


/•  = 


2co.i  w  {      +      i 


Niifli  (12)  folgt  daher 


1'.! .  ri .) 


(36)       J=2Ä'r'-{\    lcos''f,lü]    + 


r_^ 


.    7rt;2        \    1 


OD 


'.00 


)■ 


Für.l'  gilt  derWerth  nach  (9)  auf  8.174.  Da  nach  der  Bemerkung 
der  vorigen  Seite  nur  diejenigen  Flächentlieile  der  r//-Ebeue  bei  der 
Integration  zur  Bestimmung  der  Lichtintensität  J  im  Punkt^^  /o 
ins  Gewicht  fallen,  welche  in  der  Nähe  des  Coordinatenanfangs- 
punktes  liegen,  so  ist  in  Ä  zu  setzen 

'/•  =  fj,.f  Vy  =  (>, ,  cos  (/zr)  =  —  cos  (wr, )  =  cos  (p . 
Daher  ist 
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Für  die  beiden  in  (36)  auftretenden  FresneFsclien  Integrale  be- 
nutzen wir  die  geometi'ische  Darstellung  und  Bezeichnung  des  §  3. 
Wenn  die  Coordinaten  eines  Punktes  E  der  Curve  der  Figur  63 
dargestellt  sind  durch  die  früheren  Gleichungen  (15),  d.  h.  durch 

V  I 

COS    .j   dv,    ^1  =  1  sin    ^   dv , 

ferner  die  Coordinaten  eines  anderen  Punktes  Bf  der  Curve,  der 
zum  Parameter  v  gehört,  durch: 

g  =^  I  cos  — y  dv,  y  =  j  sm    .^  dv , 

o  o 

so  ist  offenbar: 

*  t 

I  cos^   dv  =  ^  —  g,    /  sin  ^^   dv  =  //  —  ry. 

Die  Summe  der  Quadrate  dieser  beiden  Integrale  ist  also 
gleich  dem  Quadrat  der  Entfernung  zwischen  den  beiden 
Punkten  E  und  E'  der  Curve  in  Figur  63.  —  Zum  Parameter 
V  =  —  cc  gehört  der  Punkt  E=  ?^  in  Figur  63.  Bezeichnet  man 
daher  die  Entfernung  des  Punktes  F"  von  einem  zum  Parameter  v 
gehörenden  Punkte  E'  durch  (—  ^,  v),  so  wird  nach  (36)  und  (37) 

Aus  der  Gestalt  der  Curve  Figur  63  ergiebt  sich  nun  sofoi-t,  dass 
J  Maxima  und  Minima  besitzt  für  positive  Werthe  v> , 
d.h.  wenn  Po  ausserhalb  des  geometrischen  Schattens  des 
Schirmes  liegt;  innerhalb  desselben  dagegen  wird  die 
Lichtintensität  beständig  kleiner,  wenn  R,  tiefer  in  den 
Schatten  hereinrückt,  denn  dann  ist  v  negativ  und  der  Punkt  7^' 
nähert  sich  beständig  dem  Punkte  F\ 

Für  V  =  +  ^  wird  ( —  ?c,  +  oc)'-  =  2,  da  die  Funkte  F 
und  F"  jeder  die  Coordinaten  §  =  ^  =  V2  besitzen.  In  diesem  Falle 
liegt  Po  sehr  weit  ausserhalb  des  geometrischen  Schattens  und  die 
Lichtintensität  wird  nach  (38)  gleich  der  natürlichen,  wie  sie  ohne 
Vorhandensein  eines  Schirmes  besteht.  — -  Für  v  =  0  liegt  Po 
gerade  am  Rande  des  geometrischen  Schattens.  Dann  ist  (—  x^,o)  -= ' ., 
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und  die  Lichtintensität  ist  nach  (38)  gleich  ein  Viertel  der  natür- 
lichen Intensität. 

Die  strenge  Berechnung  der  Maxinia  und  Minima  der  Licht- 
stärke, falls  Po  ausserhalb  des  Schattens  liegt,  wollen  wir  hier  nicht 
ausführen.  *)  Näherungsweise  ergiebt  sich  aus  der  Figur  (63),  dass 
diese  Maxima  und  Minima  an  den  Schnittstellen  der  Linie  FF' 
mit  der  Curve  liegen.  Da  diese  Linie  von  der  Curve  annähernd 
rechtwinklig  geschnitten  wird,  so  ist  für  die  Maxima  der  Neigungs- 
winkel T  der  Curve  gegen  die  g-Axe  gleich  (^/4  +  2h)  x^  dagegen 
für  die  Minima:  r  =  ('/4  +  2h)  n,  wobei  ä  =  0, 1,  2  . .  ist    Wegen 

der  Gleichung  (18)  auf  S.  175  ist  daher  für  die  Maxima:  v  =  V%  +  A 

für  die  Minima  v  =  "/'/i  +  4h.  Um  nun  die  Lage  der  Beugungs- 
fransen zu  bestimmen,  denken  wir  ^^ :  den  Beugungsschirm  so  um 
seine  Kante  gedi^eht'-^),  dass  er  senkrecht  zu  der  kürzesten  Ent- 
fernung a  der  Lichtquelle  Q  von  der  Schirmkante  liegt  (vgl.  Figur  64). 
Dann  ist  ()j  =  a  :  cos  (p.  Ferner  ziehen  wir  durch  Pu  eine  Parallele 
zur  x-Axe,  und  die  Entfernung  des  Po  vom  geometrischen  Schatten 
des  Schirmes,  gemessen  auf  dieser  Parallelen,  betrage  d.  Dann  ist 
X  :  d  =  a:  a  +  b.  Es  bedeutet  daher  d  den  Abstand  des  Punktes  K, 
für  den  die  Lichtstärke  berechnet  wird,  vom  geometrischen  Schatten 
in  einer  Ebene,  die  um  die  Grösse  b  hinter  dem  Schirme  liegt 
Führen  wir  nun  in  (33)  an  Stelle"  von  x  die  Grösse  d  ein  und 
setzen  Qi  =  a,  Qo  =  6,  was  gestattet  ist,  da  cos  rp  sich  nur  unmerk- 
bar von  1  unterscheidet,  falls  wir  Po  in  der  Nähe  des  geometrischen 
Schattens  annehmen,  so  wird  nach  (33) 

falls  p  eine  Abkürzung  ist  für 

(40)  p  =  ^i%  ±*>  . 

1)  Vgl.  hierüber  Fresnel,  Oeuvr.  comp!.  I,  8.  322.  —  üeber  Reiheneut- 
wickelungen  der  Fresnel'schen  Integrale  vgl.  Vorles.  üb.  theor.  Optik  von 
F.  Neu  mann,  herausgeg.  v.  Dorn,  Leipzig,  1885,  S.  62 — 69.  —  Am  vollstau- 
digsten  ist  von  Lommcl  in  den  Abhandl.  der  bayr.  Akad.  Bd.  15.  S.  229  u.  52i), 
II.  Cl.  die  Beugung  an  kreisfiirmig  und  geradlinig  begrenzten  Schirmen  theo- 
retisch und  experimentell  behandelt  worden. 

2)  Durch  eine  solche  Drehung  des  Schirmes  und  dementsprechende 
Drehung  der  freien  Fläche,  über  welche  integrirt  wird,  tritt  nach  dem  Satie 
der  S.  171  keine  Aenderung  im  Besultatc  ein. 
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I  Maiima  der  Liclitstärke  finden  dalier  statt  für  il  = 
'  4h.(Br 


P  V\  +  4h, 


d,=p-  1,225;   rfa  -=p  ■  2,345;  .Z,  =p  ■  3,082  etc. 
Minima  finden  statt  filr  d=p  V\  +  *A,  d.  li.  fiir: 

rf,'  =  p-i,871;   (V-^/'2,739;   fi,' "^i' ■  3.391  etc. 
Die  geuaueii  Wertlie  weichen    nur  sehr  wenig  von  diesen  Än- 
ofilieningswertheii   ab  und   die  Beobachtungen ')   be^tiLtigen  diese 
Pallien. 

Die  Lichtiutensität  in  die»en  Maxiniis  und  Minimis  ergiebt 
''ich  nach  (38)  einfach  durch  geouietrische  Ausmessung  der  Ab- 
'■'chuitte,  welclie  die  Linie  F'F  in  Figur  63  mit  der  Curve  bildet, 
^^aii  erhält  so  für  die  Maxiraa,  falls  die  fi'eie  Intensität  =  l  ge- 
atzt wird: 

J^=^l,34;   Jj^l,2y;   Jj=--l,16;  1 

Rir  die  Minima  folgt:  I 

Fresnel  hat  durch  exactere  Berechnung  seiner  Int^gi'ale  um- 
enig  davon  abweichende  Werthe  gefunden. 

5.  Ben^iig  darcli  einen  sclimaleu  Spalt.  Wir  legen  das-  ' 
s*^lbe  CnordinatensysteTii  und  dieselben  Bezeichnungen  zu  Gruüde, 
Wie  im  vorigen  Paragraphen,  und  untersuchen  die  Lichtiutensität 
in  einer  zu  den  (einander  parallelen)  ypalträndern  senkrechten 
Ebene,  welche  durch  die  Lichtquelle  0  gellt.  Diese  Ebene  ist  die 
Ji-Ebene,  vgl  Figur  65.  Die  j-Coordinateu  der  Spaltränder  seien 
/,  und  .i-j.  Wenn  der  Punkt  Po,  für  den  wir  die  Lichtintensität 
berechnen,  im  geometrischen  Schatten  eines  der  den  Spalt  zu 
beiden  Seiten  begrenzenden  Schinne  liegt,  so  sind  j,  und  ^^  ent- 
weder beide  positiv,  oder  beide  negativ.  Wenn  aber  die  Verbin- 
dungslinie QPn  durch  den  fi-eien  Spalt  geht,  so  sind  die  Vorzeichen 
von  j'i  und  rj  einander  entgegengesetzt.  Dieser  Fall  ist  in  Figur  65 
gezeichnet.  Wir  wollen  auch  die  dort  gezeichnete  Lage  der  Licht- 
Huelle  Q  senkrecht  über  der  Mitte  des  Spaltes  festhatten.  Bezeichnet 
man  die  Spaltbreite  tnit  6,  so  ist: 


mT         r, -^,=d,' 

■r. 

-  '.'j  ä  :  d 

_. 

«  +  ». 

(41) 

man 

die  Beuguugsfran 

«en  entweder  ouf 

einem 

geeignet  gestellten  Schinne  zu  Stand 

e  kommen, 

oder 

inau  benutzt  eine 

Lupe 

mit  Glasmicrometef,  cf.  oben  S 

125, 

Aum. 

^ 
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Für  a  und  b  kann  man  annähernd  (>,  und  Qo  schreiben,  da  bei 
kleinem  6  die  Neigung  von  (>,  gegen  a  sehr  gering  ist. 

Führen  wir  wiederum  die  Grösse  v  ein  nach  der  Gleichung  (31 1 
auf  S.  179  und  nennen  wir  v^  und  ^2  die  Werthe  des  Parameters  r, 
welche  den  Integrationsgrenzen  a-,  und  x^  entsprechen,  so  wird  die 
Lichtintensität  in  Po  gei*ade  wie  nach  (38): 

(-•2)  '^=-^^-^;y^(^"*^)'' 

wobei  {v^,  r^)  die  Entfernung  zwischen  den  zwei  Punkten  der 
Curve  in  Figur  03  bezeichnet,  welche  den  Parametern  v,  und  r, 
entsprechen.    Es  ist  nun  aber  nach  (41)  und  (31): 

(43)  v,-r,==öYf{l+J),  ^^^==ä:p, 

wobei  ])  die  Abkürzung  nach  Gleichung  (40)  bedeutet.  —  Wenn 
wir  nun  die  Lichtv(»i1;heilung  in  einer  Ebene  untersuchen  wollen, 

welche  um  b  hinter  dem  Beuguiigs- 
^  schirm  liegt,  so  haben  wir  den 

l  I  Ausdruck  (42)  in  seiner  Abhängig- 

keit von  d  zu   discutiren.    Nadi 
(43)  bleibt  die  Differenz  der  Para- 
meter Vi,  V2  constant.,  es  handelt 
y  \^  '"  sich  also  um  die  Frage:  wie  variiit 

v;.  :J-. :_--'  '^     der  Abstand  zwischen   den  zwei 

Punkten    i'i,  w^    der    Curve    der 
Figur  03,    zwischen    denen   eine 
/l;      '\b  constante  Bogenlänge  s  =  u,  —1% 

/      I  der  Curve  liegt? 

/       I  Nehmen    wir    zunächst   einen 

-, '  //  ^^''^^'   schmalen  Spalt,   sodass  die 

pjg  65.  constante  Bogenlänge  s  etwa  den 

Wei*th  0,1  besitzt,  0  so  ergiebt 
Jene  Curve  sofort,  dass  die  LichtintensitHt  vcm  </  =  0  an  bis  zu  sehr 
grossen  Werthen  des  t-, ,  d.  h.  des  r/,  constant  bleibt  und  dann  all- 
mählich abnimmt,  wenn  t\  und  t%  beide  sehr  gi'osse  positive  oder 
negative  Werthe  haben,  d.  h.  wenn  Po  schon  weit  im  geometrischen 
iSchatten  liegt.  B(^i  einem  sehr  engen  Spalte  ist  daher  der  geo- 
metrische Schatten  auch  nicht  annähernd  wahrnehmbar,  überhaupt 


^. 


a 


/ 

I 

/ 


1)  Für  (/  —  b  -^'Ji)  cDi  mü8!<te  diau  Ö  etwa  30).  betragen. 


F 
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giebt  es  uirgends  eine  scharfe  Schattengi*enze,  das  Liebt  ist  über 
einen  grossen  Bereicb  nabezu  constaut  vertbeilt  (Diffusion  des 
.Lichtes).») 

Wenn  die  Spaltbreite  ö  beträcbtlicber  wird,  aber  immer  noch 
absolut  genommen  sehr  klein  ist,  so  dass  die  constante  Bogenlänge  s 
etwa  den  Werth  0,5  besitzt,  so  ergiebt  die  Curve  der  Figur  63, 
dass  auch  hier  das  Licht  weit  in  den  geometrischen  Schatten 
hereingreift  und  dass  Maxima  und  Minima  der  Lichtstärke  nur 
für  gleiche  Vorzeichen  von  v^  und  1^2  eintreten, 
(l  h.  dass  Beugungsfransen  nur  im  geometrischen 
Schatten  auftreten.  Deutliche  Minima  bestehen 
(Vgl.  Figur  66),  wenn  in  den  beiden  Punkten  v,  und  ^2 
der  Curve  die  Tangenten  eiimnder  parallel  sind,  so 
dass  sich  die  Tangentenwinkel  r,  und  T2  (vgl.  oben 
S.  175)  um  ein  ganzes  Vielfaches  von  2jt  unterschei- 
den. Da  nun  nach  (IS)  auf  S.  175  r  =^  ^jo-v-  ist,  so  pjg,  ge. 
Juuss  fiir  die  Orte  der  Beugungsfransen  sein : 

^^  [i\'  —  i\j"^)  =  ±  2h jc,    d.  h.  (r,   —  i\,)  (r,   +  1^2)  =-=  ±  4hy 

oder  mit  Rücksicht  auf  (43): 

d-ö=±  hXh,    h  =  \,  2,  3  .  .  (44) 

Diese  Beugungsfransen  sind  also  äquidistant  und  unabhängig  von 
''>  d.  1).  der  Entfernung  der  Lichtquelle  vom  Schirm. 

Wenn  der  Spalt  noch  breiter  wird,  oder  bei  derselben  Spalt- 
l>reite  a  und  h  verkleinert  werden,  so  dass  die  Differenz  r,  -  -  \\ 
^^sentlich  grösser  wird,  so  können,  wie  die  Curve  Figur  03  lehrt, 
auch  f9r  verschiedene  Vorzeichen  von  \\  und  ^2,  d.  h.  ausserhalb 
^^55  geometrischen  Schattens,  Beugungsfransen  auftreten;  zu  jedem 
Werthe  der  Differenz  v,  —  v.^  kann  nmn  den  Verlauf  des  J  als 
Function  von  d  aus  der  Curve  auch  numerisch  angenähei-t-  richtig 
'entnehmen.  Wenn  der  Spalt  sehr  breit  wird,  d.  h.  v,  —  t'2  ^^'^i' 
?ross  ist,  so  nähert  man  sich  dem  im  vorigen  §  4  behandelten  Falle. 

Im  Centralgebiet  (für  rf  =  0)  verschwindet  J  niemals.  Je  nach 
dem  Werthe  von  h  bei  bestimmten  a  und  6  kann  aber  J  Maxima 
tind  Minima  erhalten.  Da  für  6/  =  0  die  Werthe  r,  und  1^2  ^^^t- 
?egengesetzt  gleich  sind,  so  geht  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
^'1  und  V2  durch  den  Coordinatenanfang  in  Figur  63.    Maxima  und 


1)  Diffusion  des  Lichtes  muss  z.  ß.  stets  eintreten,  wie  man  durch  die 
Presnersche  ZoDcnconstnictiou  ableiten  kann,  fall»  die  Spultbrcite  <?  <  V2 ^-  ist. 
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Minima  treten  daher  annähernd  für  die  Schnittpunkte  der  Cunre 
mit  der  Linie  FF'  ein,  d.  h.  nach  S.  182 

Maxima  für  Vj  =-  V\  +  4h, 
Minima  für  v^  ■^-■Y'^k  +  4h, 
oder  nach  (43),  da  ^2  ^--=  —  Vj  ist: 

Maxima  für  x,  ( — |-  -A  =  3'   ^  ^^ 

(45)  ^^  Va  -^   6^    '     '2  ^ 

Minima  für  ^.  (-^  +  i^  =  7/2  +  4h, 

h  =^  0,  1,  2,  3 . . . 

6.  Beiigruug  darch  einen  sclimalen  Schirm  ^).  Der  Schirm 
habe  die  Breite  d,  senkrecht  über  seiner  Mitte  liege  im  Abstände  a 
die  Lichtquelle  (?.  Wir  untersuchen  die  Lichtintensität  in  einer, 
durch  Q  gehenden  Ebene  (x^-Ebene),  welche  senkrecht  zu  den 
(einander  parallelen)  Schirrarändern  steht  —  Wir  gebrauchen  die 
im  Vorigen  angewandten  Bezeichnungen  (vgl.  Figur  65),  x,  und 
^2  seien  die  r-Coordinaten  der  Schirmkanten,  v^  und  v^  die  ihnen 
entsprechenden  Werthe  des  Parameters  v\  dieselben  genügen  den 
Gleichungen  (43).  Die  Lichtintensität  J  ist  proportional  zu  der 
Summe  der  Quadrate  der  Integi'ale  (vgl.  die  Entwickelungen  der 
S.  180): 


M  --^  j  cos  ^.^    (Iv  -\-    1 1 


TIV 


2 


COS  —^  fJv, 


30 

».,  4-    CD 

A  ^^  I  sin     ,j     (iv  -]-    I  S171     .^     (IV. 


-    OD 


Das  ei'ste  Glied  in  3/ ist  nun  (vgl.  die  analogen  Entwickelungen 
der  S.  181)  ghdcli  der  g-Coordinate  der  Strecke,  welche  F'  und 
den  dem  Parameter  v,  entsprechenden  Punkt  E^  der  Curve  in 
Figur  67  verbindet.  Das  zweite  Glied  in  M  ist  gleich  der  §-Coordinate 
der  Strecke  iF.,F),  wobei  der  Punkt  E^  dem  Parameter  u^  ent- 
spricht. Analoge  Bedeutungen  haben  die  beiden  Glieder  von  .V. 
Nennt  man  die  g-,  bezw.  ^y-Coordinaten  der  Strecken  {F'E^)  und 
(J^2^^1-  Sm  ^2»  V\^  '/2»  ^^  \yiYi\  also: 

3/-  +  A^^  ^--  (s,  +  g,)--'  +  (^,  +  ri,y. 

1)  AIm  schmaler  Schirm  kann  z.  B.  zweckmässig  ein  gerade  gespanDter 
Draht  vcrr^'endet  werden. 
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Wenn  man  an  die  Strecke  (F'J^,)  anträgt  die  Strecke  {E^I^"") 
in  gleicher  Richtung  und  Länge,  wie  die  Strecke  {E^F),  so  hat 
die  Strecke  {F'F")  die  Coordinaten  g,  +  §.^,  /^  +  ^h-  Die  Licht- 
stärke J  im  Punkte  Po  ist  also  proportional  dem  Quadrat  der 
Strecke  {F'F"),  welche  man  durch  geometrische  Addition  der 
beiden  Strecken  (F'^,)  und  (E^F)  erhält,  und  hat  den  Werth: 


J=r, 


Ä^ 


-((>o  +  Qi) 


^•{F'F")\ 


(46) 


Hieraus  ergiebt  sich,  dass  der  Centralstreifen  {d  =  0)  immer 
liell  ist  (obwohl  er  am  tiefsten  im  geometrischen  Schatten  liegt), 
dt^uu  für  ihn  sind  die  Werthe  v^  und  u^  entgegengesetzt  gleich. 


Fig.  67. 

<iie  beiden  Punkte  E^  und  E.^  in  Figur  67  liegen  also  symmetrisch 
^um  Coordinatenanfang,  die  Strecken  F'E^  und  E^F  sind  gleich 
Und  gleichgerichtet,  ihre  geometrische  Summe  ist  daher  nie  Null. 
Je  breiter  der  Schirm  ist,  desto  kleiner  wird  die  Lichtstärke  im 
Centralstreifen. 

Wenn  der  Schirm  genügende  Breite  hat,  so  dass  i;,  und  v^ 
xieralich  gross  sind,  so  liegen  die  Punkte  E^  und  E^  in  der  Nähe 
von  F'  und  F.  Die  Strecken  {F'E^)  und  (^2^^)  sind  dann  annähernd 
einander  gleich,  es  tritt  daher  nahezu  vollständige  Dunkelheit  ein, 
wenn  {F'E{)  parallel  und  gleichgerichtet  ist  mit  {FE^).  Da  bei 
grossen  v,  und  «2  die  Strecken  {F'E^)  und  {FE^)  nahezu  senkrecht 
zur  Curve  der  Figur  67  stehen,  so  sind,  falls  diese  Strecken  gleich- 
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gerichtet  sind,  die  Tangenten,  welche  in  ^^  und  in  K^  an  die 
Curve  gelegt  werden,  einander  annähernd  parallel,  und  zwar  lanfen 
ilire  positiven  Eichtnngen,  welche  nach  wachsenden  Bögen  s  hin- 
weisen, einander  entgegen.  Es  ist  also  die  Differenz  der  Tangent^»!!- 
winkel  t,  —  r^  ein  ungerades  Vielfaches  von  ;r,  d.  h.  da  nach  (IS) 
T  =  ''2  •  ^"  i^t,  so  treten  dunkle  Beugungsfransen  auf,  falls 

i  (r,  -^  —  11^2)  =  4-  1,  -H  3,  ±  5  etc. 

Unter  Eücksicht  auf  (43)  wird  dies: 

(17)  2*16  =  4-  hXh,  h  =  1,  3,  5  etc. 

Diese  Beugungsfransen  nehmen  an  Dunkelheit  niit  wachsendem  ä 
ab.  Sie  sind  äquidistant  und  von  der  Entfernung  a  der  Lichtquelle 
vom  Schirm  unabhängig.    Die  ganze  Betrachtung  gilt  nur  inuer- 

halb   des  geometrischen  Schattens,   d.  h.  so  lange  ^/<|(J— - 

ist,  und  aucli  dann  nur  mit  einiger  Strenge,  falls  die  beiden  Schirm- 
rändern entsprechenden  Werthe  von  r,  und  ^2  hinreichend  gross 
sind,  d.  li.  bei  genügend  breitem  Schirm  in  genügender  Nähe  an 
ihm  in  der  Umgebung  des  Centralstreifens. 

Rückt  Fo  an  den  Rand  des  geometrischen  Schattens,  oder  aus 
ilim  lieraus,  so  treten  auch  dann  noch  je  nach  der  Lage  von  Pc 
Maxima  und  Minima  der  Lichtstärke  auf,  die  für  jeden  specielleii 
Fall  (lurcli  die  angegebene  Construction  aus  der  Figur  67  erhalten 
werd<Mi  k<)nnen.  Di(»  liier  auftretenden  Beugungsfransen  gehorchen 
aber  keinem  leicht  übersichtlichen  Gesetze. 

Diese  B(^isi)irle  mr^gen  genügen,  um  die  Brauchbarkeit  der  vnn 
Cornu  benutzten  g<'(>metrisch(Mi  Methode  zu  zeigen*).  Die  Be- 
obachtungen entsprechen  albMi  hier  gezogenen  Folgerungen. 

7.  Strenge  Behandlung  der  Beugung  am  geradlinigen  Rande 
eines  Seblrnies.  Wie  schon  im  Eingange  dieses  Kapitels  hervor- 
gehoben wurde  (S.  172),  ist  die  bisherige  Behandlung  der  Beuguugs- 
crscheinungiMi  auf  Grund  des  lluygeiis'schen  Principes  nur  eine 
ang(Miähert  jichtige.  Es  ist  mm  wichtig,  dass  man  wenigsti»ns  in 
einem  Falle,  nämlirli  bei  der  Beugung  durch  den  geradlinig«Mi 
Rand  eines  Schirmes,  das  Pr()blem  nach  Sommerfeld^)  in  Strenge 
durchführen  kann;  man  kann  einerseits  dadurch  prüfen,  welche 
Fehler  die  angenäherte^  Behandlung  der  Beugung  ergiebt,  anderer- 

1)  Diese  Methode  ist  noch  auf  coniplicirtcre  FäUe  angewendet  in  dem 
Lehrbuch  von  Mascart,  Traite  d'Optiiine,  Paris  IRSO,  T.  1,  S.  283. 

2)  A.  Sommerfeld,  Math.  Annaleu,  Bd.  47,  S.  817,  1895. 
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seits  kann  man  dadurch  auch  die  Erscheinungen  bei  sehr  grossen 
Beugungswinkeln,  d.  h.  in  sehr  grossem  Abstand  von  der  geo- 
metrischen Schattengrenze,  theoretisch  behandeln,  was  bei  der  bis- 
her angc^waudten  Methode,  ohne  gewisse  Erweiterungen  wenigstens, 
nicht  uK'iglich  wäre. 

Die  strenge  Behandlung  der  Beugimgserseheinungen   hat  die 
Differentialgleichung  (12)  der  S.  159  für  die  Lichterregung: 


zu  iiitegriren  unter  Rücksicht  auf  gewisse  Randbedingungen,  welche 
an  der  Oberfläche  der  Beugungsschirme  zu  erfüllen  sind.    Die  Form 
dieser  Rand-  oder  Grenzbedingungen  w^erden  wir  erst  später  im 
II.  Abschnitt,  Kapitel  I,  II  und  IV  ableiten,  hier  wollen  wir  die 
dort  abzuleitenden  Resultate   vorwegnehmen.  -  -  Zunächst  wollen 
wir  die  Betrachtungen  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  annehmen, 
dass  die  Lichtciuelle  eine  unendlich  lange  Linie  ist,  welche  parallel 
zur  y-Axe  liegt.     Ebenfalls  soll  der  Rand  des  ebenen  Beugungs- 
schirmes parallel  zur  y-Axe  liegen,  wir  wollen  ihn  direct  als  //-Axe 
wählen,  die  positive  x-Axe  soll  im  Beugungsschirm  verlaufen,  die 
positive  ^-Axe  sei  von  der  I  ichtciuelle  abgewandt.    (Vgl.  Figur  68j. 
—  In  diesem  Falle  kann  s  offenbar  nicht  mehr  von  der  Coordinate  // 
abhängen,  die  obige  Differentialgleichung  vereinfacht  sich  daher  zu 

bt2—^    U^2  +  ö^2J-  (48) 

Den  Schirm  setzen  wir  voraus  als  unendlich  dünn  und  unendlich 
stark  äbsorbii*end.  Es  kann  dann  kein  Licht  durch  ihn  hindurch 
gehen,  er  reflectirt  aber  vollkommen,  wie  im  IL  Abschnitt  ge- 
zeigt werden  wird;  eine  sehr  dünne,  hochpolirte  Silberschicht 
würde  etwa  unserem  Schirm  entsprechen.  Der  Schirm  entspricht 
also   nicht   dem  Begriff:   „vollkommen   schwarz**,')   sondern  er  ist 


1)  Ein  vollkommen  schwarzer  Schirm,  der  kein  Licht  durchiässt,  aber 
auch  kein  Licht  reflectirt,  ist  nur  durch  eiuen  K(*)r])er  zu  realisiren,  dessen 
Brechungsindex  nach  seiner  Oberfläche  zu  stetig  in  den  Werth  des  Brechungs- 
index der  Umgebung  übergeht  und  dessen  Absorptionsindex  nach  der  Ober- 
fläche zu  stetig  in  den  Werth  Null  übergeht.  Jede  Unstetigkeit  in  den  optischen 
Eigenschaften  eines  Mediums  bewirkt  nothwendig  Reflexion  des  Lichtes.  Daher 
ist  überhaupt  kein  ideal  schwarzer  Schinn  als  scharf  begrenzter,  dünner  K<">rper 
denkbar,  für  den  man  gewisse  Grenzbedingungen  aufstellen  konnte. 
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vollkoiiniien  blanlc.    Die  Grenzbedinguag  an  einem  solchen  Schirm 
lautet: 

falls  das  einfallende  Licht  seoki'eciit  znr  Scliiniikanw 
'  polarisirt  ist, 
A«_      falls    das    Licht   parallel   zur  Schirmkante   p»lari- 

'•""        Ö,-*»'     gilt    ist'). 

l)it^  Bedeutung  dieser  Bezeicliiiungen  und  des  Wnrt*s  „Polari- 
sation" sidl  ei-st  im  uiiclist(*n  Kapitel  eröi-tert  werden.  Hier  geiiBigt 
es,  zu  wi^ssen,  dass  die  Difft^ 
1  entialgleRlnmg  (48)  entweder 
unter  Rilck<!icht  auf  die  Rainl- 
beihngnng  (49)  oder  (50)  n 
integriren  i'*t  Die  Randbe- 
dinguugen  gelten  an  der  Obw- 
flache  de**  Srhii  nies.  d.  Ii.  fiir 
X  =  0,  T>0  d.  h.  für  9  =  (t, 
bizw  tf)=2n  1* enn nia« P'ilir- 
coordniaten  t  infulirt  durch  di*- 
(rleichungcn 

("il)  r=rco8<f^  z  =  rsinf. 
"Wenn  man  die  DiftVri'ii- 
tnlgleu  hiirig  148)  auf  (lif."«- 
P(  lartoordiiiftten  transforiiiirt 
ist.  so  ergiebt  sich 


/  / 


:;;-'''Ci 


,.  + 


;  ö' 


'.)• 


Kiric  Lilsnii".'  diiscv  DiffiTfutinlgli-ichung  und  der  Gn-iiz- 
bHliiiguiisr  1401,  brzw,  (äOj.  wi'lche  ilcii]  Fallt-  entspricht,  dass  dii- 
[-i.-ht.|ii.-l]i-  im  üii.'iuUirheu  li-^t  und  ihre  Stnihh-n  den  Winkel  ^' 

iiiil   lii-r  .'-Axi'  hilili'H  iv^l.  Figur  (is)  ist  nun: 


-"h-"f 


n  Wii'  s|i.1ti'r  Ix'i  Ili'S|ir(Tliiiiig  ili-r  (■li-klroiniigneti'K'lion  Theorie  eriirli'n 
wtT'lin  wir'!,  hiit  n  in  bcirtcti  t.ircnz)i(.>(lin)niu):en  iiii'lit  Hieerlho  BcHeuluiiK-  i" 
i'l!i)  IxHloiitft  s  di(!  der  Schinnkadtf  pftnillcl  »cIiwiiiKfndc  ekktrische  Krun,  in 
i.'itii  ilii'  der  hidiimikiint4.'  piirnllcl  schwini^iide  mngiii-tiwho  Kraft.    Dio  Licht- 
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wobei  ist: 

y  =  ~co8{(p  —  <p),   y^'^^cos (gp  +  (p) ,  (54) 

ö  =  1/ -^ «t»  i  (9?  —  fp)y  0=—y   ^  s^in  i (g)  +  q)')  .      (55) 

In  (53)  gilt  das  obere  oder  untere  Vorzeichen,  je  nachdem  die 
Örenzbedingung  (49)  oder  (50)  erfüllt  werden  soll.    Der  Buchstabe  i 

bedeutet  dabei  die  imaginäre  Einheit,  d.  h.  |^—  1.  Die  Lösung 
von  8  tritt  also  zunächst  als  complexe  Grösse  auf.  Um  ihre 
physikalische  Bedeutung  zu  geben,  braucht  man  unter  s  nur  den 
reellen  Theil  der  complexeu  Grösse  zu  verstehen.  Wenn  wir  also 
z>  B.  den  Ansatz  machen 

8  =  {Ä  +  Bi)e^^^T^  (56) 

so  ist  die  physikalische  Bedeutung  von  s  der  reelle  Theil,  d.  h. 

8  =  Ä  cos  2  jtyp  —  B8%n2jtj  ^  (57) 

Die  Intensität  des  Lichtes  würde  in  diesem  Falle  sein  (vgl.  den 
analogen  Schluss  von  S.  174): 

J=A^-\-B\  (58) 

Wir  können  dieses  Resultat  aus  (56)  direct  ableiten,  wenn  wir 
» mit  seiner  conjugirt  complexen  Grösse  multipliciren,  d.  h.  mit 
derjenigen  Grösse,  welche  sich  nur  durch  das  Vorzeichen  von  * 
Von  der  rechten  Seite  von  (56)  unterscheidet,  also  mit  (.1  —  Bi) 

^  '  T,  Dieses  Resultat  mag  auch  für  später  bemerkt  werden. 
Es  lautet  also:  Wenn  die  Lichterregung  s  in  Form  einer 
komplexen  Grösse  dargestellt  wird,  (wobei  s  selbst  nur  die 
Bedeutung  des  reellen  Theiles  jener  complexen  Grcisse  besitzt),  so 
vird  die  Lichtintensität  durch  Multiplication  mit  der 
Conjugirt  complexen  Grösse  erhalten. 

Dass  die  Formeln  (53),  (54),  (55)  wirklich  eine  Lösung  der 
Differentialgleichung  (52)  sind,  erkennt  man  durch  Bildung  der 
üifferentialquotienten  nach  r  und  qp.*)    Ferner  wird  durch  das  obere 

inteDsität  berechnet  sich  aber  in  beiden  FäUen  in  gleicher  Weise,  wenigstens 
auf  der  von  der  Lichtquelle  abgewendeten  Schirmseite. 

1)  Der  Weg,  auf  welchem  Sommerfeld  in  conseciueoter  Weise  zu  dieser 
Losung  gef&hrt  wurde,  kann  hier  nicht  dargesteUt  werden,  da  dies  zuviel  Hülfs- 
mittel  beanspruchen  würde. 
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Vorzeiclien  in  (53)  die  Grenzbedingiing  (49)  erfüllt,  da  fiir  ip  =(i 
lind  gp  =  2jt,  Y  =  y',  a  =  o  wird.   Ferner  wird  durch  d<ns  untere 

Vorzeichen  in  (53)  die  Greuzbedingung  (50)  erfüllt,  da  ^^^  =  ^  ^ 

ist  für  gp  =  0,  und  da  die  Differentialquotient^n  nach  <p  von  den 
beiden  Summanden,  die  in  der  Klammer  von  (53)  enthalten  sind, 
entgegengesetzte  Wei-the  für  g)  =  0  oder  gp  =  2jr  annehmen.  l)a>s 
ausserdem  die  Lösung  (53)  thatsächlich  den  angenommenen  ebenen 
Wellen  einer  in  der  vorgeschriebenen  Richtung  liegenden  unendlich 
entfernten  Lichtquelle ,  0  entspricht,  werden  wir  bei  näherer  Dis- 
cussion  einsehen.  Zunächst  mag  aber  noch  ein  wichtiger  Punkt 
erörtert  werden.  Wenn  wir  einen  beliebigen  Funkt  /o  in  der 
rt-Ebene,  für  den  wir  .v  berechnen  wollen,  eine  volle  Umkreisung 
um  die  Schirmkante  (bei  festem  Abstände  r  von  ihr)  machen  lassen, 
so  ist  q>  um  2jt  gewachsen.  Es  nimmt  dann  s  nicht  den  ursprüng- 
lichen Werth  wiederum  an,  sondern  einen  anderen,  weil  ö  und  c 
wegen  der  Factoren  sin  ^  [rp  -j-  f/)  bei  Aenderung  von  (p  um  2x. 
ihr  Vorzeichen  gewechselt  liaben.  s  ist  daher  nicht  eine  eindeutige 
Function  des  Ortes.  Der  physikalische  Sinn  erfordert  aber  Ein- 
deutigkeit. Wir  können  dieselbe  nun  sofort  erhalten,  wenn  wir  bei  der 
Veränderung  von  rp  nie  durch  den  Schirm  selbst  hindurchgehen. 
Dies  wollen  wir  festhalten,  indem  (p  nur  zwischen  0  (Schattenseite 
des  Schirmes)  und  2jt  (Lichtseite  des  Schirmes)  variiren  soll. 

Es  .sind   nun   drei  Räume   zu  unterscheiden,   in  denen  sich  x 
wesentlich  verschieden  verhält: 

1.  Der  Schattenraum:  0  <  rp  <  (p\    Nach  (55)  sind  o  und  o 
nc^gativ.    Für  unendlich  grosses  /•  wird  daher  «  =  0. 

2.  Der  unbeschattete  Raum  (p  <i(p  <i2x  —  <p\    Es  ist  o 
positiv,  0   negativ.    Da  nach  Formel  (29)  auf  S.  177 


+    20  « 


nrt'^  /        .  Tiv'^ 


'»^^)  /  c        '   ilv  -=  2   I  c        "  r/r---l  -i, 


oc 


so  ist  daher  für  nniMidlieh  grosses  r: 

,    i 2ji\  ,„  -    '.  cosirp  —  (/.')  1 

Der  reelh»  Theil  hiervon  entspricht  ebenen  Wellen  der  Ampli- 
tude ^,  dert^n  Fortpflanzungsrichtung  den  Winkel  (p   mit  der  .r-Axe 
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maclit.  Die  Lösung  entspricht  also  thatsächlich  fiir  sehr  gi'osse  r 
dem  einfallenden  Lichte  einer  in  der  Richtung  (p  liegenden,  unend- 
lich entfernten  Lichtquelle  Q, 

3.  Der  Reflexionsraum  2jt  —  ff'  <,(p  <C  2jr.    Es  ist  a  und 
G   positiv.    Für  unendlich  grosses  r  wird  daher 


i  2jt   rp 


tl  ,27ir        ,  .,  .27cr 


s  =  A  '  e 


—  t    y  COS  (rp  —  (p)       —  i  -- r-  COS  \(p  -\-  9) 


Der  reelle  Theil  hiervon  entspricht  der  Superposition  der  ein- 
fallenden ebenen  Wellen  und  der  nach  dem  Reflexionsgesetz  am 
Schirm  reflectirten  ebenen  Wellen.  Die  reflectirte  Amplitude  ist 
dem  absoluten  Betrage  nach  gleich  der  einfallenden  Amplitude. 

In  anschaulicher  Form  erhalten  wir  die  Lösung  (53),  wenn 
wir  wiederum  die  CuiTe  der  Figur  (63)  benutzen.  Denn  nach 
S.  181  ist 


'   2 


dv  =  ^—if],  (60) 


wobei  g  und  t]  die  Projectionen  der  Strecke  {F'E)  auf  die  g-  und 
ly-Axe  sind,  und  wobei  E  der  dem  Parameter  o  entsprechenden 
Punkt  der  Curve  bedeutet  —  Analog  ist 

ff 

rft'  =  |' -»•//,  (61) 


.i—  GO 


wobei  s*  und  rf  die  Projectionen  der  Strecke  {F'e')  sind,  und  E' 
ein  Punkt  der  CuiTe  ist,  welcher  dem  Parameter  o   entspricht. 

Betrachten  wir  zunächst  die  von  der  Lichtquelle  abge- 
wendete Seite  des  Schirmes,  d.  h.  0<iq><ijt,  so  bemerken 
wir,  dass  o  wegen  des  kleinen  Nenners  X  (Wellenlänge)  beständig 
sehr  gross  und  negativ  ist,  falls  man  r  nicht  sehr  klein  wählt.  Für 
einigermassen  grosse  r  kann  man  daher  nach  (61)  sehr  annäliernd 
^  ==jf  z=  0  setzen,  und  erhält  dann  aus  (53)  und  (60): 

8  =  A—^—e  e-         (g  — i//), 

Drude,  Lelurbaoh  d.  Optik.  13 
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und  nach  dem  Lehrsatze  (58)  für  die  Lichtintensitftt: 

(62)  J=~'.(i?''£)2. 

Zu  nahezu  derselben  Formel  würden  wir  aber  auch  nach  der 
früheren  Näherungsrechnung  in  §  4  gelangt  sein.  Wenn  nämlich 
die  Lichtquelle  unendlich  entfernt  ist,  so  würde  die  dortige 
Formel  (38)  ergeben 

(63)  J='K{-^,v)\ 


und  nach  (39) :  ^  ==  ^  1/  f^  • 


Die  Bedeutung  von  d  ist  aus  Figur  64  zu  entnehmen.  Führt 
man  die  Entfernung  r  des  Punktes  Po  von  der  Schirmkante  eiu, 
so  ist  d  =  r  sin  (9)  —  9)'),  wenn  9)  —  (p  der  Beugungswinkel  ist, 
d.  h.  die  Neigung  der  gebeugten  Strahlen  gegen  die  einfallenden 
Strahlen.    Da  in  der  Nähe  der  Schattengrenze  6  =  r  zu  setzen  ist, 

SO  folgt  ^'  =  U  -j-  ^^  {^  —  9) ;  denselben  Werth  besitzt  0  nach 

(55)  für  genügend  kleine  Beugungswinkel,  d.  h.  der  Punkt  E  in 
Formel  (62)  entspricht  dem  Parameter  v  in  Formel  (63).  Beide 
Formeln  fuhren  daher  zu  demselben  Werthe  von  J  in  der  Nähe 
der  Schattengrenze.  In  gi'össerem  Abstand  von  ihr  weicht  aller- 
dings die  Streugere  Formel  (62)  ab  von  derjenigen,  die  sich  nach 
dem  früheren  Näherungsverfahren  ergeben  würde.  —  Der  früher 
gezogene  Schluss,  dass  nur  ausserhalb  des  Schattenraumes  Beugnngs- 
fransen  auftret-en,  gilt  natürlich  ebenso  hier,  nach  der  strengeren 
Betrachtung. 

Auf  der  der  Lichtquelle  zugewendeten  Seite  des 
Schirmes  Jt  <.q)<C  2jt,  nimmt  innerhalb  des  Reflexionsraumes 
(q)^  2jt  —  (p)  auch  das  Integi-al  (61)  bedeutende  Werthe  an. 

Will  man  daher  eine  allgemein  gültige  strenge  Formel  für  die 
Lichtintensität  ableiten,  so  darf  man  das  Integral  (61)  nicht  gegen 
das  Integi'al  (60)  vernachlässigen.  Dies  ist  sowohl  fiir  den  Reflexions- 
raum, als  auch  für  die  anderen  Räume  bei  sehr  kleinem  r  oder 
sehr  grossen  Beugungswinkeln  (p  —  <p   geboten. 

Man  erhält  diese  strenge  Formel  für  die  Lichtintensität  J, 
indem  man  die  rechte  Seite  von  (53)  mit  ihrein  conjugirt  complexen 
Ausdrucke  multiplicirt.  Durch  Benutzung  der  Bezeichnungen  (60) 
und  (61)  erhält  man  dadurch  folgende  völlig  strenge  Formel: 
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+  2sin{y  —  y).{ri^—rJ^)'^  , 
oder 

wobei  X  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  die  Strecken  (fE)  nnd 
(F'E'}  mit  einandt^r  bilden,  x  ^^^  positiv  gerechnet,  wenn  die 
Drt-hung,  welche  auf  dem  kürzesten  Wege  F'E  in  F'i:'  überführt, 
m  demselben  Sinne  erfolgt,  wie  eine  Drehung  der  ^-Axe  zur  g-Axe. 
—  Nach  (54)  ist 

y  —  y=    ^-  sin  q>  sin  q> .  (65) 

Nach  (64)  ist  J  proportional  zu  dem  Quadrat  der  geometrischen 
Differenz  bezw.  Sunmie  zweier  Strecken  der  Länge  (F'^)  und  {F'E')y 
welche  den  Winkel  x  +  7  —  7  "^it  einander  bilden.  Die  geo- 
metrische Differenz  ist  zu  bilden,  falls  das  einfallende  Licht 
senkrecht  zur  Schirmkante  polarisii-t  ist,  die  geometrische  Summe, 
falls  es  parallel  zur  Schii*mkante  polarisirt  ist. 

Den  Ausdruck  (64)  kann  man  noch  wesentlich  vereinfachen, 
wenn  die  Lichtintensität  J  nicht  in  der  Nähe  des  geometrischen 
Schattens  berechnet  werden  soll,  d.  h.  wenn  nicht  rp  sehr  nahe 
gleich  q>   ist 

Im  Schattenraume  ist  dann  nämlich  o  und  d  sehr  gross 
negativ,  wir  können  daher  nach  den  Betrachtungen,  welche  in  §  3 
an  die  Gestalt  der  Curve  der  Figur  (63)  angeknüpft  sind,  F'E  gleicli 
dem  Krümmungsradius  q  der  Curve  im  Punkte  E,  F'E'  gleich  dem 
Krümmungsradius  im  Punkte  E'  setzen,  und  den  Winkel  Xi  welchen 
diese  beiden  Strecken  mit  einander  bilden,  gleich  dem  Winkel, 
welchen  die  in  den  Punkten  E  und  ^  an  die  Curve  gelegten  Tan- 
genten mit  einander  einschliessen.  Nach  den  dortigen  Formeln  (IS) 
und  (19)  der  S.  175,  176  ist  also  zu  setzen: 

Unter  Bücksicht  auf  (55)  "und  (65)  wird  nun  7  —  r'  +  x  =  ^» 
daher  nach  (64): 

13* 
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Setzt  man  hierin  die  Wertlie  (55)  für  o  und  ö  ein,  so  gilt  für  das 
obere  Vorzeichen,  d.  h.  falls  das  einfallende  Licht  senki'echt  zur 
Schirnikante  polarisirt  ist: 

dagegen  für  das  untere  Vorzeichen,  d.  h.  wenn  das  einfallende 
liicht  parallel  zur  Schirmkante  polarisirt  ist: 

(^S)  ^Jl^   '^  —  7i2  •  r  •    [cos  q>  -  C05  ^')2'  * 

Diese  Formeln  für  den  Schattenraum  gelten  also  nur,  falls 
^;r  sehr  klein  und  cp  nicht  in  unmittelbare  Nähe  von  go',  d.  h.  an 
die  Grenze  des  Schattenraumes,  kommt.  Es  geht  aus  den  Formeln 
hervor,  dass  am  Schirm  selbst  (für  9?  =  0)  das  Licht  vollständig 
I>arallel  zur  Schirmkante  polarisirt  ist,  dass  ferner  für  wachsende  y 
die  Intensität  J  nach  beiden  Formeln  beständig  zunimmt  und  dabei 
stets  die  Intiensität  (67)  des  senkrecht  zur  Schirmkante  polarisirten 
leichtes  kleiner  ist  als  die  Intensität  (68)  des  parallel  zur  Kante 
polarisirteii  Lichtes.  Per  Unterschied  zwischen  beiden  Intensitäten 
nimmt  beständig  ab  bei  Annäherung  an  die  Grenze  des  geo- 
metrischen Schattens. 

Die  Lichtbeugnng  am  geradlinigen  Rande  eines  Schirmes  bei 
selir  grossen  Beugungs winkeln  ist  von  Gouy^)  beobachtet  w^orden. 
Bei  abgerundetem  Rande  des  Schirmes  ergaben  sich  Färbungen, 
welche  von  der  Natur  des  Schirmes  abhingen.  Die  hier  entwickelte 
Theoiie  ergiebt,  dass  unabhängig  von  der  Natur  des  Schirmes  die 
Farben  grösserc^r  Wellenlänge  im  stark  gebeugten  Lichte  über- 
wiegen müssten.  Um  eine  Abhängigkeit  von  der  Natur  des  Schirnie.^ 
zu  ergeben,  müssten  di(*  Grenzbedingungen  (49)  und  (50)  die 
optischen  Constanten  des  Schirmes  enthalten.  Bisher  ist  aber  eine 
Integration  der  Ditterentialgleichung  (48)  bei  solchen  complicirteren 
Grenzb(Mlingnngeii  noch  nicht  gelungen. 

Ausserhalb  des  Seliattenraumes  (und  ausserhalb  des 
Reflexionsraunies)  ist  in  geni'igendem  Abstände  von  der  Grenze  des 
Schattenraumes  und  des  Reflexionsraumes  a  sehr  gross  positiv,  0 
sehr  gross  negativ.  Daher  ist  F' E'  sehr  klein  und  hat  den  Werth 
(abgesehen  vom  Vorzeichen)  1  :  W,  während  F'E  annähernd  gleich 

li  üouy,  Ann.  d.  Chim.  et  de  Phys.  [G],  8,  S.  145,  1886. 
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>  2   ist.    Ferner  ist,  da  F'i:  annäheriul  den  Winkel   ',.▼  mit  iWv 
§-Axe  einschliesst:  x  =  ~~  ^4^""  'jvTU-,  so  dnss  winl 


4n  r 

;. 


Mit  Vernachlässigung  von  (F'K'Y^  erhält  man  daher  ans  iT»!^: 
(         i  1  / 1      ^*  r^'*  •'^  +    V  ""''"  *  -i  ^'^       '/'^  II 

I     ■      n  y    4r  mn  ^/j  (y-  -f  »/^ )  I 

Bei  veränderlichem  q>  treten  also  Beugungsfrnnseii  auf,  dir   nller 
dings  nur  wenig  deutlich  sind.    Die  Fransen  werden  nin  s«»  ilml 
lieber,  je  näher  (p  B,n  2jt  —  g)\  heranriiekt.   Dann  jrilt  aher  sclilirss- 
lieh  die  Formel  (69)  nicht  mehr,   und  dicht  am    IJeherpinK;  /nm 
Keflexionsraum  muss  das  Resultat  aus  (VA)   nnd   der  ('nrve   der 
Figur  (63)  abgelesen  werden,  da  nun  /^''A''  gr("»ssei-  wird. 

Im  Keflexionsraum  in   genügendeifi   Abst;inr|e    von    neiner 
(yrenze  q)  =  2jt  —  cp'  ist  sowohl  F'KiiUF'l'f   nnniiliernd    \r,U''u'\\ 

>^2,  x  =  ^^-     Daher   ergiebt    sich    aus    (M)    nnd    (O^j    periodi  uh 
wechselfid  volle  Dunkelheit  oder  die  vierfaehe  Infen^ifjit  de.«  ein 

fallenden  Lichtes,  je  nachdem  "'-  sin  fp  nin  ff  eine  j^an/e  Zahl,  od*i 

die  Hälfte  einer  ungeraden  Zahl  ist.  Wir  .-»to^-'-n  -^o  ;irif  tVu-  /ih^n 
S.  145  studiite  Erscheinung  der  .stehenden  Wellen,  di^-  ;fll"Mi;il 
eintritt,  wenn  die  einfallenden  Wellen  .-^ieh  fih<r  dl«-  r^'\h-r\U\tu 
superponiren.  Hier  i^^t  nun  aber  der  in  der  An/r»,  /inf  r.  TfO  .m 
gedeutete?  unterschied  in  der  Bed^-nrnnir  von  ^  j<'  n^fl»  d'/n  l'^liri 
sationszustande  des  einfallend^'n  fjeht»-  zn  h".i^ht*'rj.  K  'Jl  'l.t/',;, 
in  einem  späteren  Kapitel  noch  di*-  fJed-  -i.'i 

8.    Fnaenhofer'sehi^   fiftnzunvr^r^eM^.innnit^'n. 
S.  174  erwähnt  wurde,  bez^ichn^t  .-/.^ri  ^il/  Fr 'lüf^r.;;  sf  .    • ;.    f/'  */  ^   / 
erscheinungen  diejenigen,  b-i  •!-:;-:.  !,;:.%  i-;     o 
Punkt  /',  im  Cnendlichen  li-t'-n.    M;-'.    ^^  r.    ;>  •    p; 
beobachten,  wenn  eine  pinirf  •..;;/..  f,    /,.  ..;..    ^/ 
punkt  einer  .Sammeliin^r-    •  •  li:....*:,/;.  ...     /    ^    *    » 
die  aa>tretenden  Strihl-r.  p^-^..- ...:    .    ;  •  ^ 

Beugnngssirhinn  ein  ^ni  ::."•.:.  -.-/■  -^    ^      .-    • 

\^  ir  g^h^Q  Vvn  1--.  f.  *  »•  "  < 
Huy2en.Vs«rIkrn  Priri'^ic. 
^t^engle,  wie  im  Tirhrri'-:!i*'n«> .  .':•</.■ 


t  ,  t   f    i  •    1 


•  v  - 

.1-  .-.<■-•  ■ 


-•■':'.  .•' 
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sahen,  ergiebt  das  Huygens'sche  Princip  bei  nicht  sehr  grossen 
Beugiingswinkeln  eine  sehr  gute  Annäherung.  Nach  den  Formeln  (Sj 
und  (9)  auf  S.  173,  174  ist*  für  p,  =  po  =  oc  zu  setzen: 

(70)  f{x,  z/)  =  -  X  {^  («t  +  ^)  +  2/  (ft  +  /*>)}, 

und  dabei  bezeichnen  a^,  ft,  ««,  ßo  die  Richtungscosinus,  welche 
die  Richtungen  vom  Coordinatenanfang  nach  der  Licht(iuelle  Q  und 
nach  dem  betrachteten  Punkte  Po  mit  der  x-  und  jy-Axe  bildeu. 
(Vgl.  Figur  62  auf  S.  172.) 

Nach  den  Formeln  (11)  und  (12)  der  S.  174  ist  daher  mit  Be- 
nutzung der  Abkürzungen: 

(71)  ^/"(«i  -\-ao)  =  fi,   ^^{ß,  +ßo)  =  v 
die  Lichtintensität  im  Punkte  Poi 

(72)  j^ä'^  {a^+  S^), 

wobei 

(73)  C  =  I  cos  (fix  +  ify)  dc^    S  =  j  sin  (fix  +  pij)  rfö, 

und  die  Integration  über  die  Oeffnung  im  Schirm  zu  erstrecken  kt 
Die  Constante  ä'  hat  eine  anschauliche  Bedeutung,  wenn  wir 
die  Liclitintensität  J'  einführen,  welche  hinter  dem  Beugungsscliirm 
beobachtet  wird,  falls  wir  das  Fernrohr  in  die  Richtung  der  eiu- 
fallenden  Strahlen  bringen.  Dann  ist  nämlich  für  alle  Stellen  des 
Beugungsschirmes,  die  nicht  unendlich  weit  vom  Coordinatenanfang 
entfernt  liegen,  fi  ^-  r  --  0,  so  dass  die  Beziehung  besteht: 

falls  mit  ö  die  CTrr)sse  der  ganzen  beugenden  Oeffnung  verstanden 
wird.    Daher  folgt  für  eine  beliebige  Richtung  des  Fernrohrs: 

(74)  J-'[aO'+S-^. 

9.  Beugung  durch  ein  Rechteck.  Wenn  die  Schirmötfnung 
ein  Rechteck  ist,  lassen  sich  die  Integrale  (73)  am  einfachsten 
bereclnuMi.  Legen  wir  den  Coordinatenanfang  in  den  Mittelpunkt 
des  Reclitecks,  die  Coordinatenaxen  parallel  zu  den  Rechteckseiten, 
und  hat  das  Rechteck  die  Seitenlängen  a  (parallel  zur  r-Axe)  und  b 
(parallel  zur  //-Axe),  so  wird 

/t         ^       .     im     .     vh 
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ilalier  nach  (74),  da  o  =  afc  ist: 


F,s  tritt  daher  völlige  DuiikeUieit  ein  in  den  Riebtungen,  welche 
'liidiirch  bestimmt  sind,  dass  entweder  ita  oder  vb  ein  ganzzahliges 
Vielfaches  von  2x  ist 

Wenn  (las  Licht  der  Quelle  Q   senki-echt  auf  den  Beugangu- 
M'liinn  lallt,  so  ist  «,  =  ^|  =  U.    Die  optische  Axe  des  beobach- 
'f-nden  Fernrohrs  sei  parallel   dem  einfallenden  Licht  gerichtet, 
4.  Ii.  ebenfalls  senkrecht  zniii  Bengiingsschirni.  üie  Lichtintensität  J 
in  der  durch  o,  und  ß,  bestiiiini- 
i'^ii   Richtung    wird    dann    be- 
obachtet in  einem  Punkte  P  der 
öreiinebene    des   Fernruhnibjei;- 
livs,  welcher  die  Coordioaten: 

/=-/■«„  ,'/-=/■/*,  (76) 
l>esitzt.  in  einem  Coordinateti- 
-ystem  //,  welches  den  Brenn-  | 
['linkt  F  des  Objectivs  znni  An- 
fang hat  und  den  Seiten  des 
Engenden  Rechtecks  parallel  ist. 

Es  bedeutet  f  die  Bi'eunweite  des  Objectivs.  —  In  (76)  ist  voraus- 
eesetet,  dass  tto  und  ß.,  kleine  Grössen  sind,  d.  b.  dass  der  Beugungs- 
*iiikel  nicht  erheblich  ist. 

Nach  (71)  ist  nun: 


i-f   '■ 


-'xf-' 


i 


(77) 


Es  tritt  daher  völlige  Dunkelheit  ein  für 


(tn- 


-  ±  2hx,  d.  b.  3 


±h^,    A=  t,  2,  3  . 


lud  fiir 


vh  ^^  +  2hx,  d.  h.  11  =  - 


In  der  Brennebene  des  Objectivs  entsteht  daher  (bei  homogener 
.  «ieuchtung)  eine  von  schwarzen  Linien  durchzogene  Figur,  wie 
8  in  beistehender  Zeichnung  angedeutet  ist    Die  Linien  haben 
tauten  Abstand  von  einander,  nur  in  der  Mitte  der  Beugungsfigni' 
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ist  dieser  Abstand  der  doppelte.  —  Oben  links  ist  die  beugende 
Oeffnung  0  gezeichnet.  Die  Beugiingsfransen  bilden  daher  Eecht- 
ecke,  welche  dem  beugenden  Rechteck  ähnlich  sind,  aber  invers 
zu  ihm  liegen. 

Im  Brennpunkt  F  des  Objectivs  erreicht  die  Intensität  J  den 
grössten  Werth,  J=J\  Für  ^  =  0  ist  nämlich  der  Grenzwerth 
des  Quotienten  sin  f^^'io :  ^'^12  =1.  —  Andere,  aber  kleinere  Maxinia 
nimmt  J  annähernd  in  den  Mittelpunkten  der  von  den  Beugungs- 
fransen der  Figur  69  umgrenzten  Rechtecke  an.  Diesen  Mittel- 
punkten entsprechen  die  Werthe: 

(ia  =  jt{2h-\-\),    vh  =  X  {2k  +  1),   Ä,  Ä;  =  1,  2,  3 

Auf  der  /-Axe  ist  aber  für  die  Mittelpunkte  jener  Rechtecke: 

^  =  jr  (2Ä  +  1) ,   r  =  0,  Ä  =  1,  2,  3  . . . 
Daher  sind  die  Maxima  auf  der  a:'-Axe  (oder  y-Axe): 

J  —J'  ^ 

während  sie  in  der  Mitte  eines  beliebigen  anderen  Rechtecks^,  für 
welches  weder  /  noch  //  verschwindet,  den  Werth  haben: 

Die  J,  sind  daher  wesentlich  kleiner  als  die  «/, ,  sodass  dit- 
p^anze  Beugungsfigur,  roh  betrachtet,  den  Eindruck  eines  nach  der 
Mitte  zu  heller  werdenden  Kreuzes  macht,  dessen  Balken  den 
Seiten  der  Beuf^ungs(>tt'nung  parallel  liegen.  (In  Figur  69  ist  die 
Lichtvertheilung  durch  die  Schraffirung  angedeutet.) 

10.  Beugung  durch  ein  schiefwinkliges  Parallelogramm. 

Diesen  Fall  kann  man  sofort  aus  dem  vorigen  ableiten  auf  (irund 
der  Bemerkung,  dass  nach  (73)  die  Integrale  C  und  S  und  daher 
auch  die  Liclitintensität  J  ungeändiMt  bleibt,  wenn  man  die  Koordi- 
naten .r,  //  der  beugendcMi  Oettnung  mit  den  Factoren  ;?,  7  multi- 
plicirt,  während  man  gleichzeitig  die  Grr)ssen  //  und  i;,  d.  h.  die 
C-oordinaten  /,  //  der  Beugungsfignr,  durch  die  gleichen  Factoren 
]),  q  dividirt.  Gelit  man  von  einem  rechtwinkligen  beugenden 
Parallelogramm  aus,  dessen  Seiten  dtMi  ('oordinatenaxen  xy  nicht 
parallel  sind,  so  erhält  nnin  durch  Jene  Anwendung  zweier  Fac- 
toren p^  g  ein  schiefwinkliges  Paralhdogramm  als  Beugungsötfnung, 
während  die  Beugungsfransen  ebenfalls  schiefwinklige  Parallelo- 
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gramnie  einschliessen ;  die  Beugungsfi-ansen  verlaufen  senkrecht  zu 
den  Seiten  des  beugenden  Parallelogianims. 

11.  Bengung  durch  einen  Spalt.  Ein  Spalt  lässt  sich  auf- 
fassen als  ein  Rechteck,  dessen  eine  Seite  (b)  sehr  gross  ist  Die 
Beugungsfigur  reducirt  sich  daher  auf  einen  schmalen  Lichtstreifen 
in  der  x'-Axe,  der  von  Dunkelttecken  durchschnitten  ist,  entsprechend 
der  Formel: 

2 


e/=c/' 


sm 


/xa 
2 


'  9 


(78) 


a 


Dabei  ist,  falls  das  Licht  senki'echt  gegen  die  Ebene  des  Spaltes 
einfällt: 

^  =  _   sin(p,  (78) 

falls  fp  den  Beugimgswinkel  (Winkel  der  gebeugten  Strahlen  gegen 
die  einfallenden  Strahlen)  bezeichnet.  Wenn  die  Lichtiiuelle  (j 
eine  Lichtlinie  ist,  die  zum  Spalt  parallel  ist,  so  wird  auch  die 
Beugungsfigur  ein  breites  Lichtbaud,  das  von  parallelen  Fransen 
durchschnitten  ist  an  den  Stellen 
fia  =  2hjt.  Bedeutendere  Lichtinten- 
sität findet  sich  nur  zwischen  den 
Grenzen  fia  =  -f  2jr,  —  Die  Lage 
der  dunklen  Fransen  hätte  man  auch 
aus  folgender  Ueberlegung  direct  _ 
ableiten  können: 

Um  die  Intensität  für  einen  be- 
liebigen Beugungswinkel  rp  (vgl. 
Figur  70)  zu  finden,  theile  man  den 
Beugungsspalt  AB  in  derartige  Strei-  p^    "^  ^^ 

fen  .4yJ,,  A^Ai^  A>^3  etc.,  dass   die  Fig.  70. 

Lichtwege  von  A,  A^ ,  A^i  . . .   nach 

dem  unendlich  fernen  Punkte  7o  um  je  KA  von  einander  ver- 
schieden  sind.  Die  Wirkung  je  zweier  benachbai-ter  Zonen  heben 
sich  dann  auf.  Es  besteht  daher  Dunkelheit,  wenn  AB  in  eine 
gerade  Anzahl  solcher  Zonen  getheilt  werden  kann,  d.  h.  wenn  im 
rechtwinkligen  Dreieck  AGB  die  Kathete  BC  gleich  h  •  X  ist,  wo 
/^=  1^  2,  3  . . .  Da  nun  BC  =--o  bin  ff,  falls  a  die  Spaltbreite  ist. 
so  tritt  Dunkelheit  ein  für  die  Beugungswinkel 


/    /    /   /   /i 

/  /  ■/-.  /  /] 

/  /  /  /\/r] 

/  /  /  /  / 

^  ./  /  / 
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(79)  sinq>  =  ±h'-. 

Dies  ist  aber  (nach  (78')  identisch  mit  der  Bedingung  f£a  =  2hx. 
H  ieraus  ergiebt  sich,  dass  flir  a  <  A  für  keinen  Beugungswinkel 
Dunkelheit  eintritt,  es  besteht  daher  Diffusion  des  Lichtes  (vgl 
die  analogen  Betrachtungen  oben  auf  S.  185). 

Fällt  weisses  Licht  ein  und  bezeichnet  man  die  Intensität  /, 
welche  einer  bestimmten  Farbe  oder  Wellenlänge  X  angehört,  mit 
J/,  setzt  ferner  zur  Abkürzung  j€asin(p  =  a,  so  ist  für  einen  be- 
stimmten Wei-th  a   die  ganze  Lichtintensität: 

(79  )  j  —  2.JI  '  --Tj^^  . 

Wenn  d  nicht  sehr  klein  ist,  z.  B.  falls  d  etwa  bei  c?;r2 
liegt,  so  ist  in  (79')  sin  "^'{x  von  X  viel  stärker  abhängig  als  *  i. 
Betrachtet  man  «/a  annähernd  als  constant,  so  geht  (79')  in  eine 
Form  über,  wie  sie  die  an  einem  dünnen  Blättchen  reflectirU; 
Lichtintensität  besitzt  (cf.  IL  Abschnitt,  Kapitel  11,  §  11).  An- 
nähernd treten  also  in  einiger  Distanz  vom  Centralfeide  Newtons 
Farben  dünner  Blättchen  auf. 

12.  Beliebige  Gestalt  der  Bengungsöffnung.  Bei  beliebiger 
unsym  metrischer  (i  estalt  der  Beugungsöflfnung  sind  beide  Integrale 
C  lind  S  von  Null  verschieden.  Die  Nullstellen  der  Intensität  im 
Beu^ungsbilde  sind  durch  die  beiden,  gleichzeitig  zu  erfüllenden 
Bedingungen  C  =  0,  S  ^  0  characterisirt  Im  Allgemeinen  sind 
dies  daliei-  discrete  Punkte,  nicht,  wie  beim  Rechteck,  zusammen- 
hängende Linien.  Betreffs  der  Durchführung  der  Theorie  für  spe- 
cielle  Gestalten  der  Beugungsöffnung  vgl.  man  Schwerd,  Die 
Beugungserscheinungen,  Mannheim  1835. 

13.  Mehrere  gleicbgestaltete  nnd  gleichorientirte  Beugangs- 
öffnuDgen.  Die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  Beugungsöffnung 
in  Bezug  auf  einen,  in  jeder  Oeffnung  gleich  liegenden  Punkt  A  seien 
mit  ^  nnd  r]  bezeiclinet.  Die  Koordinaten  der  Punkte  A  in  Bezug 
auf  das  beliebige,  im  Beugungsschirm  liegende  Coordinatensysteni 
r,  //  seien  .r, //,,  x^^ij.^,  x.^y-^  etc.  Dann  ist  also  für  einen  Punkt 
ir^HMid  einer  Bengnngsötthung,  z.  B.  der  dritten,  zu  setzen 

-^  -  ^:i  +  5»  y  =  jh  +  '^ 

und  nach  (73)  wird: 
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G=sfco8  \ii(xi+^)  +v  G/i  +  //)]  d^dri, 

*-^^  (80) 

Die  g  und  ^  variiren  bei  allen  Beugiingsöffnungen  in  den  gleichen 
Gi'enzen.  Bezeichnet  man  daher  die  Beugiingsintegrale  C  und  S, 
wenn  sie  nur  über  eine  einzige  Bewgiuigsöffnung  erstreckt  werden, 
durch  c  und  s,  d.  h.  setzt  man 


==  jcos{u^+  inj)d^dri,    s=i  sin  {[ig  -\-  vt})  t/§  </// , 


(81) 


und  setzt  man  zur  Abkürzung: 

c  =  2!  cos  (ßxi  +  vyi)j   s  =  JS  sin  (fun  -\-  viji) ,  (82) 

so  wird  nach  (80): 

C  =  c  '  c  —  s' '  s,   S  =  s' '  c  -\-  c  '  s , 

daher  nach  (72): 

J=  j'2(c'2  +  /2)   (c'M-«'^).  m) 

Aus  dieser  Formel  ersieht  man,  dass  diejenigen  Stellenjles 
Beugungsbildes,  welche  Dunkelstellen  für  eine  einzig(^ 
Beugungsöffnung  sind,  auch  in  diesem  Falle  bei  mjehreren 
gleichliegendenBeugungsüffnungen  Dunkelstellen  bleiben. 
Die  Lichtstärke  wird  für  eine  beliebige  Stelle  im  Verhältniss 
c'2  +  /2  vermehrt  im  Vergleich  zu  der  Lichtstärke  bei  cnnei* 
Oeffnung.  Dieses  Verhältniss  c  ^  -f  s"^  kann  sehr  verscfiiedene 
Werthe  haben.    Es  lässt  sich  schreiben  in  der  Form: 

c  ^  -f-  «'2  =  JScos^ (jixi  +  vyi)  +  2  2! cos  (//.r/  -|-  r///)  cos  {luk  -\  vifk) 
+  Ssin^  (ßXi  +  t^Ji)  +  2JSsin  ipsi  -\-  vyi)  sin  (fisk  +  ^/a)> 
d.  h.  o'2  +  »'»  =  »n  +  2  2 cos  [fi  (x.  —  xt)  -\-  v  (//,•  —  yt)],  (%i) 

wobei  m  die  Anzahl  der  Oeffnungen  bezeichnet.  —  Bei  ^aiiz 
unregelmässiger  Anordnung  sehr  vieler  Beugungsöft'iiungen 
kommt  das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  in  C84j  gegen  das  <^rste 
nicht  in  Betracht,  da  die  einzelnen  Summanden  unter  dem  Zei(  Inai  -1' 
regellos  zwischen  —  1  und  +  1  schwanken.  Dahei*  ist  die 
Intensität  im  Beugungsbilde  überall  m  mal  grösser,  als 
bei  einer   einzigen    Beugungsöffnung.     Diese   Erscheinung: 
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kann  man  z.  B.  studiren,  wenn  man  in  ein  Staniolblatt  mit  einer 
Nadel  regellos  vertheilte,  gleich  grosse  Löcher  stösst.  Man  nimmt 
ein  concentrisches  Ringsystem  wahr,  welches  auch  schon  m 
einziges  Loch,  nm*  in  weniger  intensiver  Weise,  hervorruft. 

Völlig  anders  werden  die  Resultate,  wenn  man  regelmässig 
vertheilte,  oder  nur  wenige  Oeflfnungen  hat.  Betrachten  wir  z.  R 
den  Fall  zweier  Oeffnungen,  setzen  wir  z.  B. 

x^  =  0,  X2  =d,  y^  =  y^  =  0, 
so  wird 

g'2  -j-  /2  =  4  QQgl  fz^  ^ 

m 

Die  Beugungsfigur,  welche  eine  einzige  Oelfnung  hervorruft, 
ist  also  noch  durchzogen  von  dunkeln  Fransen  der  Gleichung 
^rl  =  (2h  +  1)  jTj  d.  h.  von  Fransen,  welche  senkrecht  zur  Ver- 
bindungslinie zweier  correspondirender  Punkte  der  BenguDgs- 
ötfnungen  stehen  nnd  nach  (77)  den  constanten  relativen  Abstand  kf:  d 
in  der  Brennebene  des  Fernrohr-Objectivs  besitzen. 

14.  Das  Babinet'scbe  Theorem.  Bevor  wir  auf  den  Fall  der 
Gitter,  d.  h.  sehr  zahlreicher,  regelmässig  vertheilter  Beugiings- 
öftimngen  eingehen,  wollen  wir  zwei  complementäreBeugungs- 
schirme  betrachten.  Wenn  ein  Beugungsschirm  ö,  irgend  welche 
Lüclier  besitzt,  und  ein  anderer  Schirm  öj  gerade  die  Stellen  be- 
deckt hat,  an  welchen  ö,  frei  ist,  während  die  Stellen  in  02  frei 
sind,  welche  in  0,  bedeckt  sind,  so  heissen  a^  und  öj  complemen- 
täi'e  Beugungsschirme.  Die  Lichtintensität  J,  bei  Anwendung  des 
Schirmes  0,  ist  proportional  zu  C,  24-  5,'-^,  wobei  C,,  Si  Integral»* 
sind,  welche  über  die  freien  Oeffnungen  in  a^  zu  erstrecken  sind. 
Die  Lichtintensität  J^  bei  Anwendung  des  Schirmes  Ö2  ist  pro- 
portional zu  6*2 -^  +  &'^  wobei  die  Integi'ale  Cj,  *S'2  über  die  freien 
Oeffnungen  in  a,  zu  erstrecken  wären.  Die  Lichtintensität  J.  bei 
ganz  fehlendem  Beugungsschirme  ist  daher  proportional  zu  (Cj  +  ftV- 
+  {Si  +  Ä2)-.  An  einer  Stelle  des  Beobachtungsfeldes,  welch»* 
einem  von  Null  verschiedenen  Beugungswinkel  entspricht,  ist  aber 
in  letzterem  Falle  Jo  =  0,  d.  h.  es  ist  C,  =  —  C^,  S,  =  —  S,. 
Daher  ist  auch  J^  =  J.^  und  wir  erhalten  den  Satz:  Bei  zwri 
complementären  Beugungsschirmen  ist  die  Lichtstärkt* 
an  allen  Stellen  des  Beugungsbildes  die  gleiche,  abge- 
sehen vom  Centralfleck,  welcher  dem  Beugungswinkel 
Null  entspricht.    Dies  ist  das  Babinefsche  Theorem. 


Beugung  des  Lichtes.  205 

machen  eine  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  Beugungs- 
elche  durch  unregelniässig  vertheilte,  gleich  grosse  kreis- 
Schirme  hervorgebracht  wird.  Die  Beugungsflgur  niuss 
sein,  welche  gleich  grosse,  unregelmässig  vertheilte,  kreis- 
Oeffnungen  hervorrufen.  (Vgl.  vorige  S.).  Man  erhält  also 
entrisches  Ringsystem.  Die  Erscheinung  lässt  sich  durch 
iumsamen  hervorrufen,  den  man  auf  eine  Glasplatte  streut, 
e  Höfe  um  Sonne  und  Mond  erklären  sich  durch  die 
fswirkung  gleich  grosser  Wassertröpfchen.*) 

Bengnngsgitter.  Ein  Beugungsgitter  besteht  aus  sehr 
arallelen  Spalten  in  constantem  Abstand.  In  der  Bezeich- 
s  §  13  können*  wir  setzen: 

jTi  =0,  0-2  =  d,  Xv^  =  2dj  x^  =  5r/,  etc. 
Vi  =  Ih  =  ?/3  e<^-  =  ^> 

en  Abstand  con-espondirender  Punkte  in  zwei  benachbarten 
bedeutet,  die  sogenannte  Gitterconstante.    Es  ist  daher 

0: 

c'  =  1  +  cos  fid  +  cos  2(id  +  cos  Sfid  +  .  .  . 
.s'  =  sin  fid  +  sin  2(id  +  sin  3  fid  +  .  .  . 

c  2  -f  s'2  yji  finden,  kann   man    zweckmässig  imaginäre 
benutzen,  indem  man  schreiben   kann,  falls  m  Oeffnungen 
Bn  sind: 

'-    +  tS   =  1  -f-  e       +C         +ß         +..  +  e 

immation  kann  man  sofort  ausführen.    Man  erhält: 

imfid 
t    .     .   t       e         —  1 

C   +  ts=  ~  -.' . 

e     —  1 

ch  Multiplication  beider  Seiten  dieser  Gleichung  mit  ihren 
ten  complexen  Ausdrücken  folgt: 

.   0  mild 

'    '  1  —  cos  u(l  .   ^   ud    ^ 

stn^ 

2 


etrelFs  der  Bcrechüung  der  Grösse  derselben  aus  den  Durchmessern  der 
•  Höfe  vgl.  Vorles.  über  tbeorct.  Optik  von  F.  Neumann,  herausgeg. 
,  Leipzig  1885,  S.  105. 
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sodass  aus  (83)  und  (78)  folgt: 


(85)  J=^x 


.  ciua       .  »  mud 


(?) 


2  .    ^fjtd 


Hierin  bedeutet  J,'  die  Lichtintensität  für  den  Beugnngs- 
winkel  0  (//  =  0),  wie  sie  bei  einem  Spalt  bestehen  würde.  Aus 
dieser  Formel  geht  hervor,  dass  das  Beugiingsbild  eines  Spaltes, 
welches  durch  die  beiden  ersten  Factoren  dargestellt  ist,  durch- 
zogen ist  von  sehr  eng  auf  einander  folgenden  Dunkelfransen  der 

Gleichung   ^*tj-  =  hjc.     Diese  Fransen  folgen  um  so  enger  auf 

einander,  je  gi^össer  die  Anzahl  m  der  Spalten  ist.  Zwischen  den 
Fransen  erreicht  die  Lichtstärke  J  Maxima,  welche  aber  höchstens 
gleich  der  an  gleicher  Stelle  des  Beugungsbildes  stattfindenden 
liichtstärke  bei  einem  Spalt  sind.    Sehr  viel  stärkere  Maxima  treten 

aber  ein,  falls  sin  '^  verschwindet,  d,  Ji.  für 

2h7i     IV.  ,   A 

(SO)  ^  =    ^  ,  d.  h.  wn  gt)  =  Ä  ^  , 

falls  (f  den  Beugungswinkel  bezeichnet.  (Das  Licht  soll  senkrecht 
auf  das  Gitter  einfallen.) 

Für  diese  Beugungswinkel  go  ist  nämlich 

«  mud 

I  m 


Sin 


sin'^f^^ 


=  m^ 


sodass  die  Intensität  m^  mal  so  gross  ist,  als  bei  einem  Spalt  an 
der  betreffenden  Stelle  des  Beugungsfeldes.  Wenn  m  sehr  gross 
ist,  so  sind  diese  Maxima  überhaupt  allein  wahrnehmbar.*)  Es 
fällt  ein  solches  Maximum  nur  dann  aus,  wenn  an  der  gleichen 
Stelle  gerade  eine  Nullstelle  des  Beugungsbildes  eines  Spaltes 
liegen  würde,  d.  h.  falls  gleichzeitig  mit  (86)  die  Relation  bestände: 

2kn 


a 


1)  WenD  die  Gitterconstante  d  <  k  ist,  so  ist  kein  Beugungsmajcimum 
wahrnehmbar,  da  nach  (86)  sin  ^  >  1  wurde.  Man  kann  daher  die  Constitation 
durchsichtiger  Körper  auffassen  als  Einlagerungen  undurchsichtiger  ponderabe- 
1er  Theile  im  durchsichtigen  Aether.  Wenn  die  Distanzen  der  ponderabelen 
Theile  kleiner  als  die  Lichtwellenlänge  ist,  so  geht  nur  das  ungebeugte  Licht 
hindurch. 
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Dies  ist  nur  möglich,  weDn  die  Spaltbreite  a  ein  rationales 
(ans  dem  Quotienten  zweier  ganzen  Zahlen  bestehendes)  Verhält- 
iiiss  zu  der  Gitterconstante  d  hat.  Sehr  feine  Gitter  stellt  man 
her  durch  Einritzen  sehr  feiner  Linien  auf  Glas  oder  Metall 
(Beflexionsgitter)  mit  Hülfe  eines  Diamanten.  Die  Striche, 
welche  der  Diamant  reisst,  wirken  als  undurchsichtige  oder 
nicht  reflectirende  Stellen,  d.  h.  als  Schirme.  Nach  dem  Babinet- 
schen  Theorem  (cf.  oben  S.  204)  kann  man  die  Strichbreite  auch 
als  Spaltbreite  a  aulfassen.  Dieselbe  ist  dann  sehr  viel  kleiner, 
als  die  Gitterconstante  rf,  so  dass  jedenfalls  die  ersten  Maxima, 
welche  in  (86)  nur  massig  grossen  Werthen  von  h  entsprechen, 
nicht  ausfallen.  Diese  Maxima  haben  auch  nahezu  constante  Inten- 
sität, da  bei  sehr  geringer  Spaltbreite  a  das  Beugungsbild,  welches 
ein  Spalt  hervorruft,  einen  gi'ossen  Theil  des  Beugungsfeldes  mit 
nahezu  gleichmässiger  Intensität  beleuchtet. 

Bei  genügend  grosser  Spaltenzahl  m  besteht  daher  das  Beugungs- 
bild bei  Beleuchtung  durch  eine  feine  Lichtlinie  Q  von  einheit- 
licher (homogener)  Farbe  aus  feinen  hellen  Linien,  welche  bei 
den  Beugungswinkeln  9)0,  9)1,  9)2»  ^t^-  ci*scheinen,  die  dem  Gesetz 
gehorchen : 

9Po=  0,  «n9)i  =+  ^  ,  sin  (p^  =^  +  N  ,  sin  9)3  ^—  +  '  ^  etc. 

Bei  Beleuchtung  des  Gitters  mit  einer  weissen  Lichtlinie  Q 

öiüssen  daher  reine  Spectren  erscheinen,  da  die  verschiedenen  Farben 

bei  verschiedenen   Beugungswinkeln    auftreten.      Diese    Gitter- 

spectren  werden  normale  Spectren  (im  Gegensatz  zu  den  durch 

Brechung  in  einem  Prisma  entstehenden  Dispersionsspectrenjge- 

I    nannt,  weil  jede  Farbe  entsprechend  ihrer  Wellenlänge  abgelenkt  ist 

^tts  der  Richtung  des  einfallenden  Lichtes,  wenigstens  so  lange  die 

Beugangswinkel  g>  so  klein  bleiben,  dass  man  sin  (p  --  (p  setzen  kann. 

Da  jede  Farbe,  entsprechend  den  verschiedenen  Werthen  des  h  in  (86), 

rtelfach  auftritt,  so  entstehen  auch  vielfache  Spectren.    Das  dem 

Werthe  ä  =  1   entsprechende   Spectrum   heisst  Spectrum    erster 

Ordnung,   dem  Werthe  ä  =  2   entspricht    das   Spectrum    zweiter 

Ordnung  u.  s.  w.     Am  wenigsten  abgelenkt  erscheint  das  Violett 

des  ersten  Spectrums,  dann  folgen  die  Farben  bis  zum  Roth.    Nach 

einem    dunkeln    Zwischenraum    folgt    das    Violett    des    zweiten 

Spectmms.     Das  Roth  des  zweiten  Spectrums  wird  aber  schon 

überdeckt  vom  blauen  Ende  des  dritten  Spectrums,  da  :'^X,,  <C  2Xr, 
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P. 


falls  X"  und  Xr  die  Wellenlängen  des  siebtbaren  violetten  nnd 
rotben  Lichtes,  welclies  im  weissen  Licht  enthalten  ist,  bezeichne]). 
Diese  Ueberdeckung  mehrerer  Farben  häuft  sich  nun  immer  mehr, 
wenn  man  zu  gi'üsseren  Beugungswinkeln  fortschreitet. 

Dass  hier  beim  Gitter  reine  Spectralfarben  auftreten  im  Gegen- 
satz zu  einem  Spalt,  der  annähernd  die  Newton  sehen  Interferenz- 
färben  ergiebt  (vgl.  oben  S.  202),  liegt  daran,  dass  beim  Gitter  die 
Orte  der  Lichtmaxima  scharf  bestimmte  sind,  bei  einem  Spalt 
dagegen  die  Orte  der  Lichtminima,  d.  h.  der  Dunkelst^Uen. 

Die  Gitter  bilden  das  beste  Hülfsmittel,  um  die  Wellenlänge 
genau  zu  bestimmc^n,  aus  Gitterconstante  ^  und  Beugungswinkel  y. 
Die  Bestimmung  wird  um  so  genauer,  je  feiner  das  Gitter  getheilt 
ist,  da  dadurch  di(»  Beugungswinkel  wachsen.    Rutherford  stellte 

Gitter  auf  Glas  oder  Met^iU  lier. 
bei  denen  bis  700  Linien  auf  ein 
Millimeter  kommen.  Wesentlich 
für  die  Güte  eines  Gitters  ist  Tor 
Allem  die  Theilmaschine,  welche 
das  Eeisserwerk  (den  Diamanteni 
bewegt.  Die  Striclie  müssen  genau 
parallel  sein  und  constanten  Ab- 
stand haben.  Von  Rowland  werden 
Jetzt  tadellose  Gitter  hergestellt  mit 
einer  Theilmaschine,  die  bis  zu 
1700  Linien  pro  Millimeter  zu 
reissen  erlaubt. 

16.  Concavgitter.  Ein  weiterer 
wichtiger  Foi-tschritt  ist  von  Rowland  dadurch  erzielt  w^orden,  dass 
das  Gitter  auf  einer  cylindrisclien,  gut  refiectirenden  Metallfläche  her- 
gestellt wurde,  die  Stiiche  laufen  der  (  ylinderaxe  parallel  und  besitz^Mi 
auf  der  zugehr^rigeii  Sehne  einen  gleicli  grossen  Abstand.  Diese  Con- 
cavgitter erzeugen  von  einer  zur  Tylindeiaxe  i)arallelen  leuchtenden 
Linie  ()  ein  reelles  Bild  V  oline  Hülfe  von  Linsen,  und  auch  die 
Beugungsnmxima  /',,  I\  etc.  der  versc]ii(Mlenen  Ordnungen  sind 
leelle  Bilder.  Um  die  Lag(*  derselben  zu  linden,  construire  man 
einen  Kieis,  der  den  Krümmungsradius  /•  des  Gitters  als  Durrli- 
messer  hat  nnd  das  Gittei*  GG  berührt  (vgl.  Figur  71).  Wenn 
die  Liclitlinie  auf  diesem  Kreise  in  ()  li(*gt,  so  entstellt  durch 
Reflexion  das  ungebeugte  reelle  Bild  in  /'  (,'benfalls  auf  demselben 
Kreise  und  zwar  liegen  P  und  Q  symmetrisch  zu  C,  falls  (J  das 


r^--  — 


Fig.  71. 
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Krüramungscentruni  des  Gitters  00  ist.  Denn  im  Pnnkte  B  ist 
CB  die  Hohlspiegelnormale,  daher  ist  Einfallswinkel  QBC  gleich 
ßeflexionswinkel  PBC.  Aber  anch  ein,  in  einem  beliebigen  anderen 
Punkte  B'  des  Spiegels  reflectirter  Strahl  muss  stets  durch  P 
gehen,  denn  in  ß  ist  Cti  die  Spiegelnormale,  da  G  das  Krümmungs- 
centrum  des  Concavspiegels  ist,  und  da  nun  sehr  annähernd 
^QEfC=^  PE^C  ist  (es  wäre  streng  der  Fall,  wenn  B'  auf  dem 
Kreise  selbst  läge,  da  die  Winkel  dann  Peripheriewinkel  über 
gleichen  Kreisbögen  wären),  so  ist  JBfP  die  Richtung  des  refiec- 
tirten  Strahles.  P  ist  also  der  Ort  des  ungebeugten  Bildes,  wel- 
ches der  Spiegel  von  Q  durch  Reflexion  entwirft.  ^) 

Der  Ort  eines  Beugungsbildes  P,   ist  nun  der  Schnitt  zweier 
Strahlen  BP^   und  ß'P, ,  welche  gleiche  Winkel  einschliessen  mit 
BP  und  EfP,    Man  erkennt  daher,  dass  P^  ebenfalls  auf  dem  durch 
PCQB  gehenden  Kreise  liegt,   da 
die  Winkel  PE^Pi    und  PBP^    als 
Peripheriewinkel  über    demselben      ^ 
Bogen  streng  einander  gleich  wären, 
wenn  E^  ebenfalls  auf  jenem  Kreise 
läge. 

Wenn  man  in  P^  das  reelle  Beu- 
gungsspectrum auf  einem  Schirme  S 
auffangen  wollte,  so  müsste  der- 
selbe sehr  schief  gegen  die  das  Bild 
terrorrufenden  Strahlen  stehen.  Es 
ist  günstiger,  wenn  der  auffangende  Schirm  senkrecht  zu  ihnen  steht. 
Daher  bringt  man  den  Schirm  S  im  Punkte  C  parallel  zum  Gitter  an.  Die 
Lichtquelle  Q  muss  jedenfalls  auf  dem  Kreise  liegen,  der  CB  als  Durch- 
messer hat,  d.  h.  -^  CQB  muss  stets  ein  rechter  sein.  Um  praktisch 
geeignete  Lagen  von  Q  zu  finden,  bei  welchen  ein  Beugungsspectrum 
auf  s  entsteht,  sind  das  Gitter  0  und  der  Schirm  S  auf  einer 
Leiste  der  Länge  r  (Krümnmngsradius  des  Gitters)  befestigt,  die 
auf  den  rechtwinkligen  Schienen  QM  und  QN  gleiten  kann,  wie 
es  Figur  72  andeutet    In  Q  befindet  sich  die  Lichtquelle.    Durcli 

1)  Dasselbe  würde  folgen  aus  der  zweiten  der  Formeln  (34)  auf  S.  48, 
die  bei  der  astigmatischen  Abbildung  durch  Reflexion  abgeleitet  wurde.  Es  ist 
«1  setzen  ^  CBQ  ««  %  CB  =  —  r,  daher  QB  =  s  =  —  r  cos  <p.  Aus  jener 
Formel  folgt  daher  «i  =  —  «,  d.  h.  bei  Berücksichtigung  der  dort  positiv  ge- 
rechneten Richtung  «t  i&nss  der  symmetrisch  zu  C  gelegene  Punkt  P  auf  dem 
Kreise  das  Bild  von  Q  sein. 

Drude,  Lehibacb  d.  Optik.  14 
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Entfernung  des  S  von  0  erhält  man  successive  die  Spectren  höherer 
Ordnung. 

17.  Brennpnnktseigen Schäften  ebener  Gitter.  Wenn  der 
gegenseitige  Abstand  d  der  Gitterstriche  nicht  constant  ist,  so 
sind  die  Beugungswinkel  9?,  welche  einem  Lichtmaximum,  z.  B. 
dem  ersten,  nach  der  Formel  sin  (p  =  X:  d  entsprechen,  für  die 
verschiedenen  Partien  des  Gittc^rs  verschiedene.  Bei  einer  geeignet 
gewählten  Variabilität  des  d  können  diese  Richtungen,  welche  deiu 
Lichtmaximum  entsprechen,  sich  alle  in  einem  Punkte  F  schneiden. 
Dieser  Punkt  ist  dann  ein  Brennpunkt  des  Gitters,  da  er  dieselben 
Eigenschaften  hat,  wie  der  Brennpunkt  einer  Linse.*) 

18.  Das  Auflösungsvermögen  eines  Gitters.  Die  Fähigkeit 
eines  Gitters,  zwei  benachbarte  Spectrallinien  von  einander  zu 
trennen,  muss  proportional  zu  der  Strichzahl  m  des  Gitters  sein, 
da  wir  oben  gesehen  haben,  dass  das  Beugungsmaximum,  welches 
eine  bestimmte  Wellenlänge  X  hervorbringt,  eine  um  so  schmälere 
Lichtlinie  ist,  je  grösser  m  ist.  Nach  Formel  (86)  der  S.  206  liegt 
das  Beugungsmaximum  der  Ä-ten  Orduting  bei  den  Werthen 

fi  =  2I1JC  :  d,  d.  h.  sin  g)  =  hl :  d. 

Wenn  //  von  diesem  Werthe  aus  wächst  oder  abnimmt,  so 
erhält  man  nach  (85)  eine  erste  Nullstelle  der  Intensität,  wenn 
sich  fi  derartig  geändert  hat,  dass  mfid2  um  ji  geändert  ist,  d.  h. 
wenn  die  Aenderung  von  //  beträgt: 

dfi  =  2jt :  7nd, 

Daher  muss  sich  der  Beugungswinkel  9),  der  mit  //  nach  der 
Gleichung  (78')  S.  201  zusammenhängt,  um 

(87)  d(p  =  X  :  7n(l  cos  rp 

geändert  haben.    Diese  Grösse  drp  misst  daher  die  halbe  Winkel- 
breite des  Beugungsbildes. 

Für  eine  benachbarte  Spectrallinie  der  Wellenlänge  X  +  dX 
ist  der  Ort  ihres  A-teu  Beugungsmaximums  gegeben  durch 

sin  ((p  ~\-  dfp)  ^  ^  h  (X  +  dX)  :  d, 

1)  Näheres  über  das  Vertheihiugsgosetz  der  Gitterstriche  vgl.  beiCornu, 
Compt.  rend.  80,  S.  045,  1875.  —  Pogg.  Add.  150,  8.  114,  1875.  —  Soret, 
Arch.  d.  seienc.  phys.  52,  S.  320,  1875.  —  Pogg.  Ann.  150,  S.  99,  1875.  — 
Winkelmann's  Handb.  II,  S.  G22  (Autor  Feussner). 
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d.  h.  der  Winkel  dq>\  um  den  die  Beugungsiuaxinia  der  Linie  X 
und  X  +  dX  verschieden  liegen,  ist 

dq>  =  /i  •  dX  :  d  cos  q>. 

Damit  das  Gitter  nun  diese  beiden  Spectrallinien  trennt,  niuss 
dieser  Winkel  d(p  grosser  sein  als  die  halbe  Breite  des  Beugungs- 
bildes der  einen  Linie,  d.  h.  es  muss  sein: 

d(p  >dg),    h'dX'>X:m,     ^  >  ^^^^^ .  (88) 

Die  auflösende  Kraft  eines  Gitters  ist  daher  propor- 
tional zur  Gesammtstrichzahl  m  und  der  Ordnung  h  des 
Spectrums,  dagegen  von  der  Gitterconstante  d  (Strich- 
abstand) unabhängig.  Bei  zu  kleinem  Strichabstand  d  kann  es 
allerdings  eintreten,  dass  die  Trennung  der  Spectrallinien  noch 
besonderer  Ocularvergrösserung  bedarf,  durch  eine  solche  lässt 
^ich  dann  aber  auch  wirklich  die  Trennung  stets  eiTeichen,  sobald 
öttr  das  nach  (88)  definirte  Auflösungsvermögen  des  Gitters  nicht 
überschritten  ist 

Zur  Trennung  der  Doppellinie  D  des  Natriumlichtes,  für  welche 
Ü:>i  =  0,001  ist,  bedarf  man  also  eines  Gitters  von  mindestens 
SöO  Strichen,  wenn  man  im  Spectrum  zweiter  Ordnung  beobachtet. 

19.  Hichelson's  Glasplattenstafifeln. ')  Um  das  Auflösungs- 
vermögen zu  steigern,  muss  es  nach  den  obigen  Auseinander- 
setzungen günstig  sein,  die  Ordnungszahl  h  des  Spectrums  möglichst 
boch  zu  wählen.  Bei  den  bisher  betrachteten  Gitterconstructionen 
kann  man  nun  aber  practisch  etwa  über  die  dritte  Ordnung  {h  =  3) 
öicht  hinausgehen,  da  die  Intensität  sonst  zu  gering  wird.  Mau 
kann  nun  aber  schon  bei  sehr  kleinen  Beugungswinkeln  eine  be- 
deutende Phasendififerenz  der  interferirenden  Strahlen  erzielen, 
ib.  denselben  Eflfect  erreichen,  den  Spectra  hoher  Ordnungszahl 
ergeben,  wenn  man  die  interferii^enden  Strahlenbündel  Glas  von 
verschiedener  Dicke  durchsetzen  lässt.  Gehen  wir  z.  B.  nur  von 
2]vei  parallelen  Spalten  aus  und  legen  wir  hinter  den  einen  Spalt 
^iöe  mehrere  Millimeter  dicke  Glasplatte,  so  gelangen  bei  mini- 
Dialen  Beugungs winkeln  Strahlen  zur  Interferenz,  welche  mehrere 
Tausend  Wellenlängen  Gangunterschied  besitzen.  Dieser  Gedanke 
liegt  den  Michelson'schen  Glasplattenstatfeln  zu  Grunde.  Es  werden 


1)  A.  MicheUon,  Astrophysical  Jouru.  1898,  S.  37,  ßd.  8. 
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i«-Platteii  der  Dicke  rf  in  der  aus  Figur  73  ergichtlichen  Weise 
stattelartig  aufeinander  gelegt,  die  Breite  des  Staffelscbrittes  sei  a. 
Das  Liclit  falle  vou  oben  (in  der  Figur)  seukrecht  auf  die  Platten. 
Für  die  parallelen  Strahlen  AX  und  CCf,  welche  den  Winkel  ^ 
uiit  dem  einfallenden  Licht«  machen,  ist  ihre  Gangdifferenz,  wenu 
CD  J_  zu  Aä'  ist  und  der  Brechungsindex  der  Glasplatten  mit  « 
bezeichnet  wird: 

hBC—  AD=nS  —dcOB^  -{-  asinqi,  1 

da  AD^DE—AE  nnd  DE=^öcosq>,  AE=asin^  ist     Wenn 
diese  Gangdifferenz  ein  ganzzahliges  Vielfaches  einer  Wellenlänge 
ist,  d.  h.  falls  ist 

(89)    A-i  =  "«J-rf««* 

so  lunss  in  der  Sichtung  ^ 
maximaleLichtwirkUDgeiD- 
treten,  da  dann  alle  von  AB 
unter  dem  Winkel  y  aus- 
tretenden Strahlen  in  ihrer 
Wirkung  unt«r8ttitzt  wer- 
den durch  die  von  CF  ans- 
treteuden  parallelen  Strah- 
len. Die  Gleichung  (89) 
giebt  also  die  Richtung  r 
der  Beugangsmaxinia  an. 
Bei  einer  nur  geringen 
Aendevung  von  i  um  dl  ist  die  Aenderung  d^'  .des  Beugungs- 
iiiaxiTunuis  bedeutend,  denn  aus  (89)  folgt  durch  Differentiation: 

h  (IX  ^=  6  ■  dn  -{-  {ä  sin  q}  -\-  a  cos  g))  dtp  , 

d.  h.  wenn  tp  klein  gewählt  wird,  so  ist 

(90)  ,V^^-'^^--^-'^». 


Fig.  M. 


Da  bei  kleinem  <p  nacli  (89)  kX  = 
schreiben : 


:  («  —  \)ä  ist,  so  lässt  sich  (90) 


(90')  rfy'=l[(«-l)x-'H; 

es  ist  dalier  iJ^'  bei  grussem  6 :  a  erheblich  gross.    Es  ist  zu 
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berücksichtigen,  dass  in  diCwSer  Formel  in  Wirklichkeit  eine  Summe 
und  keine  Differenz  auftritt,  weil  n  mit  wachsendem  X  beim  Glase 
und  überhaupt  allen  durchsichtigen  Körpern  abnimmt. 

Ein  Uebelstand  dieser  Anordnung  liegt  darin,  dass  die  Beugungs- 
maxima  verschiedener  Ordnung,  welche  demselben  X  entsprechen, 
sehr  nahe  aufeinander  folgen.  Denn  aus  (89)  folgt  fllr  den  B(nigungs- 
winkel  <p  +  dq>"  der  Ordnung  ä  -|-  1  für  die  Wellenlänge  X  die 
Beziehung: 

X  ^=  {6  sin  (p  -\-  a  cos  tp)  d(p" , 

d.  h.  bei  kleinem  q>: 

d(p"=X:a,  (91) 

So  folgt  z.  B.  für  5  mm  dicke  Flintglasplatten,  dass  die  beiden 
Natriundinien  Z>,  und  D^  10  mal  weiter  getrennt  sind  als  zwei 
aneinander  grenzende  Spectra  (der  Ordnung  h  und  h  -\-  \)  einer 
der  beiden  Natriumlinien.  In  Folge  dessen  nniss  die  Lichtquelle 
sehr  schmal  begrenzte,  d.  h.  homogene,  SpectrallinicMi  besitzen, 
wenn  nicht  die  Spectren  verschiedener  Ordnung  übereinander  fallen 
sollen,  d.  h.  falls  dg>"  >  d(p  sein  soll.  So  liat  z.  ß.  Miclielson  ein 
Instrument  mit  20  Platten  der  Dicke  d=-  18  mm,  a  -  1  mm  con- 
struirt,  welches  eine  Lichtciuelle  erfordert,  deren  Spectrallinien  ' ,  5 
der  Distanz  der  beiden  Natriumlinien  iK'ichstens  als  Breite  haben 
dürfen. 

Um  das  Auflösungsvermögen  der  Glasplattenstaffel  zu 
finden,  müssen  wir  die  Breite  des  Beugungsmaxinmms  /^ter  Ordnung 
berechnen,  d.  h.  diejenigen  Beugungswinkel  {cp  ±  d(p)  berechnen, 
welche  Nullstellen  ergeben,  die  dem  der  Gleichung  (S9)  entspreclien- 
den  Lichtmaximum  am  nächsten  benachbart  sind.  Um  diese  Null- 
stellen zu  finden,  denken  wir  die  Staffel  der  Plattenzahl  m  in  zwei 
gleiche  Theile  I  und  II  der  Plattenzahl  ^V:?  zerlegt.  Es  tritt 
Dunkelheit  für  diejenigen  Beugungswinkel  (p  +  d(p  ein,  für  welche 
der  Gangunterschied  zweier  Strahlen,  von  denen  der  eine  durcli 
den  Theil  I  der  Staffel,  der  andere  durch  einen  liomolog  liegenden 
Punkt  des  Theiles  II  der  Staffel  geht,  ein  ungerades  Vielfaches 
von  \X  beträgt.  Gerade  wie  die  rechte  Seite  von  (89)  den  Gang- 
unterschied zweier  Strahlen  angiebt,  von  denen  der  eine  eine 
Glasplatte  mehr  durchsetzt  liat  als  der  andere,  so  würde  der  Gang- 
unterschied in  unserem  Falle,  wo  der  eine  Strahl  ''V-'  Glasplatten 
mehr  passirt  hat  als  der  andere,  durch  Multiplication  der  recliten 
Seite  von  (89)  mit  '"I2  zu  erhalten  sein. 


214  Kapitel  IV. 

Für  eine  Nullstelle,  welche  dem  Beugungswinkel  q)  ±  dq>  zuge- 
hört, muss  also  sein: 

{k  :\'  i)  X  =  2  [^  —  d  cos  {^  +  dtp)  +  a  «in  (7>  +  dq>)\   . 

Damit  dfp  möglichst  klein  sei,  d.  h.  um  die  beiden  Nullstelleu  zn 
erhalten,  welche  dem  der  Gleichung  (89)  enjfcsprechenden  Licht- 
maximum am  nächsten  benachbart  sind,  haben  wir,  wie  eine  Ver- 
gleichung  mit  (89)  lehrt,  in  der  letzten  Gleichung  k  =  h'  "^12  zu 
setzen.  Es  ergiebt  sich  dann  aus  der  letzten  Gleichung  und  aus  (89): 

Hh  |>l  =  «  (d  sin  q  -{-  a  cos  (p)  drp , 
oder  für  kleine  Winkel  q: 

Dieser  Winkel  d^p  misst  also  die  halbe  Winkelbreite  des  Beugungs- 
bildes der  Spectrallinie  X.  Damit  eine  Doppellinie  der  Wellen- 
längen X  und  X  -\  dX  noch  aufgelöst  werde,  muss  der  der  Gleichung 
(00)  entsprechende  Dispersionswinkel  dtp'  grösser  sein  als  drp,  d.  h. 
es  nmss  sein 

dk  ^  1 


m 


jt  (n  —  l        dn\ 


Das  Anfbisungsvermögeu  hängt  also  nur  von  der  Gesammt- 
(lirke  mö  der  Staffel  ab,  einerlei,  ob  man  sie  aus  vielen 
Platten  kleiner  Dicke  oder  wenig  Platten  von  grösserer 
Dicke  aufbaut.  Nur  zum  Zwecke  einer  weiteren  Trennung  (hf 
dt*r  Spectren  verschiedener  Ordnungen  und  zur  Vergrösserung  dns 
Dispersionswinkels  dip^  empfiehlt  sich  eine  grössere  Platt«nzahl, 
damit  a  klein  wird  [vgl.  dazu  die  Formeln  (90)  und  (91)]. 

Für  Flintgläser  hat  —  ^^^^  etwa  den  Werth  100,  wenn  man  / 

in  Millimeter  ausdrückt.  Bei  einer  Plattendicke  ö  von  18  mm  und 
lUattenzahl  m  =  20  wird  daher  das  Auflösungsvermögen  nach  (93): 

was  man  nach  (88j  mit  einem  Strichgitter  erst  bei  etwa  einer 
Halbmillion  Strichen  erreichen  kcinnte. 

Obgleich,  wie  wir  oben  sahen,  die  Beugungsmaxima  verechie- 
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euer  Ordnung  sehr  nahe  bei  einander  liegen,  so  sind  doch  nur 
reuige,  nämlich  höchstens  zwei,  sichtbar.  Es  ist  nämlich  zu  be- 
ücksicbtigen ,  dass  nach  S.  206  für  die  Lichtintensität  in  der 
Jeugungserscheinung  eines  Gitters  die  von  einem  einzelnen  Spalt 
lervorgebrachte  Intensität  als  Factor  auftritt.  Als  einzelner  Spalt 
^irkt  bei  der  Glasplattenstaflfel  der  unbedeckte  Theil  der  Breite  a 
e  einer  Glasplatte,  die  IntensitM  ist  daher  nach  S.  201  nur  zwischen 

lenBeugungswinkeln  (/  =  -!-    ,  welche  den  ersten  Nullstellen  der 

ieugungsfigur  des  Spaltes  entsprechen,  wesentlich  von  Null  ver- 
ichieden,  d.  h.  auf  einem  Winkelbereich  2X  :  er.  Da  nach  (91)  die 
Ä'inkeldistanz  zweier  Maxima  aufeinander  folgender  Ordnungen 
len  Werth  X  :  a  hat,  so  werden  also  nur  zwei  solcher  Maxima 
iichtbar. 

Damit  eine  solche  PlattenstaflFel  gute  Resultate  giebt,  müssen  die 
dnzelnen  Platten  genau  gleiche  Dicke  düberall  besitzen.  Sie  werden 
riit  Hülfe  der  Interferenzcurven  gleicher  Neigung  (cf.  oben  S.  139, 
iLum.  1)  daraufliin  controlirt,  bezw.  durch  Abschleifen  corrigirt. 

20.  Das  Auf  losungSTermögen  eines  Prismas.  Im  Anschluss 
ku  die  vorangegangenen  Betrachtungen  ist  die  Frage  von  Interesse, 
»b  ein  Gitter  einem  Prisma  an  Auflösungsvermögen  überlegen  ist 
►der  nicht.  Das  Trennungsvermögen  eines  Prismas  hängt  niclit  nur 
^on  der  Dispersion  des  Prismas 
ib,    sondern    auch   von    seiner  „ 

Jreite  (senkrecht  zur  brechenden 
Tante  gerechnet).    Denn  wenn      . 

lese  Breite  ziemlich  klein  ist,  '  "^  ,  /  »^ "' v  s/  ^  ^' 
0  wird  jede  einzelne  Spectral-                 ?^  "^-^-y  .         V  / 

inie  durch  Beugung  verbreitert.  /$:^^^^^^^^^^^^^^     /  j  V 

Der  combinirte  Einfluss  von 
)ispersion  und  Büschelquer- 
chnitt  auf  das  Auflösungsver- 

lügen  eines  Prismas  oder  irgend  eines  Prismensystems  ist  nacli 
layleigh^)  in  folgender  Weise  einfach  abzuleiten:  Wird  durch 
Brechung  im  System  P  (vgl.  Figur  74)  die  ebene  Wellenfläclie  AoBo 
es  einfallenden  Lichtes  der  Wellenlänge  X  in  die  Lage  AD  gebracht, 
0  sind  die  Lichtwege  (cf.  oben  S.  9)  von  Ao  bis  A  und  Bo  bis  D  ein- 


1)  L.  Rayleigh,   Phil.  Mag.  (5)  9,   S.  271,  1879.   —   Winkelmann's 
landbuch,  Optik,  S.  lG(i. 
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ander  gleich.  Eine  Welle  von  anderer  Wellenlänge  i  +  rfA  wird 
in  der  gleichen  Zeit  in  eine  andere  Lage  ÄÖ  gebracht  Die  Differenz 
zwischen  den  Lichtwegen  {AoÄ)  —  {AoÄ)^  d.  h.  die  Strecke  J/, 
können  wir  setzen 

{AoÄ)  —  {AoÄ)  =  ÄA  =  dn  .e^, 

falls  dn  der  Unterschied  des  Brechungsindex  des  Prismas  für  die 
Wellenlängen  X  und  X  +  dX  bedeutet,  *)  und  e^  den  von  den  Rand- 
strahlen  im  Prisma  zurückgelegten  Weg.  (Wir  setzen  denselben 
als  gleich  voraus  für  die  beiden  verschiedenen  Farben,  was  au- 
nähernd  gestattet  ist,  da  AÄ  den  kleinen  Factor  dn  enthält) 

Ebenso  ist  die  Differenz  zwischen  den  Lichtwegen  {RS')  —  {B,B\ 
d.  h.  die  Strecke  BB': 

{BoB')  —  {BoB)  =  B'B  =  dn'e^i, 

wobei  €2  den  von  den  anderen  Randstrahlen  des  Büschels  im  Prisma 
zurückgelegten  Weg  bedeutet.  —  Nun  ist  der  Winkel  di,  welchen 
die  Wellenebene  AB'  mit  der  Wellenebene  AB  macht,  d.  h.  die  Dis- 
persion des  Prismas,  offenbar 

falls  b  die  Breite  des  austretenden  Lichtbüschels,  d.h.  die  Strecke  .4!?, 
bedeutet  Wenn  die  Randstrahlen  AoA  durch  die  Prismenkante 
gehen,  so  ist  c,  =  0,  und  es  ist 

(94)  fli  =  dn'l, 

wobei  c  die  Prismendicke  an  der  Basis  bedeutet,  falls  das  Prisma 
auf  Minimum  der  Ablenkung,  d.  h.  symmetrischen  Durchgang  der 
Lichtstrahlen,  eingestellt  ist  und  das  einfallende  Lichtbündel  die 
Prismenöffnung  ganz  ausfüllt  Dieselben  Betrachtungen  gelten  bei 
einem  Prismensatze:  falls  alle  Prismen  auf  Minimum  der  Ablenkung 
eingestellt  sind,  bedeutet  e  die  Summe  der  Prismendicken  an  der  Ba^iis. 
Damit  ein  solcher  Prismensatz  eine  Doppellinie  im  Spectruni 
auflösen  könne,  derenangularer  Abstand  r/i  sei,  müssen  die  Beugungs- 
bilder, welche  von  jeder  Spectrallinie  in  Folge  des  begrenzten 
Büschelciuerschnittes  h  entstehen,  genügend  getrennt  sein.  Bei  einem 
Spalt  der  Breite  b  liegt  nach  S.  202,  Formel  (79)  das  erste  Minimum 
im  Beugungsbilde  bei  dem  Beugungswinkel  ff  =  X\b^)   Wenn  also 

1)  Von  der  Dispersion  der  Luft  wird  abgesehen. 

2)  Da  b  sehr  gross  gegen  A  ist,  wird  ip  für  sin  tp  geschrieben. 
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zwei  Spectralliiiien  getrennt  werden  sollen,  miuss  ihre  Dispersion 
di  mindestens  grösser  sein  als  obiger  Winkel  fp,  der  die  halbe 
Breite  des  Centralfeides  im  Bengungsbilde  einer  Spectrallinie  an- 
giebt,  d.  h.  es  muss  sein  nach  (94) 

Das  Auflösungsvermögen  eines  Prismas  hängt  also  nur 
von  seiner  Basisdicke  ab  und  ist  unabhängig  vom  Prismen- 
winkel. So  ist  z.  B.  zur  Auflösung  der  Hauptdoppellinie  des  Natrium- 
lichtes bei  Flintglas  (n  =  1 ,650,  dn  =  0,000055,  X  =  0,000589  mm) 
ein  Prisma  von  mindestens  1  cm  Dicke  erforderlich.  —  Damit  aber 
zwei  Linien,  fiir  welche  dl:  X  =  2:  10^  beträgt,  noch  aufgelöst 
werden,  wie  es  bei  der  Michelson'schen  PlattenstaflFel  oder  mit  einem 
Gitter  von  einer  Halbmillion  Strichen  möglich  ist  (cf.  oben  S.  213), 
wurde  die  Prismendicke  e  =  5  •  10^  cm,  d.  h.  5  m  betragen  müssen, 
was  unmöglich  erreicht  werden  kann.  Es  tritt  auch  zuviel  Licht- 
absorption durch  zu  grosse  Glasdicken  ein.  —  Die  Gittercon- 
structionen  können  also  zu  höherer  Auflösungskraft  ge- 
bracht werden  als  Prismensysteme. 

21.  Die  Leistungsgrenze  eines  Fernrolirs.  Wenn  ein  Fern- 
rohr auf  einen  Fixstern  gerichtet  wird,  so  entsteht  durch  Beugungs- 
wirkung am  Rande  der  Objectivöfl'nung  ein  Lichtscheibchen  in  der 
Brennebene  des  Objectivs,  welches  um  so  gi-össer  ist,  je  kleiner 
der  Eadius  h  der  Objectivöffnung  ist.  Bei  der  Beugung  durcli 
einen  kreisförmigen  Schirm  des  Radius  h  entstehen  concentrische 
dunkele  Ringe.  Das  erste  Lichtminimum  tritt  ein')  für  den  Beu- 
gungswinkel sin  fp  =  0,61  ^  •    Nehmen  wir   an ,   dass  ein  zweiter 

Stern  noch  vom  ersten  zu  unterscheiden  wäre,  falls  sein  Central- 
bild  auf  das  erste  Lichtmininmm  des  ersten  Sternes  fällt,  so  ergiebt 
sich  als  Grenze  des  Sehwinkels  (f^  unter  dem  zwei  Sterne  dem  un- 
bewaffneten Auge  erscheinen  müssen,  damit  sie  vom  Fernrohr  bei 
geeigneter  Ocularvergi-össerung  nocli  aufgelöst  werden  können: 

<r>o,6i-;i  >■ 

1)  Hinsichtlich  der  Herleitung  dieser  Zahl  vgl.  F.  Neumann's  Vor- 
lesungen über  Optik,  herausgeg.  von  Dorn,  S.  89. 

2)  Bei  der  Kleinheit  von  (p  kann  man  ip  an  Stelle  von  sin  tp  schreiben. 
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Nimmt  man  X  zu  0,00056  mm  an,  und  drückt  man  g)  in  Bogen- 
minuten  aus,  so  folgt 

(96)  <P>^T' 

Dabei  ist  h  in  Millimeter  ausgedrückt.  Ein  Fernrohr  von  20  cm 
Objectivdurchmesser  kann  also  noch  zwei  Sterne  der  Winkeldistanz 
q)  =  0,0117'  =  0,7"  auflösen. 

22.  Die  Leistungsgrenze  des  menschlicheii  Auges.  Di« 
vorigen  Ueberlegungen  können  wir  auch  auf  das  menschliche  Auge 
anwenden  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Wellenlänge  l  des 
Lichtes  im  Glaskörper  des  Auges  entsprechend  dem  Brechnngs- 
iiidex  1,4  desselben  im  Verhältniss  1  :  1,4  kleiner  ist,  als  in  Luft. 
Für  h  ht  der  Pupillenradius  einzusetzen.  Nimmt  man  h  zu  2  mm 
an,  so  ist  der  kleinste  Sehwinkel,  unter  dem  das  Auge  noch  zwei 
leuchtende  Punkte  zu  unterscheiden  vermag 

y  =^  0,42'. 

In  Wirklichkeit  liegt  die  Grenze  etwa  bei  </>  =  !'. 

23.  Die  Lcislungsgrenzc  des  Mikroskops.  Beim  Mikroskop 
liandelt  es  sich  um  Abbildung  durchleuchteter  Objecte,  niclit 
selbstleuchtender')  Objecte.  Auf  diesen  principiellen  Unter- 
scliied  hat  zuerst  Abbe  aufmerksam  gemacht  Vom  Standpunkte 
der  rein  geometrischen  Optik  aus,  welche  mit  Lichtstrahlen  operirt, 
folgt  die  Aehnlichkeit  von  Object  und  Bild  nach  den  im  ersten 
Abschnitt  dieses  Buches  behandelten  Grundsätzen.  Vom  Stand- 
I)unkt  der  i)liysikalisclien  Optik  dagegen,  welche  nicht  mit  Liclit- 
strablen  nls  von  einander  unabhängigen  geometrischen  Richtungen 
opei'irt,  da  dies  nicht  genau  zulässig  ist,  sondern  welche  an  die 
Deformationen  der  Wellenflächen  anknüpft,  ist  die  Aehnlichkeit 
von  Object  und  Bild  durchaus  nicht  selbstverständlich,  sondern 
sogar  streng  genommen  nie  zu  erreichen.  Nehmen  wir  nämlich 
zunächst  parallel  einfallendes  Licht  an,  so  wird  dasselbe  nach  dem 
Durchgang  durch  das  durchleuchtete  Object  eine  Beugungsfigurin 
der  dem  Ocular  zugt*wandten  Brennebene  g'  des  Objectivs  ent- 
stellen lassen.  Es  liandelt  sich  nun  darum,  welche  Lichtwirkung 
diese  Beugungsfigur  in  der  der  Objectebene  'ip  in  Bezug  auf  das 
Objectiv  conjugirten  Ebene  ^4^'  hervorruft.  Dieses  hier  ent^stehende 
Bild  wird  vom  Ocular  betrachtet.    Die»  Abbildung  eines   durch- 

1)  Als  »elbstlouchU'nde  Objecto  sind  auch  nahezu  die  Objecte  zu  betrach- 
U'n,  welche  durch  diffu8  reflcctirte«  Licht  sichtbar  werden. 
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leuchteten  Objectes  ist  also  nicht  eine  direkte  (primäre), 
sondern  eine  indirekte  (sekundäre),  indem  es  sich  um  die 
Lichtwirkung  eines  vom  Object  entworfenen  Beugungsbildes  handelt 
Es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  gleiche  Beugungsbilder  in  der 
Brennebene  ^  auch  gleiche  Bilder  in  der  Pointirungsebene  ^'  her- 
vorrufen. Verschiedene  Objecte  werden  nun  im  Allgemeinen  immer 
verschiedene  Beugungsbilder  in  g'  hervorrufen.')  Wenn  aber  die 
Apertur  des  Miki'oskop-Objectivs  sehr  klein  ist,  sodass  nur  ein 
enges,  nahezu  gleichmässig  helles  Centralfeld  des  Beuguugs- 
bildes  zweier  verschiedener  Objecte  zur  Wirkung  gelangt,  so 
müssen  sie  gleiche  Lichtwirkung  in  der  Ebene  $'  hervorrufen, 
d.  h.,  im  Mikroskop  betrachtet,  gleich  aussehen.  In  diesem  Falle 
sieht  man  nun  im  Mikroskop  nur  ein  gleichmässig  helles  Gesichts- 
feld, d.  h.  überhaupt  keine  Andeutung  von  Structur  des  Objectes. 
Soll  diese  wahrgenommen  werden,  so  muss  die  numerische  Aper- 
tur des  Mikroskops  so  gross  sein,  dass  ausser  dem  hellen  Central- 
feld des  Beugungsbildes  wenigstens  noch  das  nächste  Liclitmaxi- 
mum  im  Beugungsbilde  zur  Wirkung  gelangen  kann.  Dann  ist 
die  Lichtvertheilung  in  der  Ebene  ^'  nicht  mehr  gleichmässig,  d.  h. 
es  tritt  in  ihr  ein  gewisses  Bild  zu  Tage,  welches  in  einer  ersten 
rohen  Annäherung  dem  Objecte  ähnlich  ist.  Je  mehr  Liclitmaxima 
des  Beugungsbildes  in  den  Tubus  gelangen,  d.  h.  je  vollständiger 
das  Beugungsbild  des  Objectes  benutzt  wird,  um  so  ähnlicher  wird 
das  Mikroskopbild  dem  Objecte.  Vollständige  Aehnlichkeit  kann 
aber  nur  erreicht  werden,  wenn  alle  vom  Object  ausgehenden 
Beugungsrichtungen,  welche  noch  eine  merkliche  Lichtwirkung  in 
der  Brennebene  %'  des  Objectivs  hervorrufen  würden,  vom  Objectiv 
wirklich  aufgenommen,  d.  h.  nicht  abgeblendet  werden.  Hieraus  er- 
giebt  sich  die  grosse  Bedeutung  einer  hohen  numerischen  Apertur  des 
Objectivs.  Je  grösser  dieselbe  ist,  um  so  eher  kann  man  noch  bei 
feinen  Structuren  des  Objectes  eine  annähernd  ähnliche  Abbildung 


1)  Durch  geeignete  Abbiendung  in  der  Ebene  %'  kann  man  von  ver- 
schiedenen Objecten  gleiche  ßeugungsbilder  zur  Abbildung  benutzen.  Es  ent- 
steht dann  auch  stets  das  gleiche  Bild  in  der  Ebene  %\  d.  h.  das  Ocular  sieht 
gleiche  Bilder,  obwohl  die  Objecte  sehr  verschieden  sind.  Ist  z.  B.  das  Object 
ein  Gitter  des  Strichabs  tan  des  d  und  blendet  man  alle  Beugungsbildcr  un- 
gerader Ordnung  ab,  so  macht  das  Object  im  Bilde  den  Eindruck,  als  ob  das 
Object  doppelt  so  feine  Structur,  d.  h.  den  Strichabstand  di2  erhalten  hätte. 
Vgl.  hierüber  Müller-Pouillet  (Lummer),  Optik,  8.  713.  —  Die  Firma 
C.  Zeiss  construirt  Apparate  zum  experimentellen  Nachweis  dieser  Thatsachen. 
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erzielen;  wirkliche  vollständige  Aehnlichkeit  ist  allerdings  principiell 
überhaupt  nicht  zu  erwarten,  wir  sehen  im  Mikroskop  stets  nnr 
das  Detail  eines  Objectes  bis  zu  einem  gewissen  Grade  ier 
Feinheit 

Um  an  einem  Beispiele  diese  üeberlegungen  zn  ülustrireD, 
wollen  wir  annehmen,  das  Object  P  sei  ein  Gitter  des  Strich- 
abstandes d;  es  werde  mit  parallelem,  senkrecht  einfallendem 
Lichte  beleuchtet.  In  der  Beugungsrichtung  8in(p  =  X:  d  findet 
sich  das  dem  Centralfeld  zunächst  benachbarte  erste  Lichtmaximmn 
Das  reelle  Bild  dieses  Lichtmaximums  in  der  Brennebene  ^  des 
Objectivs  sei  C,  (vgl  Figur  75),  während  Cq  das  Centralbild  sei 


Fig.  76. 

Der  Abstand  beider  Bilder  sei  e.  Diese  beiden  Bilder  Co  und  C, 
liabeu  nun  annähernd  gleiche  Intensität  und  senden  cohärente,  d.  h. 
interferenzfähige  Wellen  aus.  Im  Abstand  x  hinter  der  Brenn- 
ebene 5'  entsteht  daher  nach  S.  124  ein  Fransensystem  mit  dem 
Fransenabstande  (/'  ==  x  X  :  e.  Wenn  nun  das  Objectiv  aplanatisch 
ist,  d.  h.  der  sinus-Bedingung  genügt  (vgl.  oben  S.  55),  so  ist 

sin  g)  =  e  '  sin  <p  , 

wobei  h  eine  Constante  bedeutet.  Setzt  man  nun  mn  q*'  =-  e:  r\ 
was  aimähernd  gestattet  ist,  da  q/  stets  klein  ist  (während  q  gi'us:^ 
sein  kann),  und  berücksichtigt,  dass  siyi  (p  =  X  :  d  ist,  so  folgt 

X  _     c 
d  ~  ^  y  ' 

d.  h.  der  Fransenabstand  d'  ergiebt  sich  zu 

rf'  =  ^'^.  =  e^, 

d.  h.  der  Fransenabstand  ist  proportional  dem  Strichabstand,  ganz 
unabhängig  von  der  Farbe  des  angewandten  Lichtes.    Die  Struc- 


Bengimg  dei  Lidtles. 
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ItDr '/'  des  Miki-(isk»pbildeß  ist  also  proportional  der  Stnictiir  </  des 
ÄbjecU^s. 

Damit    diese    ätrm-tur    noch    waLrneiiinbar    sei,    tmtss    also 
i  Objectiv  mindestens  nocli  einen  Stralil  der  Richtung  tp  auf- 
■ehirien,  dir  den  sin  <p  =  X:  d  ist.    Bei  Iiiiuiersionssysteiuen  ist  für 
Rl  die  Wellenlänge  des  Lichtes  in   der  Ininiersionsflüssigkeit  zu 
d.  li.  >l :  n,  wenn  X  die  Wellenlänge  in  Laft  und  n  den 
«hnngsiudei  der  Inimersionsflüssigkeit  gegen  Luft  bedeutet,  Da- 
r  wird  dann 

HHiu  f--X:<l. 

Sqq  wird  n  sin  (7  =  a  die  nuiueriscUe  Apertur  des  Mikroskops 
!■£  üben  S,  79,  Formel  (80)],  falls  ü  der  Winkel  ist,  den  der 
üandstr&hl  des  Objectivs  mit  der  Axe  bildet.    Daher  ist  die  feinste 

mctnr  d,   die  das  Mikroskop  der  numerischen  Apentur  a  auf- 

toen  vermag: 

d  =  X:a.  (97} 

Diese  Formel  gilt  flir  senkrechte  Beleuchtung  des  Objectes.  Durch 
ehiefe  Beleuchtung  kann  man  die  Auf  lösungskraft  noch  steigern, 
!*eil,  falls  das  Mittelfeld  des  Beugungabiides  nicht  im  Centrum 
londern  seitlich  verschoben  ist,  schon  bei  einem  kleineren 
Kinkel  gegen  die  Mikroskopaxe  das  erst«  Beugungsuiaximum  auf- 
*ritt  Am  günstigsten  muss  es  sein,  wenn  das  einfallende  Liclit 
""d  das  dem  ersten  Maximum  entsprechende  gebengte  Licht  gleiche 
"inkel  mit  der  Mikroskupaxe  machen  und  vom  Objectiv  gerade 
'""'h  aufgenommen  weiden. 

Machen  das  einfallende  Licht  und  das  gebeugte  Licht  gleiche 
"  iükel  U  mit  der  Normale  gegen  das  Beugungsgitter,  so  ist  nach 
■^1)  8.  198  zu  setzen /i  =  ^.  2  sin  f7.  Da  ferner  nach  (86)  (S.  206) 

ilftis    erstes    Beugungsmaxiumm    auftritt    bei   /*  ^  -j  i  so  wird  in 
■üeaem  Falle 


'*»*  kleinste  Distanz  d,  welche  das  Mikroskopobjectiv  daher  nocIi 
*»»fzuliJ8en  vermag  bei  geeigneter  schiefer  Beleuchtung,   ist 


»bei  a  die  numerische  Apertur  des  Mikroskope«,   X  die  Welleu- 


^^PObci  a  die  numerisi 
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länge  des  Lichtes  in  Luft  bedeutet.  Dieses  ist  die  oben  S.  85  an- 
gegebene Formel  für  die  Leistungsgi'enze  des  Mikroskops. 

Um  die  Lichtmenge  im  Mikroskop  zu  vergrössern,   beleuchtet 
man  (mit  Hülfe  des  Abbe'schen  Kondensor,  c£  oben   S.  95)  d« 
Object  mit  stark    convergentem  Licht    Die  soeben  angestellten 
Betrachtungen  gelten  dann  für  jede  einzelne  Richtung  der  ein- 
fallenden Lichtstrahlen;  nur  diejenigen  Richtungen  derselben  tragen 
wirklich  zur  Auflösung  des  Objectes  bei,  für  welche  ausser  dem 
direkten  Bild  mindestens  noch  das  erste  Maximum  des  Beugungs- 
bildes zur  Wirkung  kommt.    Die  den  verschiedenen  Richtungen 
des  einfallenden   Lichtes  entsprechenden  Beugungsmaxima  liegeix 
an  verschiedenen  Stellen  der  Brennebene  des  Objectivs,  sie  beein- 
flussen sich  gegenseitig  aber  durchaus  nicht,  da  sie  incohärentei j  rr 
d.  h.  nicht  interferenzfahigen  Strahlen  entsprechen;  denn  die  vei — 
schiedenen  Richtungen  des  einfallenden  Lichtes  kommen  von  ver-^ 
sdiiedenen  Punkten  der  Lichtquelle,  z.  B.  des  hellen  Himmels. 

Wenn  wir  au  Stelle  des  Gitters  nur  einen  Spalt  der  Breite'-^ 
als  Object  hätten,   so  würde  solange  überhaupt  keine  Structur  zim 
erkennen   sein,  als  das  Beugungsbild  nicht  mindestens  über  da.^ 
erste  Minimum  hinaus  zur  Wirkung  gelangt  Da  dieses  erste  Minimum 
b(  i  senkrecht  einfallendem  Licht  nach  Formel  (79)  auf  S.  202  bei 

dem  Beugungswinkel  sin  q)  =  )  eintritt,  so  kommt  man  auf  die- 
selben Resultate,  wie  beim  Gitter.  Nur  wird  hier  eine  wirklich 
ähnliche  Abbildung  des  Spaltes,  d.  h.  eine  richtige  Erkennung  der 
Spaltbreite,  noch  durchaus  nicht  erreicht,  wenn  das  Beugungsbild 
nur  bis  etwas  über  das  erste  Minimum  hinaus  zur  Wirkung 
gelangt. 

Verzichtet  man  auf  eine  nur  annähernd  ähnliche  Abbildung 
des  Objectes,  sondern  will  man  nur  die  Existenz  eines  kleinen 
undurchsichtigen  Körpers  nachweisen,  so  können  dessen  Dimen- 
sionen ziemlich  weit  unter  die  hier  ermittelte  Leistungsgrenze  '/ 
des  Mikroskops  heruntergehen;  sowie  nämlich  das  vom  Object  ent- 
worfene Beugungsbild  die  gleichmässige  Lichtvei-theilung  in  der 
zum  Object  gehörenden  Bildebene  mei*klich  stört,  wird  die  Existenz 
des  Objectes  wahrnehmbar. 

Aus  den  angestellten  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  die 
Leistungsgrenze  d  um  so  höher  ist,  je  kleiner  die  Wellenlänge  des 

1)  Dort  ist  a  für  (/  geschrieben. 
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angewandten  Lichtes  ist.  Daher  ist  Mikrophotographie  niit  ultra- 
viotetteni  Lichte  günstig,  jedoch  ist  die  hierdurch  herbeigeführte 
Steigerung  der  Leistung  nicht  sehr  bedeutend.  Dagegen  tritt  die 
bessere  Wirkung  der  Iminersionssysteme  deutlich  hierdurcli  zu 
Tage,  da  mau  dui-ch  hohe  Brechungsindices  der  Immersionsflüssig- 
keit die  Wellenlänge  des  Lichtes  bedeutend  verkleinern  kann. 
Dies  ergeben  auch  die  Formeln  (97)  und  (98),  da  die  numerische 
Apertur  a  proportional  zum  Brechungsindex  der  Immersion  wächst. 


Kapitel  Y. 

Polarisation, 

1.  Polarisation  durch  Doppelbrechung.    Man  nennt  einen 
•Lichtstrahl  polarisirt,  wenn  er  sich  nicht  rings  um  seine  Fort- 
Pflanzungsrichtung  gleichmässig  verhält.   Man  kann  dies  daran  er- 
kennen, dass  eine  Drehung  des  Lichtstrahles  um  die  Richtung  der 
Fortpflanzung  als  Axe  eine  Aenderung  in  den  beobachteten  Licht- 
Erscheinungen  hervorruft    Eine  solche  ist  zuerst  von  Huygens') 
^^inx  Durchgang  des  Lichtes  durch  Kalkspath  beobachtet  worden.  — 
Polarisation  ist  stets  vorhanden,  wenn  Doppelbrechung  eintritt. 
Die  Krystalle,    welche    nicht  dem  regulären  System  angehören, 
2^%en  im  Allgemeinen  stets  Doppelbrechung,  d.  h.  ein  einfallender 
'^jchtetrahl   wird    im    Krystall   in    zwei    Strahlen   verschiedener 
^^chtung  gespalten. 

Besonders  bequem  ist  die  Erscheinung  am  Kalkspath  (islän- 
^^chen  Doppelspath)  zu  beobachten,  welcher  dem  hexagonalen 
^>*ystallsystem  angehört  und  in  ausgezeichneter  Weise  nach  den 
i^ei  Flächen  eines  Rhomboeders  spaltet.  In  sechs  Ecken  desselben 
^ssen  je  drei  Kanten  zusammen,  welche  einen  stumpfen  und  zwei 

1)  Hu y gen 8,  Trait^  de  la  lumiere,  LeydcD,  1G90. 
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spitze  Winkel  bilden.  Aber  in  zwei  gegenüber  liegenden  Ecken 
Ay  X  (vgl  Figiu'  76)  stossen  di*ei  gleich  gi'osse  stnnipfe  Winkel 
zusammen  von  101"53'.  Ziehen  wir  durch  die  stumpfe  Ecke  A 
eine  Linie,  die  mit  den  drei  in  ihr  zusammen  stossenden  Kanten 
gleiche  W^inkel  einschliesst,  so  ist  dies  die  Richtung  der  krystallo- 
graphischen  HauptaxeJ)  Stellen  wir  uns  durch  Spaltung  ein 
Rhomboeder  von  überall  gleichen  Kantenlängen  her,  so  verbindet 
die  Hauptaxe  die  beiden  stumpfen  Ecken  ^,  -l'.  Auf  diesen  Fall 
bezieht  sich  die  Figur. 

Lässt  mau  nun  auf  die  obere  Fläche  des  Rhomboeders  senk- 
recht einen  Ijichtstrahl  LIj  einfallen,  so  spaltet  er  sich  in  zwei 

Strahlen  gleicher  Intensität  LO  und 
^  LJ?,  welche  als  Parallelstrahlen  0)1 

und  Kl^'  senkrecht  aus  der  unteren 
Rhomboederfläche  wieder  austreten. 
Dabei  ist  L  0  die  directe  Fortsetzung 
des    einfallenden    Strahles,    dieser 
Strahl  entspricht  also  dem  gewnbn- 
lichen  Verhalten   isotroper  Körper, 
da  keine  Richtungsänderung  bei  nor- 
maler Incidenz  eintritt;  dieser  Strahl 
LO  und  seine  Fortsetzung  1^0  wird 
daher  der  ordentliche  oder  ordi- 
näre Strahl  genannt.    Der  zweite 
Strahl  dagegen  LE  und  seine]^Fort- 
setzung  ly Ky  der  ein  vom  isotropen 
(iiiclit      krystallinischen)       Körp<T 
wesentlich    abweichendes  Verhalten 
zeigt,  heisst  ausserordentlicher  oder  extraordinärer  Strahl. 
Die  Ebene,    welche  durcli  beide  Sti-ahliMi  geht,   enthält  auch  di»* 
Dichtung  der  krystallojrrapliisclien  Ilnuptaxe.    Die  durch  diese  Axc 
und  das  Einfallslot  gehegte  Ebene  wird  Hauptschnitt  genannt. 
Der  ausserordentliche  Strahl  liegt  also  im  Hauptschnitt, 
er  dreht  sich  daher,  wenn  man  das  Kliomboeder  um  die  Axe  LL 
dreht,  um  den  ordentlichen  Strahl  herum. 

Die  Intensitäten  des  ordentlichen  und  ausstTordentlichen  Strahh's 


//'     // 


Fig.  7ß. 


1)  Die  Hauptaxo  winl,  gerade  z.  JV  wie  das  Eiiifallslot,  imntor  mir  ah 
iiiditUDg,  die  man  iK^liebig  parallel  mit  sich  verseliiehen  kann,  detinirt,  iM>diLss 
Hie  keine  beRtinnntc  einzelne  Linie  ist. 
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ind  gleich,  blendet  man  aber  einen  dieser  Strahlen,  z.  B.  den 
lusserordentlichen,  ab  und  lässt  den  ordentlichen  Strahl  auf  ein 
Kweites  Kalkspathrhoniboeder  fallen,  so  wird  er  wiederum  im  All- 
gemeinen in  zwei  Strahlen  zerlegt,  welche  nun  aber  im  All- 
gemeinen verschiedeneintensität  besitzen.  Diese  Intensitäten 
hangen  von  der  Orientirung  der  beiden  Kalkspathrhoniboeder  gegen- 
einander ab,  nämlich  von  dem  Winkel,  den  ihre  Hauptschnitte  mit 
einander  machen.  Ist  derselbe  Null  oder  180^  so  entsteht  im 
zweiten  Rhomboeder  nur  ein  ordinärer  Strahl  und  gar  kein  extra- 
ordinärer; ist  der  Winkel  der  Hauptschnitte  dagegen  90^,  so  ent- 
steht nur  ein  extraordinärer  Strahl;  zwei  gleich  intensive  Strahlen 
entstehen,  wenn  die  Hauptschnitte  einen  Winkel  von  45®  mit  ein- 
ander bilden.  Die  Erscheinungen  wechseln  also,  wenn  man  das 
zweite  Rhomboeder  festhält  und  das  erste  dreht,  d.  h.  den  ordinären 
Strahl  um  seine  Richtung  als  Axe  herumdreht.  Daher  wird  der 
Strahl  polarisirt  genannt.  —  Dieselben  Experimente  kann  man 
mit  dem  extraordinären  Strahl  anstellen,  d.  h.  auch  er  ist  polarisirt. 
Da  man  mit  Hülfe  des  extraordinären  Strahles  dieselben  Licht- 
erscheinungen im  zweiten  Rhomboeder  hervorrufen  kann,  wie  mit 
Hülfe  des  ordinären  Strahles,  falls  man  das  erste  Rhomboeder  um 
90^  um  das  Einfallslot  dreht,  so  nennt  man  zweckmässig  den 
ordentlichen  und  ausserordentlichen  Strahl  senkrecht  zu 
einander  polarisirt. 

Auch  bei  allen  anderen  doppelbrechenden  Krystalleu  sind  die 
beiden  Strahlen  senkrecht  zu  einander  polarisirt. 

Will  man  die  Richtungsunterschiede  der  Polarisation  der 
beiden  Strahlen  des  Kalkspaths  auf  eine  feste  Ebene  beziehen,  so 
wählt  man  dazu  am  zweckmässigsten  den  Hauptschnitt.  Da  die 
vorhin  betrachteten  Lichterscheinungen  bei  zwei  Kalkspathrhom- 
boedern  nur  von  der  absoluten  Grfisse  des  Winkels  ihrer  Haupt- 
schnitte abhängen,  nicht  vom  Vorzeichen  dieses  Winkels,  so  müssen 
die  Eigenschaften  des  ordentlichen  und  ausserordentlichen  Strahles 
symmetrisch  zum  Hauptschnitt  beschaffen  sein. 

Man  nennt  den  Hauptschnitt  die  Polarisationsebene 
des  ordentlichen  Strahles,  eine  Ausdrucksweise,  mit  der  vor- 
läufig weiter  Nichts  gesagt  ist,  als  dass  dieser  Strahl  rings  um 
seine  Fortpflanzungsrichtung  herum  sich  nicht  gleichmässig  verhält, 
dass  aber  die  nach  verschiedenen  Richtungen  stattfindenden  Ver- 
schiedenheiten symmetrisch  zu  seiner  Polarisationsebene,  dem  Haupt- 
schnitt, liegen. 

Drada,  Lehrbuch  d.  Optik.  15 
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Da,  wie  wir  oben  sahen,  der  ausserordentliche  Strahl  recht- 
winklig zum  ordentlichen  polarisirt  ist,  so  muss  man  consequenter 
\\  eise  die  zum  Hauptschnitt  senkrechte  Ebene  die  Polarisations- 
ebene des  ausserordentlichen  Strahles  nennen.  Man  druckt  diese 
Bezeichnung  auch  in  der  Form  aus,  dass  man  sagt:  Der  ordent- 
liche Strahl  ist  im  Hauptschnitt,  der  ausserordentliclie 
senkrecht  zum  Hauptschnitt  polarisirt 

2.  Das  NieoPsche  Prisma.  Um  einheitlich  polarisirtes  Liciit 
zu  erhalten,  muss  der  eine  der  beiden  durch  Doppelbrechung  ent- 
stehenden Strahlen  abgeblendet  oder  entfernt  werden.  Zu  dem 
Zweck  gab  Nicol  im  Jahre  1828  folgende  Construction  an:  Man 
stellt  sich  durch  Spaltung  ein  Kalkspathrhomboeder  her,  welches 
reichlich  (keimal  so  lang  als  breit  ist,  schleift  die  Endflächen,  deren 
Neigimgswinkel  gegen  die  Seitenkanten  ursprünglich  72^  beträgt, 
so  ab,  dass  dieser  Winkel  {^  ABÄ  in  Figur  77)  68^  gross  wird, 
und  führt  durch  die  Ecken  AÄ  des  Prismas  einen  Schnitt  so,  dass 

er  senkrecht  zu  den  End- 


/ 


Fig.  77. 


flächen  und  der  Ebene, 
welche  die  Längsaxe  und 
krystallographische  Haupt- 
axe  verbindet,  st<tht  An 
diesem  Schnitt  werden  die 
beiden  Prismenhälften  mit 
Canadabalsam  wieder  zusammengekittet  Dieser  Balsam  besitzt 
einen  Brecliungsindex,  der  kleiner  als  der  des  ordentlichen,  aber 
•(rr)sser  als  der  des  ausserordentlichen  Strahles  ist.  Wenn  nun  ein 
Liclitstralil  LL  parallel  zur  Längsaxe  eintritt,  so  wii'd  der  ordent- 
liche Stralil  LO  an  der  Canadabalsamschicht  total  reflectiit  und  an 
der  gescliwärzten  Seitenfläche  BÄ  absorbii-t,  während  der  ausser- 
ordentliche Strahl  LK  allein  das  Prisma  durchsetzt.  Das  austretend*' 
Licht  FJr  ist  also  vollständig  senkrecht  zum  Hauptschnitt,  d.  h. 
parallel  zur  langen  Diagonale  der  Grenzflächen  AB  oder  ÄB\ 
polarisirt. 

Der  Oeftnungswinkel  des  in  das  Prisma  eintretenden  Licht- 
kegels, dessen  ordinäre  Strahlen  noch  total  rettectiil  werden,  be- 
trägt, etwa  li()'\  Uebrigens  i^^t  ein  convergent  eintretendes  Licht- 
bündel nicht  mehr  streng  (einheitlich  polarisirt,  indem  die  Polari- 
sationsebene etwas  mit  dei*  Neigung  der  Lichtstrahlen  variirt,  da 
die  Polarisationsebene  stets  senkrecht  steht  zum  Hauptschnitt,  d.  li. 
zur  Ebene  durch  Strahl  und  Hauptaxe. 


l'olArigaiion. 
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Andere  n«rNf«llnng  iiolarisirten  Llc'ht«s.  Abgesehen  vuii 
lU  ConslrurtioTif  n  v<ni  sogenaiiiitcii  I'olarisatioiisprismen  ')kaiiH 
1  auch  diU'ch  eine  TnrTuaUnjilatte  eiuerlei  polariwirtes  Licht  er- 
twn,  falls  diu  Platte  der  Hauptax«  des  Krystalls  parallel  ge- 
liffeii  ist  und  etwa  l — 2  iiiiil  dick  ist  In  diesem  Falle  wird 
lif^h  der  ordentliclie  Strahl  durch  Absorption  im  Krystall  ver- 
htet  Ferner  kann  man  polarisirtesLicht  durchReflexion 
irgend  einem  dnruhsichtigen 
rper  erhalten,  fall*  man  den 
llexionswiukel  y  nach  dem  (Brew- 
rschen)  Gesetz  wählt:  Ig  <p  =  n, 
m  n  der  Brechungsiudex  des 
pers  ist  Dieser  Winkel  y  heiast 
Po  larisations  Winkel.  Bei 
fwnglas  beträgt  dieser  Reflexions- 
er  EinfaIls-)Winkel  etwa  57".  Die 
Tifallsebene  ist  die  Polarisa- 
f  i>iebene  des  refleotir  ten  Lieh - 
-.  wie  man  erkennen  kann,  falls 
m  das  reflectirte  Lieht  durch  ein 
ifegpathbrachstück  gehen  lässt. 
HLSsst  man  das  uutei'  dem  Polari- 
Hnawinkel  von  einer  Glasfläche 
Bectirte  Licht  von  einer  zweiten 
lasfläche  unter  demselben  Winkel 
fleetiren,  so  hängt  die  schliessliche 
tensität  vom  Neigungswinkel  a  der 
i.len  Einfallsebenen  der  zwei  Glas- 
chen ab,  indem  sie  pi-oportional  zu 
i'a  ist  Man  kann  (Üea  bequem  aiu 
irrenberg'schen    Polarisationsap  pa- 

studieren.     Der   Lichtstrahl    "  i;^.  ,-.. 

dtirch  Reflexion  an   der  Glas- 

A  polarisirt  und  gelangt  untei'  senkrechter  Incidenz  bei  c 

lem  belegten  Glasspiegel.    Derselbe  reflectirt  den  Strahl  nach 

geschwärzten  Glasspiegel  S,  welcher  um  eine  verticale 

r  ist.    Auch  S  wird  unter  dem  Polarisationswinkel  vom 


5  ti^Vi  vgl,  hierüber  W.  Grosse,  Die  gehrSuthlichen  Poiarisationspria- 
-    —       ■    -    -  -|,_Winkelm«nn'BHandb.d.Physik,Oplilc,B,fi20— liai. 
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Stralil  bc  getroffen,  der  an  S  schräg  nach  oben  reflectirte  Strahl 
nimmt  also  wechselnde  Intensitäten  an  bei  Drehung  von  S  um  die 
verticale  Axe.  ZwLsclien  A  und  S  ist  eine  drehbare  Glasplatt<j 
eingescJiciltet,  um  bequem  durchsichtige  Objecte  bei  verschiedener 
Orientirung  im  polarisirten  Lichte  untersuchen  zu  können.  Da  rlie 
Intensität  des  Lichtes  aber  schon  nach  einmaliger  Reflexion  ver- 
hältnissmässig  gering  ist,  so  wendet  man  praktisch  dies  Mittel, 
polarisiites  Licht  durch  Reflexion  herzustellen,  nicht  häufig  an;  an 
demselben  Uebelstand  zu  kleiner  Intensität  (und  noch  dazu  vor- 
handener Färbung)  leidet  die  Turmalinplatte. 

Auch  bei  schiefem  Durchgang  des  Lichtes  durch  eineu  Satz 
paralleler  (Tlas|)latten  tritt  l^olarisation  ein,  allerdings  keine  voll- 
ständige. Dieser  Fall  wird  in  einem  späteren  Kapit<?l  behandelt 
werden  (IL  Abschn.  Kap.  II).  --  Dass  durch  Beugung  Polarisation 
liervoigebiacht  wird,  ist  schon  oben  S.  196  angedeutet 

4.  Interferenz  polarisirten  Lichtes.  Die  früher  beschriebe- 
nen Interferenz-Erscheinungen  lassen  sich  unverändert  mit 
einheitlich  |)olai'isirtem  Li(*hte  anstellen.  Dagegen  inter- 
feriren  zwei  rechtwinklig  zu  einanderpolarisirteStrahlen 
niemals.  Man  kann  dies  konstatiren,  wenn  man  vor  die  beiden 
()(»flnnngen  eines  Doppelspaltes  je  eine  von  zwei  gleich  dicken  Turma- 
li nplatten  schaltet.  Die  Heugungsfransen,  welche  durch  die  An- 
wesenheit der  zwei  Spalten  entstehen,  sind  bei  parallel  orieiitirteii 
Turmaliiiplatten  vorhanden,  bei  senkrecht  gegen  einander  gekrenzteii 
Platten  verschwindtMi  sie  dagegen  vollkommen. 

Fresnel  undA  la  go  untersuchten  weiterhin  dielnterferenzfiihi^^- 
keit  zweier  r(M*htwiiiklig  zu  einander  p(darisii-t.er  Strahlen,  welche 
sie  auf  dieselbe  Polarisationsebene  zurückführten,  indem  sie  dieselbe 
durch  (Mneii  Kalkspath  treten  liessen,  dessen  Hauptschnitt  um  4.V* 
gegen  Jede  dei'  Polarisationsebenen  d(*r  beiden  Strahlen  geneigt  war. 
Sie  fanden  die  Gesetze: 

1.  Zwei  von  einem  natihiichen  (unpolarisirten)  Strahle  herrnli- 
i-ende  i(u*htwinklig  |)oliirisirte  Strahlen  interferiren  auch  dann  nicht, 
wenn  sie  anf  dieselbe  Polarisationsrichtung  gebracht  werden. 

2.  Zwei  von  einem  i)olarisirt(*n  Strahle  herrührende  recht- 
winklig polarisirte  Strahlen  interferiien,  wenn  sie  auf  dieselbe  IVda- 
risationsrichtung  gebracht  werden. 

5.  Die  mathematische  Darstellung  der  Liehterregung  in 
polarisirtem  Licht.  Wir  haben  frühca-  gesehen,  dass  die  Erschei- 
n ungern  der  Interferenz  zu  der  Wellentheorie  des  Lichtes  führen, 
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ich  der  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Raumes  die  Licliterregung 
i  der  Form  zu  schreiben  ist: 


8 


=  A  sin  (2x  ^  +  rf)  .  (l) 


Wir  können  jetzt  noch  nähere  Aussagen  über  die  Eigenschaften 
ieser  Lichterregung  machen.  Dieselbe  muss  nämlich  im  polarisirten 
lichte  offenbar  eine  gerichtete  Grösse,  ein  sogenannter  Vector 
?in,  wie  z.  B.  eine  Strecke,  eine  Geschwindigkeit,  eine  Kraft  etc. 
ectoren  sind,  im  Gegensatz  zu  einer  ungerichteten  Grösse,  einem 
)genannten  Scalar,  wie  z.  B.  der  Dichte,  der  Temperatur.  Denn 
mst  konnten  keine  seitlichen  Verschiedenheiten  vorhanden  sein, 
1e  sie  im  polarisirten  Lichte  auftreten.  Um  diese  darzustellen, 
luss  8  ein  Vector  sein,  der  jedenfalls  nicht  vollständig  mit  der 
brtpflanzungsrichtung  des  Lichtes  zusammenfiillt ,  da  sonst  auch 
eine  seitlichen  Verschiedenheiten  eintreten  könnten.  Wir  wollen 
sther  8  jetzt  kurz  als  Lichtvector  bezeichnen.  Einen  Vector 
inn  man  nach  den  drei  rechtwinkligen  Axen  x,  y,  z  in  drei 
omponenten  zerlegen,  wir  wollen  die  Komponenten  von  s 
innen  u,  v,  w.  Die  allgemeinste  Lichtbewegung,  welche  in  einem 
iliebigen  Punkte  P  bestehen  kann,  wird  daher  dargestellt  durch: 

u  =  Ä  sin  (2x  rp  -\-  p\,v  =  B  sin  (2ji  j,  +  qj  , 

(2) 
w  =  C sin  y2jt  ^  +  ^)- 

Man  erhält  eine  anschauliche  Bedeutung  dieser  Gleichungen, 
enn  man  vom  Coordinatenanfang  aus  zu  jeder  Zeit  den  resultiren- 
?n  Lichtvector  s  nach  Grösse  und  Richtung  durch  eine  Strecke  ein- 
ägt  Der  Endpunkt  S  dieser  Strecke  wird  erhalten,  wenn  man 
r,  w  als  seine  rechtwinkligen  Coordinaten  auffasst.  Dieser  End- 
inkt  ®  beschreibt  im  Laufe  der  Zeit  eine  gewisse  Bahn  (wir 
ollen  sie  Erregungsbahn  nennen),  die  aus  den  Gleichungen  (2) 
iirch  Elimentation  von  /  erhalten  wird.    Man  kann  (2)  schreiben: 

-7  =  sin  2jt  rp '  cos  p  +  cos  2jt  m  •  sin  />, 

li  f  f 

-  =  sin  2jt  rp  •  cos  q  -\-  cos  2jt  j,  •  sin  q,  (3) 

=  sin  2jc  rp'COsr  -\-  cos  2jt  rp  -  sin  r. 


CO 
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> 

Durch  Multiplicatioii  dieser  Gleichungen  mit  bezw.  sin  {q  —  r), 
sin  {r  — 7/),  sin  {p  --  q)  und  Addition  erhält  man: 

(4)  ^  sin  {q  —  r)  +  ^^n  (r  —p)  +  ^  sin  {p  —  q)  =  (), 

d.  li.  da  eine  lineare  Gleichung  zwischen  den  «,  v,  w  besteht  so 
ist  die  Erregnngsbahn  stets  eine  ebene  Curve. 

Die  Gleichungen  ihrer  Projectionen  auf  die  Coordinateuebenen 
erliält  mau  durch  Elimination  von  t  aus  je  zweien  der  Gleichungeu(3). 
So  folgt  z.  B.  aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen: 

si?i  2j€  rn  {cos  p  si7i  q  —  cos  q  sinp)  =   .  sin  q  —  -^  sinp, 
s  2jrm   (cos  p  sin  q  —  cos  q  stn  7^}  =  —  -r  cos  q  -{-  j^cosp, 

([.  h.  durch  Quadrireu  und  Addiren  dieser  beiden  Gleichungen: 

(5)  sin-  [p  —  <?)  =  22  +  52  --  -Jö  ^*  ^^  ~  ^)- 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  Ellipse,  deren  HauptMen 
in  die  Coordinatenrichtungen  fallen,  wenn  j?  —  9  =  jr/j8  ist  Im 
allgemeinsten  Falle  ist  daher  die  Erregungsbahn  eine 
ebene,  elliptische  Curve.  Man  hat  dann  sogenanntes  elliptisch 
polarisirtes  Licht.  Wenn  die  Bahnellipse  zu  einem  Kreiiie 
wird,  so  hat  man  circular-polarisirtes  Licht  Dies  tritt  z.B. 
flu,  wenn  w  --■=  0  wäre,  und  A  ---■-■  B,  p  —  q  —^  +  jtj2,  sodass  ent- 
weder der  Ansatz: 

(('))  V  -=  A  sin  2jt  rpy  V  =  A  cos  2jc  rp 

oder  der  Ansatz: 

(0)  u  —    A  sin  2jt  y, ,  v  -  -  -  -  -4  cos  2jr  ^ 

l)esteht.  Man  unterscheidet  diese  beiden  Ansätze  als  rechts-  und 
links-cireular  polarisirtes  liicht  Wenn  nämlich  der  End- 
l)unkt  (i  des  Lichtvectors  im  Sinne  des  Uhrzeigers  rotirt,  falls  man 
dem  Strahl  entgegen  sielit,  so  hat  man  reclits-circular  polarisirtes  Licht 
Wenn  die  Balniellipse  zu  einer  geraden  Linie  degenerirt,  s(» 
hat  man  jreradlinig-polarisirtes  Licht.  Dies  tritt  z.  B.  ein, 
wenn  w  --  --  0  wäre,  und  p  -  7  -=  0,  oder  -  jt  wäre.  Die  Bahnlinie 
wäre  dann  nach  (5): 

(7.)        _  ^  "^-L-- 

DU'  Intensität  der  Lichterregung  haben  wir  früher  proportional 
dem  (Quadrat  A  der  Amplitude  des  Liclitvectors  gesetzt    Diesen 
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andpunkt  müssen  wir  auch  jetzt  festhalten  und  berücksichtigen, 
^  das  Quadrat  der  Amplitude  durch  die  Summe  der  Quadrate 
r  Amplituden  der  drei  Componenten  gegeben  ist  Die  Licht- 
teosität  J  ist  also,  bei  Annahme  der  Gleichungen  (2): 

Jco  A'^  ^-B'^^'  CK  (8) 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  wie  die  Erregungsbahu  be- 
;haffen  ist  bei  den  in  früheren  Paragraphen  schlechthin  als  polari- 
rtes  Licht  bezeichneten  Fällen,  die  bei  Doppelbrechung  und 
«flexion  unter  dem  Polarisationswinkel  vorliegen.  Das  Haupt- 
larakteristische  ist,  dass  zwei  rechtwinklig  zu  einander  polarisirte 
fcrahlen  nie  interferiren ,  sondern  stets  die  Summe  der  Einzel- 
itensitäten  ergeben. 

Superponiren  wir  nun  zu  dem  Strahl  (2),  dessen  Fortpflanzungs- 
chtung  die  ;?;-Axe  sein  soll,  einen  rechtwinklig  polarisirten  Strahl 
eicher  Intensität,  dessen  Componenten  w',  v\  w  seien  und  der 
ne  beliebige  Phasenänderung  6  gegen  den  Strahl  (2)  besitzen 
mn,  so  müssen  wir  schreiben: 

=  B  sin  i2jt  y  +  ?  +  d),  V  =  —  A  sin  y2:jt  y  +  ;>  +  d) 

w  =  C  sin  I  2j€  m  +  ^  +  d). 

inn  abgesehen  von  der  Phasenänderung  ö  muss  die  Gleichung 
«es  Strahles  in  die  Gleichungen  (2)  übergehen,  wenn  man  das 
ordinatensystem  um  90^  um  die  ^-Axe  drehen  würde. 

Durch  Superposition  beider  Strahlen  (2)  und  (9),  d.  h.  durch 
düng  von  u  +  u,  v  +  v\  w  +  w  erhält  man  nach  der  Regel 
m  auf  S.  123  [dortige  Formel  (11)]  die  Amplitudenquadrate  der 
ji  Componenten: 

^'2  =  ^2  4.  ^2  _(.  2AB  C08{ö-\-  q  — ;;), 
5^2  =  ^2  +  ß2  _  2 AB  cos  {ö  +  p  —  q), 
Cf2==2G'^{\  +  cos  6). 

rch  Addition    dieser   drei   Gleichungen   folgt   unter  Rücksicht 

l  (8)  für  die  resultirende  Intensität  J'\ 

f  =z  2J  -{-  2C^  cos  6  —  4 AB  sin  6  sin  (q  —  p), 

nun  J'  nach  der  Beobachtung  einfach  gleich  der  doppelten 
;ensität  der  Einzelstrahlen  ist,  d.  h.  ganz  unabhängig  von  ö  be- 
ichtet wird,  so  folgt  C=  0,  d.  h.  der  Lichtvector  liegt  senkrecht 
•  Foi-tpflanzungsrichtung  (Transversal -Wellen),  ferner  folgt 
(q—p)=:Of  d.  h.  nach  (5)  bezw.  (7)  ist  die  Erregungsbahn 
le  gerade  Linie. 
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Die  durch  Doppelbrechung  (und  Reflexion  unter  dem 
Polarisationswinkel)  entstehenden  Strahlen  sind  also 
geradlinig  polarisirte,  transversale  Wellen. 

Da  wir  S.  225  sahen,  dass  die  Eigenschaften  des  polari- 
sii-ten  Strahles  symmetrisch  in  Bezug  auf  seine  Polarisationsebene 
sein  müssen,  so  liegt  der  Lichtvector  entweder  in  der  Pola- 
risationsebene oder  senkrecht  zu  ihr.  Auf  diese  Frage  wird 
nun  ein  Licht  geworfen  durch  folgende  Versuchsanordnung: 

6.  Stehende  Wellen  durch  schief  einfallendes  polarlsirtfs 
Lieht.  Als  Wiener  mit  polarisirtem  Licht,  welches  unter  45®  auf 
den  Spiegel  fiel,  die  Bildung  stehender  Wellen  untersuchte  (cf.  oben 
S.  145),  erhielt  er  dieselben  dann  sehr  deutlich,  wenn  die  Polari- 
sationsebene mit  der  Einfallsebene  des  Spiegels  zusammen  fiel 
Dagegen  verschwand  die  Bildung  stehender  Wellen  vollkommen, 
wenn  die  Polarisationsebene  des  einfallenden  Lichtes  senkre<!ht  zur 
Kinfallsebene  stand.  Man  muss  daraus  schliessen,  dass  der  für 
die  photographische  Wirkung*)  massgebende  Lichtvector 
senkrecht  zur  Polarisationsebene  liegt,  denn  stehende  Wellen 
können  sich  nur  bilden,  wenn  die  Lichtvectoren  der  einfallenden 
und  retiectirten  Welle  einander  parallel  sind;  sind  sie  aber  senk- 
recht zu  einander,  so  hfirt  jede  Andeutung  von  Interferenz  auf. 

Wii*  werden  nun  allerdings  auf  Grund  der  elektromagnetiscliHi 
Lichttlieorie  zu  der  Anscliauung  gelangen,  dass  die  oben  auf- 
geworfene Frage  kein(Mi  Sinn  hat,  wenn  man  nur  von  der 
Ri  c  h  tu  ng  des  Lieh  tvectors  schlechthin  spricht.  DennestreUMi 
in  j(*ner  Theorie  (und  aucli  in  jeder  anderen)  stets  zwei  Vectoren 
nothwendijr  mit  t^inandei'  verknüpft,  auf,  welche  senkrecht  gegen 
einander  stehen  ((»lektrisehe  und  magnetische  Kraft).  Man  kann 
aber  wohl  danach  fragen,  welcher  dieser  beiden  Vect4)ren  für  eine 
bestimmte  Lichterscheinung  massgebend  ist»  oder  ob  das  eventuell 
beide  Vectoren  sind.  Wäi'e  dies  z.  B.  bei  der  photogi*aphisrhen 
(photochemisclien)  Wirkung  der  Fall,  so  könnte  man  nach  dem 
WitMier'schen  Wrfahren  auch  bei  senkrechter  Incidenz  überhaupt 
keine  stehenden  Wellen  nachweisen ,  da  die  Bäuche  und  Knoten 
für  jeden  der  beiden  Vectoren  gerade  abwechselnd  liegen,  d.  h.  die 
Knoten  des  einen  A'ectors  auf  den  Bäuchen  des  anderen  und  umge- 
kehrt.   Es  folgt  dies  aus  der  später  zu  entwickelnden,  vertieften 

1)  Da88i*nK'  j^ilt  für  die  FluoreKcenzwirkung  stehender  WeUen.    Vgl.  oIh'ii 
S.  1-lü,  Adui.  1. 


Polarisation.  233 

Theorie  des  Lichtes.  Dass  aber  thatsächlicli  stehende,  Wellen  zu 
beobachten  sind,  zeigt,  dass  für  die  photochemische  und  ebenso 
für  die  Flnoresceuzwirkung  thatsächlich  nur  der  eine  Lichtvector 

massgebend  ist,  und  zwar,  wie  aus  dem  erwähnten  A'ersuche  mit 

polarisirteni  Lichte  hervorgeht,  derjenige,  welcher  senkrecht   zur 

Polarisationsebene  liegt. 

Auch  die  Erscheinungen  in  pleochroitischen  KrystaHen,  wie 

z.  B.  im  Turmalin,  knüpfen  am  besten  an  diesen  Lichtvector  an. 

7.  Lage  des  massgebenden  LichtTeetors  in  Krystallen.    In 

Krystallen  ist  die  Lichtgeschwindigkeit  von  der  Lage  der  Wt»llen- 
normale  und  der  Polarisationsebene  abhängig.  Ebenso  ist  in  den 
sogenannten  pleochroitischen Krystallen  (Tunnalin  z.B.)  die  Absoip- 
tion  des  Lichtes  von  der  Lage  der  Wellennormale  und  der  Polari- 
sationsebene abhängig.  Es  stellt  sich  nun  heraus^):  dass  man  zur 
einfachsten  Beschreibung  dieser  Erscheinungen  gelangt, 
wenn  man  den  Lichtvector  als  senkrecht  gegen  die  Polari- 
sationsebene liegend  annimmt.  Dann  ist  nämlich  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit und  Absorption'-')  einer  Welle  nur  ab- 
hängig von  der  Lage  des  Lichtvectors  gegen  die  Krystallaxen. 
Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel :  Eine  parallel  zur  Hauptaxe 
geschnittene  Turmalinplatte  ändeii;  ihre  Helligkeit  und  Farbt^  niclit, 
wenn  man  die  Platte  um  ihre  Hauptaxe  dreht,  d.  h.  das  Licht 
schief  hindurchgehen  lässt  derart,  dass  die  Hauptaxe  senkrecht 
zum  Lichtijtrahl  bleibt.  Dagegen  ändert  sich  die  Helligkeit  der 
Platte  bedeutend,  wenn  man  sie  um  die,  zur  Hauptaxe  senkreclite 
Axe  dreht,  welche  in  der  Platte  liegt.  Die  Pohirisationsebene  des 
austretenden  Strahles  liegt  im  ersten  Falle  senkrecht  zur  Haupt- 
axe, d.  h.  der  Drehungsaxe  der  Platte,  im  zweiten  Falle  [)arallel 
zur  Drehungsaxe  derselben.  Der  senkre^cht  zur  Polarisations- 
ebene liegende  Vector  ist  daher  im  ersten  Falle  beständig  parallel 
zur  Hauptaxe  des  Turmalins,  im  zweiten  Falle  ändert  er  aber 
seine  Lage  gegen  die  Hauptaxe  des  Turmalins. 

Man  kennt  bisher  noch  keinen  Fall,  für  welchen  ein  Liclitvector 
allein   massgebend^)  wäre,    der  in    der  Polarisationsebene    liegt. 

1)  Dies  ist  weiter  unten  im  IL  Abschnitt,  Kap.  III,  §  7  näher  ausgeführt. 

2)  Auch  die  Fluoreacenzerscheinungen  in  KrystaUcn    fuhren   auf  diesen 
Schlüge  (vgl.  Lommel,  Wicd.  Ann.  44,  8.  311). 

3)  Massgebend  soll  heissen :  zur  einfachsten  Beschreibung  der  Erscheinungen 
dienend. 
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Insofern  kann   man  daher  kurz  sagen:  Der  Licht veetor  lieft 
senkrecht  zur  PolarisationsebeneJ) 

8.  Das  natürliche  und  thellwelse  polarlslrte  Licht.  Dass 
man  durch  Doppelbrechung  aus  einem  natürlichen  Lielitstrahl  zwei 
geradlinig  polarisirte  erhält,  ist  oben  abgeleitet.  Durch  Super- 
position  zweier  geradlinig  poarisirten  Strahlen  gleicher  Fort- 
pflanzungsrichtung, aber  verschiedener  Polarisationsrichtung  nnd 
verschiedener  Pliase  erliält  man,  wie  z.B.aus  Grleichung  (5)  hervorgeht, 
elliptisch  polarisirtes  Licht.  Dasselbe  ist  noch  rein  transversal,  da 
die  Ebene  der  Ellipse  senkrecht  zur  Fortpflanzungsrichtung  liegt. 

Wie  wir  später  ausführlicher  betrachten  werden,  erhält  man 
bei  Durchgang  eines  geradlinig  polarisirten  Strahles  durch  eine 
doppelbrechende  Krystallplatte  elliptisch  polarisirtes  Licht,  wenn 
man  nicht  die  Wirkung  der  beiden  durch  Doppelbrechung  im 
Krystall  entstdienden  Strahlen  von  einander  trennt.  —  Aber  auch 
den  durch  die  Gleichungen  (2)  dargestellten  allgemeinsten  Fall 
nicht  transversalen,  elliptisch-polarisirten  Lichtes  kann 
man  durch  Totalreflexion,  oder  in  absorbirenden  Körpern 
realisiren,  wie  weiter  unten  ausgeführt  werden  wircL 

Es  drängt  sicli  nun  aber  noch  die  Frage  auf:  Wie  ist  das 
natüiliche  laicht  beschaften?  Da  dasselbe  keine  seitliche  Ver- 
schi(id('nheit  zeigt  und  andererseits  auch  circular  polarisirtes  Licht 
durchaus  nicht  identisch  ist  mit  natürlichem  Licht,  da  ersteres  bei 
l)ui'chgan<r  duich  rine  doppelbrechende  Krystallplatte  sofort  seit- 
liche Verseil iedcnh(*iten  annimmt,  das  natürliche  Licht  aber  nicht 
(wenn  man  niclit  die  beiden  durch  Doppelbrechung  entstandenen 
Strahlen  von  einander  tiennt),  so  bleibt  nur  die  Annahme  übrijr. 
dass  für  ein  gewisses  Zeitintervall  dt  auch  das  natürliche  Licht 
jr«*radlinig,  oder  elliptisch  polarisirt.  ist,  da.ss  aber  im  Laufe  längerer 
Zeit  die  Errejrunfrsbalin  ihre  Tjage  und  Gestalt  derartig  wechselt, 
dass  im  Mittel  der  Lichtstrahl  vollkommen  symmetrisch  rings  mu 
seinem  Fortpflaiizunjrsrichtung  herum  beschatten  ist. 

Da  Michelsoll  im  natürlichen  Lichte  noch  Interferenzen  von 
r)40üOO  l  Gaiigunterscliied  beobachtet  hat  (vgl.  oben  S.  141),  sn 
muss  also  in  diesem  P'alle  das  Licht  mindestens  540()(H>  Schwing- 
ungen ausführen,  bevor  es  sein(Mi  Polarisationszustand  wechseln 
kann.     Da  abcT  selbst  I  Million  Schwingungen  in  einer  s(»hr  kurzen 

1)  Mail  jrcwiniit  ^vcniJr^t<?ns  durth  difsc  Annahme  eint»  ciufachtTf  Dar- 
strUinig  «lor  optiH(^lH»n  Krschcinungc'n,  als  wenn  man  die  (auch  mögliche)  An- 
nalinie  macht,  dass  der  Lichlvcctor  parallel  zur  PolarisationselH'nc  liegt. 
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Zieit,  nämlich  in  20  .  10  -  ^®  sec.  ausgefiihrt  werden,  so  könnte  das 
menschliche  Auge  doch  nie,  selbst  für  eine  kurze  Zeit,  eine  Polari- 
sation des  natürlichen  Lichtes  wahrnehmen,  auch  wenn  der 
Schwingnngszustand  erst  allemal  nach  mehreren  Millionen  Schwing- 
ungen wechseln  sollte.  Denn  für  die  kürzesten  Lichteindrücke,  die 
"man  herstellen  kann,  hätte  der  Schwingungszustand  doch  schon 
viele  tausend  mal  gewechselt. 

Betrachten  wir  nun  die  beiden  von  Fresnel  und  Arago  aus- 
gesprochenen und  auf  S.  228  angeflihi-ten  Interferenzgesetze,  so  ist 
das  zweite  Gesetz,  dass  zwei  reclitwinklig  polarisii-tc  Strahlen 
interferiren,  wenn  sie  auf  dieselbe  Polarisationsrichtung  gebracht 
werden  und  ursprünglich  aus  einem  polarisirten  Strahle  entstanden 
sind,  sofort  einleuchtend,  denn  man  geht  dabei  von  einer  bestimmten 
Erregungsbahn  aus  und  lässt  scliliesslich  wiederum  nur  einheitlich 
polarisirtes  Licht  interferiren.  Derselbe  Fall  muss  eintreten,  wenn 
man  von  einem  natürlichen  Lichtstrahl  zwei  rechtwinklig  polari- 
sirte  ableitet  und  sie  dann  auf  dieselbe  Polarisationsebene  bringt, 
so  lange  der  Schwingungszustand  im  natürlichen  Licht  nicht  ge- 
wechselt hat,  d.  h.  innerhalb  des  obigen  ZeitinteiTalls  6t,  Auch 
für  ein  anderes  Zeitintervall  6{  müssen  Literferenzfransen  aus  dem 
natürlichen  Lichte  in  jenem  Falle  zu  erhalten  sein,  sie  liegen  aber 
nicht  an  derselben  Stelle,  an  welcher  die  Fransen  für  das  ernste 
Intervall  6t  lagen.  Denn  ein  Wechsel  der  Erregungsbahn  hat  den 
Effect,  dass  die  beiden  abgeleiteten,  rechtwinklig  zu  einander  polari- 
sirten  Strahlen  eine  Phasendifferenz  erhalten.  Daher  entsteht  als 
Mittelwerth  über  viele  Zeitintervalle  6t  nur  eine  gleichniässige 
Lichtintensität,  d.  h.  zwei  von  einem  natürlichen  Lichtstrahl  Iier- 
rührende  rechtwinklig  polarisirte  Strahlen  interferiren  nicht,  auch 
wenn  sie  auf  dieselbe  Polarisationsrichtung  gebracht  werden.  Das 
ist  das  erste  der  oben  genannten  Fresnel-Arago'schen  Gesetze. 

Unter  theilweise  polarisirtem  Licht  versteht  man  solches, 
welches  durch  Superposition  von  natürlichem  und  einheitlich  pola- 
risirtem entsteht.  Theilweise  polarisirtes  Licht  besitzt  seitliche 
Verschiedenheiten,  doch  kann  man  nie  aus  ihm  geradlinig  polari- 
sirtes Licht  herstellen,  was  sonst  bei  einheitlich  polarisirtem  Licht 
stets  möglich  ist,  wie  im  Folgenden  auseinandergesetzt  wird. 

9.  Experimentelle  Untersnchiing  elliptisch  polarisirten 
Lichtes.  Um  die  Gestalt  der  Erregungsbahn  von  elliptisch  pola- 
risirtem Lichte  zu  finden,  verwandelt  man  dasselbe  mit  Hülfe  einer 
doppelbrechenden  Krystallplatte   in   geradlinig  polarisirtes  Liclit. 
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Wie  schon  oben  S.  223  besprochen  wurde,  wird  nämlich  geradlinig 
polarisirtes  Licht  beim  Durchgang  durch  eine  doppelbrechende 
Kryst^Uplatte  in  zwei  senkrecht  zu  einander  polarisiite  Wellen 
zerlegt.  Die  Lage  der  Lichtvectoren  in  beiden  Wellen  wollen  wir 
als  Hauptschwingungsrichtungen  bezeichnen.  Dieselben  haben 
eine  feste  Lage  in  der  Krystallplatte  (und  sind  seuki-echt  zu  ein- 
ander). Da  nun  beide  A\'ellen  im  Krystall  sich  mit  verschiedenen 
tTeschwindigkeiten  fortpflanzen,  so  ertheilt  die  Krystallplatte  beiden 
Wellen  eine  relative  Phasenditferenz,  die  von  der  Natur  und  Dicke 
der  [^latte  abhängt.  —  Ein  einfallender  Lichtvector,  welcher  schon 
in  einer  der  beiden  Hauptschwingungsrichtungen  der  Krystallplatte 
liegt,  wird  nicht  durch  dieselbe  in  zwei  Wellen  zerlegt. 

Man  kann  nun  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  vorgehen :  Ent- 
weder benutzt  man  eine  Krystallplatte  bestimmter  Dicke,  welche 
den  beiden  in  ihr  fortgepflanzten  Wellen  eine  PhasendiflFerenz  x'2 
((.Tangunterschied    ^j^  X)    ertheilt    (z.  B.    V4  A-Glinuner- Plättchen. 
Senarmont's  Coini)ensat(»r).    Wird  diese  Krystallplatte  so  gre- 
drelit,  dass  ihre  Hauptscliwingungsrichtungen  mit  den  Hauptaxen 
der  elliptischen  Erregungsbahn  des  einfallenden  Lichtes  zusamnii'n 
fallen,  so  muss  oflenbar  das  austretende  Licht  geradlinig  polarisirt 
s(Mn  und  zwar  hängt    die  T^age  der  Polarisationsebene  vom  Ver- 
liältniss   der   Hauptaxen   der    einfallenden   Erregungs-Ellipst'  ab. 
Denn  die  beiden  in  der  Richtung  der  Hauptaxen   dieser  Ellip>f 
lieo;enden   Lichtvecton^n   haben   nach   dem   Durchgang   durch  die 
Ki-ystallplatte   die  Phasenditferenz  n  oder  jt,   und   dann   ent>t*'ht 
nach  S.  2:^0  <j^rra(llinig-i)olarisirtes  Licht,   bei  dem   die  Lage  d^s 
Lichtvertors  ans  der  dortigen  Formel  (7)  folgt.    Betrachtet   niini 
dali(»r  das  austreteinb*  Licht  noch  durch  ein  drehbares  Nicol,  h» 
tritt  viUlige  Dnnkellieit  bei  geeigneter  Stellung  desselben  ein.    Zm* 
Untersuchung  muss  man  daher  sowohl  die  Krystallplatte  (um  \]\n 
Normale),  als  das  Nic(d  so  drehen,  bis  dass  volle  Dunkelheit  eiii- 
ti'itt.    Die   T^age   dtn'   Krystallplatte   (?rgiebt   dann   die   Lage   der 
Hauptaxen  der  Ei'regungsellipse  des  einfallenden  Lichtes,  die  Lajr»' 
des  Nicols  das  Verhältniss  jener  Hauptaxen. 

Oder  man  benutzt  eine  nicht  drehbare  Krystallplatte  veränder- 
licher Dicke  (z.  B.  Qnarzkeil),  um  den  beiden  Componenten  /'.  f 
des  einfallend«*!!  Lichtes,  welche  in  den  beiden  Haupt^chwingungs- 
i'ichtungen  der  IMatte  liegen,  i^ine  derartige  Phasenditferenz  zu 
ertheilen,  dass  sie  nach  dem  Austritt  ans  der  Krystallplatte  gerad- 
linig polarisirtes  Licht  ergeben.    Ob  dieses  eintritt,  wird  wiederum 


Polarisation.  237 

mit  einem  drelibareii  Nicol  geprüft.  Die  Lage  desselben  ergiebt 
daher  das  Aiiiplitudenverhältuiss  der  einfallenden  Componenten  w,  v, 
während  ihre  ursprüngliche  Phasendifferenz  aus  derjenigen  Dicke 
der  Krystallplatte  zu  berechnen  ist,  welche  das  einfallende  Licht 
in  geradlinig  polarisirtes  verwandelt. 

Um  bequem  auch  die  Phasendifferenz  Null  im  Krystall  her- 
stellen zu  können,  ist  es  praktisch,  zwei  Quarzkeile  verschiedener 
Orientirung  so  zu  combiniren,  dass  beide  Keile  eine  Phasendifferenz 
von  verschiedenem  Vorzeichen  heiTorbringen.  In  Figur  79  ist  z.  B. 
Ä  ein  Quarzkeil,  dessen  krystallogi'aphische  Haupüixe  parallel  zur 
Keilkante  liegt,  während  im  Keil  B  die  Hauptaxe  senkrecht  zur 
Keilkante  und  parallel  zur  Oberfläche 
liegt  (B  a  b  i  n  e  t  \s  C  o  m  p  e  n  s  a  t  o  r).  Beide 
Keile  wirken  mit  der  Differenz  ihrer 
Dicken.     Bei    einfallendem    homogenen  F»g  '» 

elliptisch  polarisirten  Lichte  ist  daher 

bei  richtiger  Stellung  des  hinteren  (analysirenden)  Nicols  dieser 
Compensator  von  schwarzen  Streifen  durchzogen,  die  parallel  zu 
den  Keilkanten  verlaufen.  Diese  Streifen  wandern  über  den  Com- 
pensator  hin,  falls  der  eine  Quarzkeil  gegen  den  anderen  verschoben 
wird.  Hierzu  dient  eine  Micrometei-schraube.  Aus  der  Stellung 
derselben,  falls  z.  B.  ein  Streifen  eine  bestimmte  Lage  haben  soll, 
ergiebt  sich  in  einfacher  Weise  die  Phasendifferenz  derjenigen 
beiden  Componenten  w,  t' des  einfallenden  Lichtes,  welche  parallel  den 
beiden  Hauptaxen  der  beiden  Quarzkeile  schwingen,  wenn  man  zur 
Aichung  des  Instrumentes  geradlinig  polarisirtes  Licht  einfallen  lässt. 

Die  Construction  mnss  etwas  geändert  werden,  wenn  ein 
gi'össeres,  optisch  homogenes  Feld  von  geradlinig  polarisii-tem 
Lichte  geschaffen  werden  soll.  Dann  muss  nämlich  an  Stelle  eines 
Quarzkeiles  eine  planparallele  Quarzplatte  von  veränderlicher  Dicke 
als  Compensator  verwendet  werden.  Man  stellt  eine  solche  I^latte 
Iier  durch  zwei  micrometriscli  über  einander  verschiebbare  Quarzkeih* 
A,  Ä  gleicher  Orientirung  mit  entgegengesetzt  liegenden  Keilwinkeln. 
Um  auch  die  Phasendifferenz  Null  bequem  durch  den  ( 'ompensatoi* 
hervorbringen  zu  können,  wird  mit  den 
Keilen  -4,  Ä  noch  combiniii:  eine  plan- 
parallele Quarzplatte  5,  deren  Hauptaxe 
senkrecht  liegt  gegen  die  der  Keile  .1, 
J',  so  dass  die  Differenz  der  Dicke  von  B 
und  der  Summe  der  Dicken  der  Keile  yl,  X  wirkt.    In  Figur  80 
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ist  diese  CoDstructioii  (Soleii-Babiiiefscher  Coiiipensiiluiu 
skizzirL  In  deu  Keilen  Ä,  Ä  liegt  die  Hauptase  parallel  zu  di 
Keilkanteo,'  in  der  Platte  B  liegt  sie  senkrecht  dazn  und  pnralMl 
zur  Oberfläche.  Zweckmässig  kann  ein  Keil,  z.  B.  Ä.  fest  irfl 
die  Platte  B  gekittet  werden,  während  A  niicrometrisch  verschob« ■ 
wird.  Bei  geeigneter  Stelhing  dei-  Microineterschraubc  uiiil  d 
Iiintei-en  analysii'enden  Nicols  wird  das  ganze  Gresichtsfehl  dnukdl 


Diese  Construction  des  Kumpensatora  ist  besondei-s  beiineta 
anzuwenden,  um  die  Mudlfieatiun  zu  erfahren,  welche  geradlinif 
polarisirtes  einfallendes  Licht  durch  Reflexion  oder  BrechuBg 
erfährt  In  einem  Spectrometer  (Figur  81)  entlialten  das  (.'olUniator' 
röhr  A'  imd  das  Fernrohr  F  Nicol'sche  Prismen,  deren  Lage  ui 
den  Theilkreisen  ji,  p  abzulesen  ist.  An  dem  Fernrohr  ist  der 
Babinet-Soleirsche  Coiupensator  C  vorgesteckt;  seine  Hauptscliwing- 
ungsrichtungen  (Hanptaxen)  liegen  pai'allel  und  senkrecht  zur  Eis* 
fallsebene  des  Lichtes.  S  ist  der  reflectirende  oder  brucbenäB 
Körper.  Nicola  und  Compensator  sind  dort  eingeschaltet,  wo  dit 
Lichtstrahlen  parallel  sind.') 

1)  Wegpn  BenutzuDg  eincu  mif  Un  Midi  ich  eingCHlrllton  Ferarahl 
man  daher  die  i'iDfat^hc  Itut>iIl«t'Ml^lle  (-'□oBtriiction  nidit  ticnutieii. 


Optisclie  Eigenschaften  der  Körper. 

Kapitel  I. 
Theorie  des  Lichtes. 

1.  Mechaaische  Theorie.  Kiue  Theorie  des  Lichtes  will  die 
Differentialgleichung,  welcher  der  Lichtveetor  gehorcht,  und  die 
Grenzbedingimgen ,  welche  beim  Debergang  des  Lichtes  über 
Sie  Grenze  zweier  verschiedener  Körper  zu  erfüllen  sind,  auf 
örnml  einer  gewissen  Hypothese  mathematisch  ableiten.  Die  Dift'e- 
reotialgleichung  (12)  {S.  159)  des  Lichtvectors  tritt  nun  allemal 
hi  Bewegungen  in  einem  elastischen  Körper  auf,  und  daher  lag 
fji  nahe,  für  eine  Theorie  des  Lichtes  zunächst  die  Anschauungen 
il*r  Elasticitätstheorie  zu  vei-wei-theu.  Nach  dieser  mecha- 
aischen  Auffassung  soll  der  Lichtveetor  die  Verschie- 
l^nng  der  Aethertheilchen  aus  ihrer  Gleichgewichtslage 
^'^in,  und  der  Aether,  d.  h.  der  Raum,  in  welchem  sich  Licht- 
rfhwinguugen  furtpllanzen  können,  wird  als  elastischer  Stoff  von 
sehr  geringer  Dichte  aufgefasst 

Nun  liegt,  aber  eine  Schwierigkeit  sofort  in  der  Transversali- 
Mt  ebener  Lichtwellen.  Im  Allgemeinen  pflanzen  sich  in  einem 
elastischen  Körper  sowohl  transversale,  als  longitudinale  Schwing- 
Tiiigen  fort,  in  Flassigkeit*n  sogar  letztere  allein,  während  Trans- 
versttl-Schwinguugen  allein  nur  in  einem  festen  Körper  auftreten, 
dessen  Theile  nie  Volnmenänderungen  erleiden,  der  also  vollkommen 
incouipressibel  ist.  —  Die  wider&tancblose  Bewegung  der  Welt- 
körper im  leeren  Baume  {dem  freien  Aether)  wurde  nun  entschieden 
dem  Aether  den  Zustand  einer  Flüssigkeit  zuschreiben,  nicht  den 
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eines  incompressibelen  festen  Körpers.  —  Indessen  kann  man  viel- 
leicht diese  Schwierigkeit  durch  die  Ueberlegung  überwinden, 
dass  sich  der  Aether  solclien  gi'oben  Kräften  gegenüber,  wie  sie 
bei  der  Massenbewegung  der  Himmelskörper  auftreten,  wie  eine 
reibungslose  Flüssigkeit  verhält,  dass  aber  bei  den  so  ausserordent- 
lich schnell  wechselnden  Kräften,  wie  sie  bei  Lichtschwingungen 
vorkommen,  doch  ein  kleiner  Rest  von  Reibung  im  Aether  der- 
ai-tigen  Einfluss  gewinnt,  dass  er  sich  Lichtschwingungen  gegen- 
über wie  ein  starrer  Körper  verhält 

Es  tritt  aber  noch  eine  zweite  Schwierigkeit  ein  bei  Auf- 
stellung der  Grenzbedingungen  des  Lichtvectors.  Die  ElasticitSts- 
theorie  liefert  für  den  Uebergang  der  Bewegung  über  die  Grenze 
zweier  elastischer  Körper  6  Grenzbedingungen,  nämlich  die  Gleich- 
heit der  Verschiebungskomponenten  der  Körpertheilchen  und  die 
Gleichheit  der  Komponenten  der  elastischen  Druckkräfte  zu  beiden 
Seiten  der  Grenze.  Um  diese  6  Grenzbedingimgen  zu  befriedigen, 
müssen  aber  nothwendig  ausser  transversalen  Wellen  auch  longi- 
tudinale  auftreten.  Es  soll  hier  nicht  genauer  erörtert  werden,*) 
wie  die  verschiedenen  mechanischen  Theorien  diese  Klippe  um- 
schiffen, es  mag  nur  erwähnt  werden,  dass  die  meisten  Theorien 
nur  4  Grenzbedingungen  beibehalten. 

Um  Uebereinstimnmng  mit  den  Beobachtungen  über  die  Be- 
scliafFenheit  des  reflectirten  Lichtes  zu  erhalten,  speciell  z.  B.  um 
das  Brewster  sehe  Gesetz  über  den  Polarisationswinkel  (vgl.  oben 
S.  227)  zu  folgern,  umss  man  entweder  annehmen,  dass  die  Dichte 
des  Lichtäthers  in  allen  Körpern  die  gleiche  sei,  oder  die  Elasti- 
cität.  Ersteres  ist  der  F.  Neumann  sehe  Standpunkt,  letzteres  der 
Fresnersche.  Aus  ersterem  folgt,  dass  die  Verrückung  der  Aether- 
tlieilchen  einer  linear  polarisirten  Welle  in  der  Polarisationsebene 
liegt,  während  sie  nach  Fresnel  senkrecht  zu  dieser  Ebene  steht 

2.  Elektromagnetlsclie  Theorie.  Die  Grundhypothese,  welche 
von  Faraday  ausgesprochen,  von  Maxwell  mathematisch  ausgebaut 
wurde,  ist,  dass  die  Fortpflanzung  des  Lichtes  in  einem 
das  Licht  nicht  absorbirenden  Medium  identisch  ist  mit  der 
Fortpflanzung  elektromagnetischer  Wellen  in  einem  Iso- 
lator.   Als  Liclitvector  kann  die  elektrische  Kraft,  oder  auch  die 


1)  Genaueres  hierüber  findet  sich  in  der  Darstellung  des  Verf.  in  Winkel- 
mann*8  Handbuch,  Optik,  S.  641—674. 
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magnetische  Kraft  interpretirt  werden,  beide  sind  stets  gleichzt'iti": 
in  Schwingung  begriffen  und  stehen  in  ebenen  linearpolarisirten 
Wellen  senkrecht  auf  einander.  Durch  diese  Vielseitigkeit  der 
Theorie  wird  die  nicht  specieller  forniulii-te  Frage  na<*h  der  Lage 
des  Lichtvectors  zur  Polarisationsebene  gegenstandslos,  indess  ist 
es  ans  gewissen  oben  S.  233  angefühlten  Gründen  einfiicher,  die 
elekti'ische  Kraft,  welche  senkredit  zur  Polarisationsebene  liegt, 
als  Lichtvector  zu  inte^rpretiren.  Man  gelangt  dadurch  zu  den 
Resultaten  der  Fresnelschen  mechanischen  Theorie,  während  die 
Resultate  der  F.  Neuniann'schen  Theorie  erhalten  werden,  falls 
die  magnetische  Kraft  als  Lichtvecti)r  interpretirt  wird. 

Der  Vortheil  der  elektromagnetischen  Theorie  liegt  wesentlich 
in  drei  Punkten: 

1.  Die  Transversalität  der  Wellen  folgt  direct  aus  der  von 
Maxwell  gewonnenen  einfachsten  Darstellung  der  elektromagnetischen 
Vorgänge,  nach  der  es  nur  geschlossene  elektrische  8trr>me  giebt. 

2.  Die  Grenzbedingungen  sind  die  in  j(»dem  elektrom^ignetisclieii 
Felde  gültigen.  Man  braucht  nicht,  wie  bei  den  mechanischen 
Theorien,  besondere  Annahmen  tiir  die  Lichtschwingungen  zu 
machen. 

3.  Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  im 
leeren  Räume  (im  freien  Aether)  und  in  manchen  Fällen 
auch  in  ponderabelen  Körpern  lässt  sich  aus  rein  elektro- 
magnetischen Experimenten  im  Voraus  berechnen.  Dies 
ist  ein  Hauptvortheil  der  Theorie  gegenüber  den  mechanischen 
Theorien,  und  dieser  Punkt  ist  fast  sofort  ausschlaggebend  zur  An- 
nahme der  elektromagnetischen  Auffassung  der  Natur  des  Lichtes  ge- 
worden. In  der  That  bedeutet  dies  einen  wesentlichen  Fortschritt 
in  der  Naturkenntniss,  wenn  in  dieser  Weise  zwei,  ursprünglich 
lose  neben  einander  stehende  Gebiete,  wie  die  Oi)tik  und  die 
Elektricitätslehre,  in  messbar  controllirbare,  nahe  Beziehung  zu 
einander  treten. 

Im  Folgenden  soll  der  elektromagnetische  Standpunkt 
festgehalten  werden.  Es  mag  aber  hervorgehoben  sein,  dass 
die  Darlegungen  der  vorangegangenen  Kapitel  durchaus  unabhängig 
von  dem  besonderen  Standpunkte  der  Theorie  sind,  d.  h.  unab- 
hängig davon,  was  man  unter  dem  Lichtvector  versteht. 

3.  Die  Deflnitlon  der  elektrischen  und  der  magnetischen 
Kraft.  Zwei  sehr  lange,  dünne  Magnete  üben  auf  einander  Kraft- 
wirkungen aus,  die  scheinbar  von  ihren  Enden  (Polen)  ausgehen. 
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Die  Stärken  zweier  magnetischer  Pole  m  und  wi,  werdeo 
dadurch  deflnirt,  dass  sie  im  Vactuum  aufeinander  in  der  Entfe^ 
nung  r  die  nach  mechanischem  Maasse  (nach  Länge,  Masse  and 
Zeit)  zu  messende  Kraft 

(\)  ^  —  —fT- 

aufeinander  ausüben.  Danach  ist  auch  ein  magnetischer  Ein- 
heitspol (m  =  l)  definirt  als  solcher,  der  auf  einen  gleichen  in 
d(*r  Einheit  der  Entfernung  die  Krafteinheit  ausübt 

Die  Stärke  .'o  irgend  eines  magnetischen  Feldes  in 
irg(*nd  einem  Medium')  ist  die  Kraft-,  welclie  auf  einen  magnetisokn 
Einheitspol  ausgeübt  wird.  —  Die,  nach  di'ei  rechtwinkligen  Ax«*n 
a^j  Ih  -  genommenen  Componenten  von  .^  seien  r/,  ^,  7. 

Die  magnetischen  Kraftlinien  geben  durch  ihre  Riclitnng 
die  Richtung  der  resultirenden  Feldstärke  an,  durch  ihre  Diditt* 
die  Feldstärke  ^  selbst,  indem  im  Vacuum  ^  gleich  sein  soll 
(l(*r  Anzahl  von  Kraftlinien,  welche  die  Flächeneinheit  senkrecht 
(Inrclischneiden.  Man  gelangt  zu  einer  richtigen  Darstellung  des 
Kraftgcsetz(\s  (1),  wenn  man  von  einem  Pole  der  Stärke  m  eint* 
Anzalil  '7.77?/  von  Kraftlinien  austretend  denkt,  welche  sich  ohne 
Unteibrecliung  (d.  h.  ohne  freir  Enden)  in  den  Raum  fort^setzen. 
Denn  die  Kraftliniendichte  ist  dann  auf  einer,  um  einen  einzi<,^n 
vorluindmcn  1N)1  bt»scliriebenen  Kugel  vom  Radius  r  gleich  w/ir-. 
d.  li.  j^lcicb  drr  Feldstärke  ,s^  nacli  dem  Gesetz  (1). 

Analoge  Definitionen  gelten  für  das  elektrische  Feld  im 
elekt  rostatiseheii  Maassystem: 

Die  Stärken  zweier  elektrisclier  Pole  c  und  ^,  werdni 
dadureli  definirt,  dass  sit»  im  Vacnum  aufeinander  in  der  Entf<*r- 
nung  r  die  nacli  meehanischem  Maasse  zu  messende  Kraft: 

(2)  K^^- 

anfeinander   ausüben.    Dadurch  ist  aueh  ein  elektrischer   Eiii- 
lieitspol  definirt,  für  welchen  r=  1   ist. 

Die  Stärki*  ,"s'  irgend  eines  elektrischen  Feld(*s  in 
irg(^nd  einem  Medium  ist  die  Kraft,  welclie  auf  einen  elektrischen 
EinU('itsp(»l  ausgeübt  wird.  -  Die  nach  den  drei  rechtwinkli^^eii 
Axen  .r,  //,  X  genommenen  ('omiM)nenten  von  5  seien  A",  Y,  Z, 

1 1  Dasselbe  kann  Bowolil  mit  Materie  erlüUt,  als  aueh  liHir  seiu  (Vacuuiu). 
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Die  elektrirfchen  Kraftlinien  geben  durch  ihre  Richtung 
die  Kichtung  der  resultireuden  FeldsUlrke  g  an,  die  Anzahl  der 
Kruftiimen.  welche  die  Flächeneinheit  senki'ecLt  durchschneiden, 
sul!  im  Vacuum  gleich  5  sein.  Aus  einem  Pole  der  Stärke  e 
trel^-n  daher  4jtc  Kraftlinien  aus,  weil  das  Gesetz  (2)  gilt. 

4.  Deflnitioii  des  elektrischen  Stromes  nach  elektrosta- 
tjgcheui  und  cloktroniaanietlscbem  Maasse.    Als  elektrischer 

IM  Miacli  elektrostatiscliem  Maas«,  welcher  durch  irgend 
(/m-rschnitt  q  geht,  wird  definirt  die  Anzahl  elektnistatiseher 

litiii,  welche  iu  der  Zeitein  lieit  durch  5  gehen.    Geht  als»  im 

liMii'iit  dt  die  Elektricitätstnenge  de  durch  7,  su  ist  der  Strom; 


(3) 


de 


1-t  (ii-r  l^uerschnitt  g  gleich  der  Flächeneinheit,  so  wird  i  gleich 
tit'i- Siriinidirlite  /  Die  Cotiiponenten  der  Strouidiehte  ^j,  j j,  js 
«fiilcri  erhiilti'H,  wenn  man  </  senkrecht  zur  x-,  1/-  oder  i-Axe  wählt- 

Der  elektrische  Strom  i'  nach  elektromagnetischem 
Mttasse  wird  durch  seine  mag:netisc.hen  Wirkungen  definiit.  Man 
^nu  einen  dauernden  elektrischen  Strom  in  einem  Metalldraht  leicht 
limtellen,  wenn  man  ihn  an  die  Pole  eines  galvanischen  Elementes 
i*ulegt.  Auch  hier  handelt  es  sich  um  die  Verschiebung  bestimmter 
Eli-lttricitatsinengen  durch  den  Querschnitt  des  Drahtes,  denn  die 
i*"Iirtfn  Pole  des  Elementes  verlialten  sich  wie  elektrostatisch  ge- 
iailenp  Kijrper.  Ein  Magiietiiol  erfährt  gewisse  KrafUiusaernngen 
i"  der  Nähe  des  elektriwlien  Stromes,  Die  Stromstärke  »'  nach 
''li^ktromagnetischeiii  Maasse  wird  dadurch  definirt,  dasa 
'"^i  einmaliger  Umkreisung  des  Stromes  von  einem 
^Iignetpol  der  Stärke  w  =  l  die  Arb.eit  ?l  =  ^jri'  ausgeübt 
«ird.') 

Nelniien  wir  z.  B.  ein  Rechteck  der  Seitenlängen  dr,  dy  (vgl. 
^ilfUrSi),  welches  senkrecht  von  einem  Strome  (■"=/( -f/j-rf;/  durch- 
HiiÄsen  wird.  >'*  ist  die  t-Componeute  der  Stromdichte  in  elektro- 
'i'agnetischeni  Maasse.  Fliesst  der  Strom  von  hinten  nach  vorn,  s« 
'lass  die  positiven  Coordinatenrichtungen  die  in  derFignr 


1)  Die  Arbeit  ?l  ist  unnlihangig  von  dem  besonderen  Wege  des  Magnet- 
pol« nnd  auch  unabhängig  von  der  Natur  des  den  Strom  umgclipnden  Me- 
iliiiDi».  Vgl.  hierüber  die  Lehrbücher  dea  ElüktromagnetismuB  (z.  U.  die  Pliysik 
^  Aethers  de»  Verf.  8,  77,  831. 

16- 
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gezeichneten  Lagen  zu  einander  haben  ^),  so  wird  nach  der 
sogenannten  Amp6re'schen  Regel  ein  positiver  Magnetpol  in  der 
Richtung  der  Pfeile  der  Figur  abgelenkt  (Figur  82.)  Die  ganie 
Arbeit  31  beim  Versclüeben  eines  Magnetpoles  171=  +  !  von  A  über 
D  nach  C,  D  und  nach  Ä  zurück  ist  also: 

(4)  %  =  a '  (Ix  +  ß^ '  dy  —  a  '  dx  —  ß*  dy, 

wenn  a  und  ß  die  Componenten  der  magnetischen  Kraft,  wie  sie 
längs  AB  und  AD  wirken,  bezeichnet,  während  a  und  ßf  die  längs 
DC  und  BC  wirkenden  Componenten  sind,  a  untei^scheidet  sieh 
nur  dadurcli  von  a,  dass  es  längs  einer  Linie  wirkt,  deren  //-Owrdi- 
naten  um  dy  gi-()sser  sind,  als  die  //-Coordinaten  der  Linie  AB, 
längs  der  «  wirkt.  Bei  genügender  Kleinheit  von  dy  hat  also 
(a  —  a) :  dy  die  Bedeutung  des  partiellen  DifFerentialquotientt^n 
baibyy  sodass  man  hat: 

a^a  +  ^d;,. 
Analog  ist 

sodass  aus  (4)  entsteht: 

Da  nun  nach  der  Definition  der  Stromstärke  «'  diese  Arbeit 
jrleich  4jn''=4jrj[(Udy  sein  vSoll,  so  entsteht: 

und  analog  würden  zwei   andere  Diflferentialgleiclmngen   ab- 
zuleiten sein: 


(5) 


4      ^         by        bä 

■^  ^^-  =  öy  -  & 

j      ^        ba        by 


Dies(^s  sind  die  Maxweirsclien  Diiferentialgleichungen  des 
elektromajrnetischen  Feldes.  Damit  sie  mit  diesen  Vorzeichen, 
wie  in  (5),  giltig  sind,  mnss  das  Coordinatensyst-em  entsprechend 
der  Figur  (82)  jj^ewählt  sein.     -  Man  kann  in  diesen  Gleichungen  die 


1)  Diese  relative  Lage  der  CoordiDateDrichtungeu  »oll  im  FolgeDden  stets 
festgehalten  werden. 
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elektromagnetisch  definii1;e  Stronidichte  /  ersetzen  durcli  die 
elektrostatisch  definirte  y,  wenn  man  das  Verhältniss  c  einfülirt, 
in  welchem  beide  Maassysteme,  das  elektrostatische  zu  dem  elektro- 
luagnetischen,  stehen.    Wir  wollen  also  setzen 


i:i  =  Cf  jx\  i'x  =  c,  etc. 


(6) 


Daher  wird  nach  (5) 


471 

c 


.    dy       bß     47t  .  


öy       öx       c 


ö«       by      47t  . 
öi       bx '    V-^* 


bß__ba 
bx        Öf/ 


(7) 


Diese  Gleichungen  sind  unabhängig  von  der  Natur  des 
Mediums,  in  welchem  die  elektromagnetischen  Vorgänge  bestehen 
(nach  der  Anm.  1  der  S.  243),  sie  gelten  daher  in  jedem,  auch 
in  einem  inhomogenen  oder  krystallinischen  Medium. 

Die    Verhältnisszahl  c  kann    man    erhalten,    wenn    man    die 

magnetische  Wirkung  beobachtet,  die  durch  die  Entladung  einer 

nach  elektrostatischem  Maass  gemessenen  Menge  e  entsteht.     Es 

^i'giebt  sich  c  gleich  der  Dimension  einer    Geschwindigkeit,    die 

den  Werth  hat 

c  =  3  •  10  *"  cmlsec. 

5.  Deflnltion  des  magnetischen  Stromes.  Analog  wie  der 
elektrische  Strom  soll  der  magnetische  Strom,  der  durch  irgend 
ejnen  Querschnitt  q  geht,  definirt  werden  als  das  Quantum  mag- 
netischer Polstärke,  welches  durch  q  in  der  Zeiteinheit  fliesst. 
■^alls  q  gleich  der  Flächeneinheit  ist,  sprechen  wir  von  der 
laichte  des  magnetischen  Stromes,  ihre  Componenten  seien  durch 
^-^  ,  8y ,  sx.  bezeichnet. 

Die  Formeln  (7)  sind  ein  Ausdruck  dafür,  dass  ein  elektri- 
scher Strom  von  circularen 
^^{tgnetischen  Kräften  um 
^ich  herum  begleitet  ist.  ^ 
Andererseits  muss  aber  auch 
ein  magnetischer  Strom 
Von  circularen  elektrischen 
Kräften  um  sich  herum  be- 
gleitet sein.  (Dieser  Vor- 
gang wird  als  Magnet-Induction  bezeichnet.)  Dies  folgt  uoth- 
wendig  aus  der  Anwendung  des  Energieprincipes.  Denken 
wir  uns  das  Rechteck  ÄBCD  der  Fig.  82  von  einem  elektri- 
schen Strome   der   Stärke  i  nach  elektrostatischem  Maasse  um- 


z 


»f 


^y 


-*^x 


Fig.  82. 
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flössen  in  dem  Sinne  der  eingezeichneten  Pfeile,  so  würde  ein 
positiver  Magnetpol  von  hinten  nach  vorn,  d.  h.  im  Sinne  der 
positiven  «-Axe  durch  das  Rechteck  hindurch  getrieben  werden 
und  fortwährend  um  eine  der  Rechteckseiten  herum  kreisen. 
Diese  hierdurcli  geleistete  Arbeit  muss  darin  ein  Aequivalent 
haben,  dass  der  Strom  auf  constanter  Stärke  t  niu*  unter  Auf- 
wendung eines  gewissen  Energiequantums  gehalten  werden  kann^ 
während  er  jene  mechanische  Arbeit  leistet,  m.  a.  W.  durch 
die  mechanische  Arbeit  muss  eine  gewisse  elektro- 
motorische Gegenkraft  erzeugt  werden,  die  überwunden 
werden  muss,  falls  der  Strom  auf  constanter  Stärke  i  bleiben 
soll.  Für  die  Arbeit,  welche  entsteht,  wenn  ein  elektrischer 
Einheitspol  einmal  um  das  Rechteck  im  Sinne  der  Pfeile  gefuhrt 
wird,  gilt  nun  der  analoge  Ausdruck  wie  in  {4)  und  (/),  d.  h.  sie  \A 

(8)  s?l=($4'-f)rf.rf,. 

Um  den  Strom  i  während  der  Zeit  /  zu  erhalten,  ist  die  Arbeit 
noch  mit  der  Anzahl  der  umgeführten  elektrostatischen  Einheiten, 
d.  h.  mit  /•  t  zu  multipliciren.  Diese  Arbeit,  d.  h.  9(  •  f  •  /,  muss 
nach  dem  Energiepriucip  gleich  der  Arbeit  sein,  welche  ein 
Magnetpol  der  Stärke  m  ausübt,  der  innerhalb  der  Zeit  /  eine 
Rechteckseite  einmal  umkreist;  da  diese  Arbeit  nach  S.  243  gleich 
Ijimi'  =  4jivii  :  c  ist,  so  folgt  also 

(9)  ?l  •  /  •  /  =  /jrmi  :  c  ,     d.  li.    9(  =  4jtm  :  et. 

Nun  ist  al)(M'  ///  :  /  ^hMch  der  JStiirke  des  magnetisclien  Stromes, 
W(4clirr  durch  das  Rechteck  tritt,  und  *"/<  •  dx  dif  ist  gleicli  der 
;-('oniponente  .sv   der   innfifnctischen  Stromdicht^.     Daher  folgt  tnb 

(S)  und  (9): 

(10)  .•?;  =^   V         —     V       , 

und  nnalog  wäicn  noch  zwei  andere  (Th*ichungen  für  sx  und 
.^v  abzuleiten. 

In  (10)  bezeichnen  X  und  )'  die  elektrischen  Kräfte,  welche 
man  anwenden  muss,  um  den  Strom  constant  zu  erhalt^en.  Nennt 
man  aber  X  und  )'  die  durch  den  mao^netischen  Strom  selbst  durch 
Induction  hervorg(*rnfen<'n  ((4rgen-)Kräft(s  so  sind  diese  v<m  gleicher 
Gnisse,  aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  behaftet,  sodass  die 
Gleichungen  tiutstehen 
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Auch    ilifse  Gleiebmigen  gelten    ganz    allgemein 
"'•Iciii  Medinin ,  d.  b.  auch  in  inhoniogener  oder  krystal- 
'iiiiscber  Uuigebnug, 

Die  Funnein  (7)  nndfll)  gelten  ganz  allgemein  in  jeder  Um- 
ircbiing.  Wir  künnen  sie  als  die  fTVUndgleicbungen  derMax- 
well'scheü  Tbeurle  beüeiclmen.  Bei  allen  Erweiterungen  der 
«rspriinglichen  Maswellschen  Tbeorie  auf  Körper  uiit  besonderen  i 
Mptiüchen  Eigenschaften  (Dispersion,  Absorption,  Krystallinität, 
natürliche  nnd  magnetische  Rotatinnspolarisation)  bleiben  diese 
Orundgleicbungen  dieselben;  nur  die  Gleichungen,  welche  jV  und 
j  etc.  mit  der  elektrischen,  bezw,  magnetischen  Kraft  verbinden, 
>^al)en  für  besondere  Fälle  verschiedene  Formen. 

6.  Das  Vacnimi  (der  freie  Aether).  Coiistante  elektrische 
rüme  kann  man  nur  in  Leitern,  z.B. in  Metallen,  herstellen,  aber 
I.Bicht  in  Isolatoren.  Durch  Ladungswecltsel  kann  man  aber  auch  ' 
wh  letzteren  Stnime  herstellen  (sogenannte  Verschiebnngsstrüme  ' 
lim  Gegensatz  zu  den  Iieitnngsstronien  der  Leiter),  und  es  ist  der 
l'GniQdpfeiler  der  Maxwell'schen  Theorie,  dass  diese  Verschiebungs- 
lÄröine  dieselben  magnetischen  Wirkungen  ausüben,  alsdieLeitnngs- 
lltröme.  Durch  diesen  (:lrnndsatz  erreicht  Maxwell  den  \'orzng  der 
l.pögsten  Einfachheit  seiner  Theorie  gegenüber  anderen  elektrischen 
j  Theorien.  —  Constante  magnetische  Ströme  kann  man  überhaupt 
■  sieht  herstellen,  da  es  keinen  magnetischen  Leiter  giebt. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  wie  im  freien  Aether  die  elek- 
'rische  und  magnetisclie  Stromdichte  von  der  elektrischen  und 
magnetischen  Kraft  abhangt  Im  freien  Aether  giebt  es  keine  an 
P:wissen  Raumstellen  coiicentrirte  Ladungen  e  oder  m,  aber  es  sind 
KraRlimen  vorhanden.  Nun  können  wir  nach  dem  auf  8.242  u.  243 
äOsgesprochenen  Satz,  dass  jede  Ladung  e  oder  m  4xc  bezw.  4xm 
Kraftlinien  aussendet,  sagen,  dass  43t  ninltiplieirt  mit  der  Strom- 
iliclite  gleich  der  Aenderung  der  Kraftliniendicht*  in  der  Zeiteinheit 
**iu  iiinss,  d.  h.  es  ist 


4jij,  ■■ 


"  -f.,- '    i^jy  —  -T,- 


-IJtJ.. 


ö.V, 
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wobei  i\>,  Ny,  A\,  Mx^  My,  Mx  die  Componenten  der  elektrischen, 
bezw.  inagnetisclien  Kraftliniendichte  sind.  —  Iin  Vacuuin  ist  dub 
aber  nach  der  Definition  der  S.  242, 243  die  Kraftliniendichte  gleidi 
der  elektrischen,  bezw.  magnetischen  Kraft,  sodass  fQr  das  Vacoioi 
(12)  übergeht  in: 


(13) 


.  bX      .     .         bY      .  bZ 


ä  d«        .  bß 


4jt8x  =  j^  . 


Die  Gleicluingen  (7)  und  (11)  des  elektromagnetischen  Felde«  nehmen 
daher  für  den  fi-eien  Aether  die  Gestalt  an: 


(14) 


7.  Isotroper  Isolator.  In  einem  mit  Materie  eifüllt^n  Räume, 
der  isolirt,  ändern  sich  die  Kraftgesetze  (1)  und  (2).  Bringt  man 
nämlich  die  elektrischen  Pole  Cy  r,  aus  dem  leeren  Räume  in  einen 
isolirenden  Kih'per,  z.  B.  Flüssigkeit,  so  wirken  sie  dort  schwächer 
auf  einander,  als  im  leeren  Räume,  sodass  man  zu  setzen  hat 


IbX  __  by        bß      1    bY  __  ba 
c  bt        bt/         bx  ^    c    bt         bx 

by      1  bZ       bß 
dx  '    e  bt        bx 

ba 
by' 

1  ba        bY        bZ      1  bß         bZ 

bX     1  by        bX 

bY 

c  bt          bx         by  '     /•  bt          bx 

bx  ^   c  bt         by 

^bV 

(15) 


t    r2 


Dii^  Constante  e  des  lsolat^)rs  heisst  seine  Dielektricitäts- 
<onstant(\  Die  Definition  gilt  auch  für  feste.  Isolatoren,  nur  kann 
iiuin  in  ilinen  die  Anzielumgs-  oder  Abstossungskräfte  der  elek- 
trischen Pole  nicht  so  beciuem  beobachten,  wie  in  Flüssigkeiten.  Ks 
<;i(^bt  aber  andere  Methoden,  um  auch  für  feste  Körper  ihre  Di- 
elektricitätsconstante  zu  bestimmen,  auf  die  aber  auf  die  Lehrbücher 
üb(T  Eh'ktricitjit  verwiesen  s(*in  m(*)ge.  —  Für  alle  Körper  ist  die 
Dielektricitätsconstante  gnisser  als  1. 

Analop:es  j::ilt  auch  für  die  Kräfte  zwisclien  magnetisrlieii 
Polen,  die  etwas  veiändert  erscheinen,  wenn  sie  vom  Vacuum  in 
einen  Körper  gebi'acht  worden,  soda^ss  man  zu  schreiben  hat 


(10) 


K== 


1    mm\ 
fi      r^ 


Die  (konstante  //  heisst   die  Magnetisirungsconstante   des 
Körpers.    Sie  ist  bald  giösser  als  1  (paramagnetische  Körper), 
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bald  kleiner  als  1  (diamagnetische  Körper);  sie  unterscheidet 
sidi  aber  stark  von  1  nur  in  den  paraniagnetischen  Metallen  Eisen, 
Nickel,  Kobalt,  dagegen  in  Isolatoren  sehr  wenig  von  1.  Auf 
Isolatoren  koninimt  es  aber  zunächst  allein  an,  da  es  sich  zunächst 
um  vollkommen  durchsichtigeKörper  handelt,  d.  h.  solche,  welche 
die  Energie  der  elektromagnetischen  Wellen  ohne  Absorption,  d.  h. 
ohne  sich  dabei  zu  erwärmen,  fortpflanzen.  In  Isolatoren  ist  der  Unter- 
schied von  (A  gegen  1  so  gering  (meist  nur  wenige  Tausendstel 
Procent),  dass  wir  im  Folgenden  immer  ^=1  setzenkönnenJ) 
Durch  die  Aenderung  des  Kraftgesetzes  (2)  in  (15)  wird  in 
den  Gleichungen  (13)  eine  Aenderung  eintreten,  da  bei  denselben 
Ladungen,  d.  h.  auch  denselben  Stromstärken,  die  elektrische  Kraft 
im  Isolator  im  Verhältniss  Ijs  schwächer  ist,  als  im  Vacuum.  Da- 
her ist  an  Stelle  von  (13)  zu  schreiben: 

47tjx=B  -57-,  etc.,       4jt8x  =  ii  x"  ,  etc.  (17) 

Für  einen  isotropen  Isolator  gelten  also  vermöge  der  auch  im 
Isolator  gültigen  Gleichungen  (7)  und  (11)  die  Formeln  (für  ^ti  =  1): 


(18) 


Diese  Gleichungen  bestimmen  alle  Eigenschaften 
des  elektromagnetischen  Feldes  in  einem  Isolator  voll- 
kommen. 

Wenn  man  allgemein  an  den  Gleichungen  (12)  festhält,  d.  h. 
wenn  man  festsetzt,  dass  die  Anzahl  der  von  einer  Ladung  aus- 
gesandten Kraftlinien  unabhängig  von  der  Natur  ihrer  Umgebung 
sein  soll,  so  lehrt  ein  Vergleich  mit  (17),  dass  man  in  dem  Köri)er 
zu  setzen  hat: 

Nx.  ==   £X  ,    .Vy  =   67  ,    .V,  =   tZ  ,  ^^g^ 

Mx=  fta  ,  My  =  uß  ,  Mx  =  fiy  y 


ebX  _ 

_  by         bß 

EbY         ba 

by 

e  bZ 

__ö/^ 

ba 

c  bt 

~  by        bx  * 

c  bt           bx 

bx  ' 

c  bt 

bx 

^U 

1  ba 

bY         bZ 

1  bß       bZ 

bX 

1  by 

bX 

bY 

c  bt    ~ 

"  bx          by  ' 

c  bt         bx 

""  bx' 

c  bt 

^U 

'  bx 

1)  Wir  werden  später  bei  Besprechung  der  optischen  Eigenschaften 
magnetisirter  Körper  genauer  beweisen,  wesshalb  für  alle  K<'>rper  die  Annahme 
/M  =  1  bei  Lichtschwingungen  berechtigt  ist.  Es  liegt  dies  nicht  etwa  daran, 
dass  die  Magnetisirung  des  Kör^^ers  bei  so  schnellen  Feldwechseln,  wie  sie  im 
Lichte  bestehen,  nicht  folgen  konnte,  sondern  der  Grund  ist  complicirter. 
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(L  li.  nur  im  Vacuuiii  ifiir  t  =  ljfi  =  l)  ist  die  Kraftliui 
dichte  gleich  der  elektrischen,  bezw.  maguetisclieii  Kr 
Denken  wir  nns  einen  Elementar-Wärfel  der  Seitenlän 
fix  ,  dif ,  dx  ,  welcher  die  elektrische  Ladung  e  enthält,  so  mÜ! 
ans  der  ganzen  Obei-fläche  des  Würfels  4xc  Kraftlinien  ; 
stralilen.  Wenn  wir  andrerseits  die  ausstrahlenden  Kraftlii 
berechnen  als  Summe  der  aus  den  Oberflächen  des  Würfels  j 
tretenden  Kiaftlinien,  so  geben  z.  B.  die  beiden  senkrecht 
r-Axe  liegenden  Flächen  die  Antheile:  —  uVr),  dy  dz  +  (X),  ^^ 
Wf)bei  die  Indi<-(\s  l  und  2  sich  auf  die  beiden  gegenüberliegem 
um  dx  von  (unander  entfernten  Seiten  beziehen.  Nun  ist  ottVr 
(nach  der  Definition  des  Differentialquotienten): 

(,V.).,  =  (Ss\  +  ^^  dx  , 

sodass  auf  diese  Weise  die  ganze,  durch  die  Obei-fläclie  des  W 
fels  tieteiide  Kraftlinienzahl  gefunden  wird  zu 

^Xj.         bX..         bX^^ 


/(^A,.  bX„  dXA 


Setzen   wir  also  dieses  Aggregat  gleich   4xe   und  berücksiditi 
<lie    Tih  ichnngrn     il9),    so   folgt,   falls    man    e  :  dx  di/ fl\  ^fj 
ijaclnng  der  Voluni<'neinheit  (Dichte  der  Ladungi  nennt: 


Na<-li  ihrer  Hi^leitnng  gilt  diese  Gleichung  and 
isotropen,  inhomogenen  Kör[)ern,  d.  h.  falls  e  mit  r , 
vaiiirt.  Kine  analoge  (rh^ichnng  kann  man  für  die  magnet 
Ladnngsdirlite  aufslelhMi. 

8.  Die  (jrenzbedingungon.  Wenn  zwei  verschiedene 
per  aneinander  stossen,  so  sind  gewisse  Bedingungen  tür 
IJebergang  der  «-li-ktiischen  und  magnetischen  Kraft  üIm*i 
(rrenze  der  Kiirper  zu  erfüllen,  die  man  aus  den  Hauptgh'ir 
gen  (IS)  dnrcli  folgende  Bemerkung  gewinnen  kann:  In  Wirk 
keit  vollzieht  sich  d(*i'  lJeb<'igang  von  ein«*m  Körper  der  Di 
tricitälsconstante  /,  zu  einem  amh-nMi  Körper  der  Dielektriei 
constantr  /.^  nicht  plr)tzlich,  sodass  nur  eine  Trennungsfli 
im  mathematischen  Sinne  bestidit,  sondern  allmählich,  sodas? 
Dielektricitätsconstante   inn(?rhalb   einer,    allerdings    sehr  du 
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IIpbergangsscUiL-iit  stetig  vuiu  Wcrtlif  e,  bi^i  t^  vuriirt,  Audi 
tu  einer  Rwlclieo  Uebergaiigssrliiclit  bestehen  die  Gleii^liuiigen  (7), 
(111  tmd  (17),  d»her  aacli  (18),  d.  Ii.  alle  iu  jenen  Gleiehungen 
wkimiiuenden  DitferenlialiiHutienten  müssen  eiidlü'he  Wertbe 
bühalten.  Nehmen  wir  nun  z.  ß.  au,  die  beiden  Kru-per  stiessen  in 
der  x^Ebeue    aneinander.     Du    in    der    Uebergangsschieht    die 

Differentialquutienten  j,  '  Ar  '  üi  '  bl  endliehe  Werthe  behaltj.'n 
nössen.  so  folgt.,  dsss,  wenn  die  Dicke  der  Uebergangsscliicht, 
'I.  Ii.  rft,  unendlich  klein  wird,  aut^h  die  Differenz  von  1",  X,  ß,  tc 
n  den  Grenzen  der  Uebergangsschicht  unendlich  klein  wird,  mit 
iiirleren  Worten;  Die  der  Grenzfläche  {larallelen  üompo- 
■nlen  der  elektrischen  und  magnetischen  Kraft  müssen 
-iih  stetig  verhalten  beim  Durchgang  durch  die  {als  ver- 
I  scliwindend  dünn  angenoniinene)  Grenzfläche,  iu  Formeln: 

X,  =_X;,    Yl^K,,    ß,  =ßj,    (3,  =/?!  flir  1  =  0,  (21) 

W'ibei  durch  untere  Indices  die  Zugehörigkeit  zu  den  beiden  ver- 
schiedeneu Körpern  gekennzeichnet  ist. 

Da  in   den   Hauptgleichungen    (18)    die  Differentialquotient^n 

jj^'nnd  /  nicht,  vorkommen,  so  gelt*n  fiir  Z  und  y  nicht  dieselben 
Si'hlflsse,  wie  für  A',  Y,  a,  ß.  Indessen  ersieht  nuiu  aus  der 
ItWen  der  Gleichungen  (18),  dass  K  ,  daher  auch  y,  zu  beiden 
Otiten  der  Uebergangsschicht  denselben  Werth  hat,  weil  X  uml 
y  für  alle  Wertlie  von  .;  und  ;/  zu  beiden  Seiten  der  Uebergangs- 
■'bidit  dieselben  Werthe  haben.  Daher  geht  auch  /  stetig 
'Inrrli  die  Grenze,  wenn  diese  als  eine  Schicht  von  ver- 
"liwindender  Dicke  aufgefasst  wird.  Aus  demselben  Grunde 
ililiesst  man  aus  der  dritten  der  Gleichungen  \\h)  auf  Stetig- 
i-i'il.  de«  l'roductes  eZ,  A.  h.  auf  Unstetigkeit-  von  /.  Man 
Wn  also  zu  den  Greuzbedinguugen  (21)  noch  dif  GreiiKbedingun- 
geii  hinzufilgen; 

E,  Z,  =(j  Zj,     j'i  =  Y-i  für  :  --=1).  I'2i') 

Von  den  6  Gleichungen  (21)  und  (21')  sind  aber  wegen  des 
BeBtehens  der  Hauptgleichungeu  (18)  nur  4  von  einander  nii- 
"tihängig. 

Aus  (19)  in  Verbindung  mit  (21')  ergiebt  sich,  dass  die 
Kraftliuieu  auch  an  der  Trennnngsfläche  zwischen  zwei 
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Körpern  keine  freien  Enden  besitzen.    (NB.:  es  ist  in  121') 
fi  =  i  angenommen,  sonst  würde  fiy  stetig  sein!) 

9.  Die  Energie  des  elektromagnetischeii  Felden.  Wenn  um 
die  Formeln  (18)  mit  den  Factoren  Xdr,  YdXy  Zdx^  adr,  /ft/r, /rfr 
multiplicirt,  wobei  dt  ein  Volunienelenient  bedeutet,  und  über  eineD 
beliebigen  Bereich  integrirt,  so  erhält  man,  falls  man  set^t 


(22) 
(23) 


Mit  Benutzung  des  Hülfssatzes  S.  162  (Formel  20)  erhält  man 
nun  leicht: 

j^l^-  XdT  =  -- j  y  Xcos(ny)  dS-  f  7    ^^- dx , 

wobei  d  S  ein  ObeiHächenelement  der  Oberfläche  desjenigen  Räume« 
bedeutet,  über  welclien  die  Integi'ation  erstreckt  wird,  und  n  die 
innere  Normale  auf  dS.  Wendet  mau  diese  Umformung  an  auf 
die  ersten  drei  Inte^iale ,  welche  auf  der  rechten  Seit«  von  (23) 
auftreten,  so  heben  sich  die  Raumintegrale  gegenseitig  fort.  Es 
folgt  daher: 

^^^  ja  dt  =  J'^  I  [(/r  —  ßZ)  cos  (rijr)  +  (aZ  —  yX)  cos  («//) 
*-^^  +  [ßX—  aY)  cos  {nx)\  dS. 

Ziehen  wir  die  Grenzen  des  Integrationsbereiches  so  weit, 
dass  an  ilinen  die  elektiische  und  ma^rnetische  Kraft  verschwindet, 
so  besagt  Formel  (24),  dass  die  (Grösse  ü  dieses  Bereiches  sich 
mit  der  Zeit  nicht  ändert.  Ü  bedeutet  die  Energie  des 
elektromagn(*tisclien  Feldes  in  der  Volumeneinheit.  Man 
kann  diese  Bedeutung  thatsächlich  durch  Berechnung  der  Arbeits- 
leistungen, w(4clie  bei  Verschiebunjr  von  elektrischen  oder  magne- 
tisclien  Ladungen  geleistet  werden,  eilialten.  (Vgh  hierüber  das 
Näliere  in  der  Physik  des  Aetliers  vom  Verf,  S.  127,  272.) 

U).  Die  Lichtstrahlen  als  Strömungslinien  der  Energie. 
Wenn  an  den  (ireuzen  des  Integi'ationsbereiches  X,  y,  Z,  a,  ß,  7 
niclit  verschwind<'n,  so  kann  man  den  Sinn  der  Formel  (24)  s<> 
interpretiren,  dass  die  Aendt*iung  der  elektromagnetischen  Enei'gie 
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des  Raumes  dadurch  herbeigeführt  wird,  dass  dieselbe  in  seine 
igrenzungsfläche  ein-  resp.  ausströmt    Als  Componenten  fx,  /y, 
dieses  Energieflusses  können  nach  (24)  angesehen  werden: 

=  A  ^'^  ^^  -  ^^) '  /"y  =  4^  («^  -  ^^')'   A  =  4^  ißX--a  n  (25) 
Da  hiernach  die  Relationen  bestehen: 

^•A  +Y'fy  H-z-A  =0, 

>  steht  die  Bahn  des  Energieflusses  stets  senkrecht  auf  der 
ektrischen  und  magnetischen  Kraft. 

Die^e  von  Poynting  herrührende  Theorie  der  Bewegung  der 
Inergie  im  elektromagnetischen  Felde  hat  für  die  Lichttheorie  in 
)  fern  grosse  Bedeutung,  als  wir  die  Lichtstralilen  als  diese 
trömungslinien  der  Energie  auffassen  müssen.  Denn  nach  S.  5 
aben  wir  einen  Lichtstrahl,  der  von  einer  Liclitquelle  Q  nach 
ineni  Punkte  P  geht,  als  den  geometrischen  Ort  derjenigen  Punkte 
efinirt,  auf  welchen  irgend  ein  Hindernis»,  d.  h.  ein  undurch- 
ichtiger  Körper  angebracht  sein  muss,  um  die  Lichtwirkung  in  P 
bzuschneiden.  Nun  kann  offenbar  Energie  von  Q  nach  P  nicht 
»rtgepflanzt  werden,  wenn  die  durch  Q  und  P  gehende  Strömungs- 
ttie  der  Energie  auf  ein  Hinderniss  st<3sst. 

Nach  (25)  ist  daher  die  Richtung  des  Lichtstrahles  als  senk- 
cht  zur  elektrischen  und  magnetischen  Kraft  bestimmt. 


Kapitel  II. 

Durchsichtige  isotrope  Körper. 

1.  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   des  Lichtes.     Das  Zu- 

indekommen  einer  ebenen  elektromagnetischen  Welle  kann  man 
;h  nach  den  Anschauungen  der  elektrischen  Theorie  in  folgender 
eise  klar  machen :  Denken  wir  uns,  dass  in  einem  gewissen  Zeit- 
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iiioment  eine  elektrische  Strömung  parallel  zur  ic-Axe  innerhalb 
einer  dünnen  Schicht  erregt  wüi'de,  welche  parallel  zur  a;//-Ebene  liegt. 
Diese  Strömung  ruft  magnetische  Kräfte  am  Rande  der  Scliicht 
heiTor,  die  parallel  zur  y-Axa  liegen.  Durch  die  entstehenden 
magnetischen  Kraftlinien  werden  elektrische  Kräfte  inducirt, 
welclie  innerhalb  der  Schicht  nach  der  negativen  x-Axe,  ausser- 
lialb  der  Schicht  nacli  der  positiven  x-Axe  gerichtet  sind  Im 
Inneren  der  Scliicht  verschwindet  daher  die  elektrische  Strömung, 
weil  die  inducirten  Ströme  die  ursprünglich  erregten  Ströme  auf- 
heben, dafür  treten  aber  ausserhalb  der  Schicht  elektrische  Strome 
auf,  welche  nach  der  positiven  a:-Axe  laufen.  In  dieser  Weise 
pflanzt  sich  ein  elektrischer  Impuls  als  Welle  nach  der  positiven 
und  negativen  z-Axe  fort 

Um  die  Foi-tpflanzungsgeschwindigkeit  zu  finden,  wollen  wir 
auf  die  Hauptgleichungen  (18)  des  vorigen  Kapitels  zmück- 
greifen. 

Differencirt  man  die  ersten  drei  Gleichungen  (18)  nach  der 
Zeit  t  und  setzt  fiir  da'ö/,  ö/?d/,  byjbt  die  aus  den  letzten  drei 
Gleichungen  (18)  folgenden  Werthe,  so  entsteht: 


h^X 


b  /ÖX 


r-2     bt^         Ö//VÖ// 


c 


ÖY 


\__b  (CZ  _  dX\ 
)         bx\6x  bx)  ' 


und  analog  zwei  andere  Gleichungen.    Man  kann  diese  Gleichung 
nun  in  der  Form  schreiben: 


(1) 


s     d2X 

C-2      m 


bjX  b^X  b^X 

bx^    ^"    Ö//2      +     0*2 


-    ^    ( 
bx   V 


bX        bj 
bx     '    by 


+:f)- 


Nun   erhält  man   aber   durch   Differentiation  der  ersten  drei 
Gleichungen  (18)  bezw.  nach  .r,  ?/,  x  und  Addition: 


b 

bt 


(^^+S|+S-«- 


Da  es  sich  im  Folgenden  stets  nur  um  periodische  Veränderungen 
der  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  handelt,  bei  denen 
der  Differentialquotient  nach  der  Zeit  /  den  Grössen  selbst 
proportional  ist  (wenn  man  noch  die  Phase  ''js  hinzufugt),  so  kann 
man  aus  der  letzten  Gleichung  den  Schluss  ziehen,  dass  seil)  muss: 


(2) 


bX     i^Y,bZ_ 


bx 


bx 
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Die  Gleichung  (1)  wird  daher 

Analoge  Gleichungen  befolgen  F,  Z,  sodass  das  Gleichungssysteni 

entsteht: 

Die  magnetischen   Kraftconiponenten   befolgen    analoge   Glei- 
chungen : 


hx  ^  hy  ^    bx         "' 

(•2') 

(3') 

Nun  haben  wir  schon  früher  8.  159  gesehen,  dass  Differential- 
gleichungen der  Form  (3)  (3')  auf  Wellen  führen,  welche  sich  mit 
der  Geschwindigkeit 

V  =  -^  (4) 

fortpflanzen.  Dies  ist  also  nach  der  elektromagnetischen  Auffassung 
der  Natur  des  Lichtes  dieFoi-tpflanzungsgeschwindigkeit  desLichtes, 
^obei  es  ganz  gleichgültig  ist,  ob  man  die  elektrische  Kraft  oder 
die  magnetische  Kraft  als  Lichtvector  interpretirt.  Denn  beide 
sind  untrennbar  mit  einander  verbunden  und  pflanzen  sich  mit 
derselben  Geschwindigkeit  fort. 

Wenden  wir  zunächst  die  Formel  (4)  für  den  fi-eien  Aether 
'leeren  Raum)  an,  so  folgt,  dass  dort  die  Lichtgeschwindig- 
keit gleich  dem  Verhältniss  c  des  elektrostatischen  zum 
elektromagnetischen  Maassystem  sein  muss.  Diese  Folge- 
^ng  wird  nun  in  der  That  glänzend  bestätigt,  denn  oben  S.  112 
gaben  wir  als  Mittel  der  Lichtgeschwindigkeit ')  aus  den  zuver- 
lässigsten Messungen  F=  2,9989.10'**  cm/sec.  an,  welche  Zahl 
durchaus  innerhalb  der  Beobachtungsfehler  mit  der  aus  rein  elektro- 
niagnetischen  Experimenten  gewonnenen  Zahl  c  =  3.10'^  cm'sec. 
öbereinstimmt 


1)  Dass   sich  dieselbe  auf  da»  Vacuuni  bezieht,   ii<t  oben  S.  118  hervor- 
gehoben. 
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Dies  ist  der  erste  durchschlagende  Erfolg  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie. 

In  einem  ponderabeln  Körper  muss  nacli  (4)  die  Licht- 
geschwindigkeit im  Verhältniss  1 :  Y^  kleiner  sein,  als  im  Vacuüm, 
d.  h.  da  der  Brechungsindex  ««  des  Körpers  gegen  das  Vacnnm 
das  Verliältniss  dei-  Liclitgeschwindigkeiten  im  Vacuum  und  ioi 
Körper  bedeutet,  so  nuiss  sein: 


(5) 


71  =  t/7,  n«  =  6, 


d.  h.  das  Quadrat  des  Brechungsindex  ist  gleich  der  Di- 
elektricitätsconstante. 

Diese  Beziehung  kann  nun  in  aller  Strenge  nicht  erfüllt  srin, 
schon  aus  dem  Grunde,  weil  der  Brechungsindex  tu  bei  allen 
Kr»rpern  von  der  Farbe,  d.  li.  der  Periode  der  Oscillationen,  ab- 
hängt, während  die  Dielektricitätsconstante  e  als  eine,  von  der 
Oscillationsdauer  unabhängige  Constante  definirt  ist 

Zunädist  ist  aber  bei  (lasen,  bei  denen  die  Abhängigkeit  de? 
Brechungsindex  von  der  Fai'be  sehr  gering  ist,  die  Eelati(»n  (5) 
recht  gut  erfüllt,  wie  folgende  Tabelle  ergiebt,  in  der  die  i)i- 
elektrioitätsconstanten  einer  Bestinnnung  von  BoltzniannM  ent- 
nommen sind,  während  die  Brechungsindices  liir  Liclit  mittlerer 
Farbe  (treib)  gelten: 


Luft   .    .    . 

Wiwserrttoft' 

Kolih^nsüiire 

Kolilenoxyd 

Stickoxvdul 


"o 

V^ 

1,000294 

1,000295 

1,000138 

1.000132 

1,000449 

1,000473 

1,000  346 

1,000345 

1,(.K)0503 

1,000  497 

Auch  bei  den  flüssigen  Kohlenwasserstoffen  stimmt  die  B»'- 
zieliung   (5)   reclit  gut,   z.  B.   bei   Benzol   ist  n„   (gelb)  =  7,-/6:'. 

/e  =  1,49. 

Dagegen  sind  sow<ihl  bei  vielen  festen  Körpern,  z.  B.  d^-n 
(iläsern,  als  aucli  bei  d(Mi  Alkoliolen  und  bei  Wasser  eklatante  Ab- 
weichungen vom  Gesetz  (5)  voihanden:  es  ist  e  immer  viel  gi'össrT, 
als  ?/-;,  wie  folgende  Tabelle  lehrt: 


1)  L.  Boltzmann,    Wien.  Ber.  G9,    S.  795,  1874.  —  Fogg.  Ann.  irij, 
S.  407,  1873. 
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«, 


\^ 


1,33       1 

9,0 

1,34 

5,7 

1,36 

5,0 

Wasser   .    .    . 
Methylalkohol 
Aethylalkohol . 


Um  diese  Abweichungen  zu  erklären,  bedarf  die  elektrische 
Theorie  einer  Erweiterung  ihrer  Grundgleichungen.  Dies  soll  im 
vapitel  V  dieses  Abschnittes  gescliehen.  Nach  dieser  Erweiterung 
erscheint  dann  die  hier  als  Constante  auftretende  Grösse  e  von 
1er  Oscillationsdauer  abhängig. 

Bevor  wir  aber  hierauf  eingehen,  wollen  wir  untersuclien,  wie 
liejenigen  optischen  Eigenscliaften  der  Körper  nach  der  elektrisclien 
Pheorie  dargestellt  werden,  auf  welche  das  Dispersionsgesetz,  d.  h. 
lie  Abhängigkeit  des  n©  von  der  Farbe,  keinen  Einfluss  hat.  Wir 
«rollen  also  im  Folgenden  denken,  dass  mit  Licht  von  be- 
itimmter  Farbe  operirt  wird,  und  dass  die  im  Kapitel  V 
SU  behandelnde  Erweiterung  schon  gemacht  wäre,  so 
lass  die  in  den  Hauptgleichungen  auftretende  Constante  s 
ibereinstimmt  mit  dem  Quadrat  des  Brechungsindex  Vo 
ür  die  bestimmte  Farbe. 

2.  Transversalitit  ebener  Wellen.  Eine  ebene  elektrische 
A^elle  wird  durch  die  Gleichungen  dargestellt: 


X 
Y 
Z 


Ax   •  cos       rp      I 


t    — 


mx  4-  ny  H-  p: 


Ay  •  COS  —^    I    t 

A%  'COS  —j,-  I  t 


V 
mx  +  w/y  4"  p 


mx  4-  ^'//  4-  P^ 


0. 

)• 


(0) 


Denn  die  Phase  ist  dieselbe  in  den  Ebenen: 

mx  +  nj/  -\-  px>=  const., 


(7) 


velches  dann  die  Gleichung  der  Wellenebenen  ist.  w,  «,  ;/  sind 
lie  Richtungscosinus  der  Normale  zu  den  Wellenebenen,  wenn 
nan  noch  die  Bedingung  vorschreibt: 


m'^  +  n'^  +  p'^  =  1. 


(8) 


Ax9  Ay,  Ax  sind  die  Componenten  der  Amplitude  A  der  resul- 

Drude,  Lehrbuch  der  Optik.  17 
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tirenden  elektrischen  Kraft.  Sie  sind  also  proportional  den  Rich- 
tungscüsinus  dieser  Amplitude  A.  In  Folge  der  Differentialgleichang 
(2)  auf  S.  254  niuss  sein: 

(9)  Ar  '  m  -\-  Ay  n  -{-  Ax  •  p  =  Oj 

welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  die  resultirende  Amplitude  i 
senkrecht  auf  der  Wellenebenen-Normale,  d.  h.  der  Fortpflanzung 
richtung,  stellt,  mit  anderen  Worten,  dass  die  Welle  eine 
Transversal  welle  ist.  Dieselbe  Folgerung  gilt  für  die  magne- 
tische Kraft.  —  Die  Transversalität  ebener  Wellen  folgt,  also  aus 
der  Gleichung  (2)  bezw.  (2'),  d.  b.  aus  der  Form  der  Haupt- 
gleichungen der  Theorie. 

3.  Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  durchsichtiger 
Isotroper  Körper.  Die  Körper  1  und  2  mit  den  Constanten  c, 
und  f2  uiögen  in  einer  Ebene,  der  j; //-Ebene,  an  einander  grenzen. 
Die  positive  i-Aclise  gehe  vom  Körper  1  zum  Körper  2  (vergl 
Fig.  83).  Es  mögen  von  ersterem  auf  letzteren  ebene  Wellen 
unter  dem  Einfallswinkel  <p  einfallen,  und  zwar  sei  die  j:;-Ebene 
die  Einfallsebene.  Die  Riclitungscosinus  der  Fortpflanzungsrichtunp: 
in  der  einfallenden  Welle  sind  dann: 

(10)  m  =  s^hi  q)j  n  =  Of  p  =  cos  g> . 

Wir  wollen  die  einfallende  elektrische  Kraft  in  zwei  Compo- 
nenten  zerh'gen:  eine  senkn^ht  zur  Einfallsebene  liegende  Coiii- 
poiiente,  deren  Amplitude  Es  sei,  und  eine  in  der  Einfallsebeuf 
liejrende  ('()nii)()nente,  deien  Amplitude  £*;,  sei.  Erst^e  Component«' 
liegt  zu  der  //-Achse  parallel,  so  dass  vermöge  (6)  und  (10)  für  dit' 
//-Coini)onente  der  einfallenden  elektrischen  Kraft  zu  schreiben  ist: 

( 11  j  .  Ye  =  Es  •  COS    rj.    {J ^-f. ^j  ; 

wobei    ]\   die  Lichtgescliwindigkeit  im  Körper  (1)  bedeutet.     Naeli 

(4)  ist 

(12)  F,  =c:-V^f,  . 

Die  in  der  Einfallsebene  liegende  Componente  Ep  der  elek- 
triseheii  Kraft  liegt  we<;;(Mi  der  Transvi^rsalität  der  Welle  senkrecht 
zum  Lichtstrahl,  d.  h.  die  nach  der  x-  bezw.  .; -Achse  genommenen 
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Componeoten   Äx  bezw.  Äx  der  Amplitude  Ep  müssen    die  Weil« 
haben: 

Äi  =  Ep  ■  C08  q>,  Ax^  —  Ep-  sin  tp, 

wenn,  wie  iß  Fig.  (83)  gezeichnet  ist,  der  positive  Sinn  von  Ef 
von  der  Grenze  fort  zeigt 

Die  X-  und  ;;:-Coniponente  der  elektrischen  Kraft  der  einfallen- 
den Welle  wird  daher 


njp+^C. 


Xe  ^  Ef  ■  coa  <p  ■  COS  -  ^  it- 

Z,  ^  —  Eji  ■  sin  qi .  COS    ^  /(_-*?-"  *  y  - 


(13) 


Mit  der  elektrischen  Kraft  der  einfallenden  Welle  ist  nun  noth- 
weiidig  verbunden  eine  magnetische  Kraft,  deren  Component*?»  «ich 
ans  den  früheren  Haaptgleichungen  (18)  der  S.  249  und  unter  Rück- 
sicht auf  (12)  der  Seite  258  berechnen  zu : 

,.  =  -  ^..  „.y  /,7..  ..(,_.-,■., +  .™.,-|^ 

ß.  =  +£,-  /,7»»  '.^  (l-""»»  +  '  "'"  "),  (14) 

r.~  +  E,-  ».  y  Yi-,  "•  ~r  {'-'-^"-t,' "")■ 

Ist  also  E,  =  i},  £J,>  0,  so  ist«.  =^(  =  0,  ßt  von  Null  ver- 
schieden, d.  h.  die  in  der  Einfallsebene  liegende  Amplitude  K/.  der 
elektrischen  Kraft  ruft  eine  senk- 
recht zur  Einfallsebene  liegende  Gom- 
ponente  ßc  der  magnetischen  Kraft 
hervor.  Umgekehrt  ruft  die  senk- 
recht zur  Einfallsebene  liegende 
Componeote  E,  der  elektrischen  Kraft 
eine  in  der  Einfallsehene  liegende 
magnetische  Kraft  hervor.  Dieses 
Resultat,  dass  die  nothwendig  mit 
einander  verbundenen  elektrisclien 
und  magnetischen  Kräfte  stets  senk- 
recht auf  einander  stehen,  folgte  schon  aus  der  oben  S.  254  an- 
gestellten Ueberlegung. 

Wenn  die  einfallende  elektromagnetische  Welle  auf  die  Grenze 
trifft,  80  zerlegt  sie  sich  in  eine  reflectirte  und  eine  gebrochene 

17*       ■ 


Flg.  81. 
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Welle.     Wir  können   die  elektrischen  Kräfte  in  der  reflectirten 
Welle  analog  wie  in  (11)  und  (13)  darstellen  durch: 


(15) 


Xr 
Yr 
Zr 


r>                 '             ^7t  {.      X  sin  w  -{-  XC08  q>  \ 
Rp*  C08  fp  'COS  -j^-yi ^^ I, 

rt              2n  { ^      X  sin  <p  -hx  cos  <p\ 
R.  ■  cos  ~jr  [t ^f,-  -^  j , 

„               /          2n  (^      X  sin  w  -{•  X  cos  a>' \ 
—  Rp  '  sm  q)  cos  -  „,-  yt ^~V )  » 


in  der  gebrochenen  Welle  durch: 


X.  = 


ri                          ^^  (^      X  sin  V  •\- X  COS  x\ 
Dp  'Cosx-  cos    y   [J -^    y ^  j  , 


(lö) 


Y, 


Z. 


Ds  '  cos 


2n 


T   ('- 


X  sin  X  +  *  cos  X 


). 


r.  2n  ( .      X  sin  y  +  xcos  y\ 

=  —  Dp'StnX'COS     rf-yt—         -\^  ^j 


Hierin  bezeichnen  Rp,  Rs,  Dp,  Ds  Amplituden,  g/  den  Ue- 
fiexionswinkel  (d.  li.  Winkel  zwischen  +  >i- Achse  und  Fort- 
schreitungsrichtung  der  reflectirten  Welle),  x  ^^^  Brechungs- 
winkel. 

Die  zugeliörigen  magnetischen  Kräfte  sind  entsprechend  (14); 


(H) 


=  —  Rs  •  cos  (p    ■  V^\  '  cos  %.,  yt  — 


X  sin  (f  ■\'  ^  cos  if' 


i\ 


)■ 


+    Jlp    •    VSi     ■    cos        rp    yt    ,    ,    ,    ,\f 


=  ^    Rs  '  sin  ip'  Yti 


2n 
T 


cos  „,  yt 


•) 


«') 


=  —  Da  '  COS  X  '    r  f 2   *  ^'^^'^      T  y  — 


X  sin  X  +  »  cos  X 


). 


(18) 


^2  =  +  Dp'  Vs2  •  COS  -^^  yt j  , 

72 


=  -\-  Dg  '  sin  X  '  V^^2  •  ^^   ~r~  v  '  '  *  ') 


Wegen  der  Grenzbedingungen  (21)  im  vorigen  Kapitel  (S.  251) 
sollen  nun  für  *  =  0  gewisse  Beziehungen  zwischen  den  elek- 
trischen, bezw.  magnetischen  Kräften  für  alle  Werthe  der  Zeit  und 
der  Koordinaten  «,  //  bestehen.  Solche  Bedingungen  kann  man  nur 
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erfüllen,   wenn  für  »  =  0  alle  Kräfte  proportional  zu  derselben 
Function  von  /,  a:,  y  werden,  d.  h.  es  muss  sein: 


8tn  <p         8in  ip         sin  % 


(19) 


Ans  der  ersten  Gleichung  folgt  »in  q)  =  sin  (p  ,  d.  li.  da  die 
Riclitung  des  reflectirten  Strahles  nicht  völlig  übereinstimmen  kann 
init  dem  einfallenden  Strahl: 

cos  q)  =  —  cos  q)\  d,  h,  q/  =  Jt  —  9).  (20) 

Dies  ist  das  Keflexionsgesetz,  dem  zu  Folge  der  ein- 
fallende und  reflectirte  Strahl  symmetrisch  zum  Eiufallslot  liegen. 

Die  zweite  Gleichung  (19)  enthält  das  Brechungsgesetz, 
da  man  aus  (19)  folgert: 

sin  g)  :  sin  x=  ^i  '  ^2  =  ^j  (2^) 

wobei  n  der  Brechungsindex  des  Körpers  2  gegen  den  Körper  1  ist. 

Das  Keflexions-  und  Brechungsgesetz  folgt  also  aus 
dem  Bestehen  von  Grenzbedingungen  überhaupt,  ganz 
unabhängig  von  der  besonderen  Form  der  Grenzbedin- 
gungen. 

Was  nun  die  letztere  anbelangt,  so  ist  zu  berücksichtigen, 
dass  hier  X^  =  Xs  +  Xr  und  analog  für  die  übrigen  Kräfte  zu 
setzen  ist,  da  die  elektrische  Kraft  im  Körper  1  die  Superposition 
der  einfallenden  und  reflektirten  Kraft  ist.  Daher  ergeben  die 
Grenzgleichungen  (21)  der  S.  251  unter  Rücksicht  auf  (20): 

{Ep  —  Bp)  cos  (f  =  Dp  cos  X  > 

Es    -(-    Ä  =    Ds    y 

{Es  —  Rs)  Vsi  cos  q>  =  Ds  V^2  ^^  X  y  ^^^^ 

{Ep  +  JRp)Vei  =  Dp  V72 . 

Hieraus  kann  man  die  reflektirten  und  gebroclienen  Ampli- 
tuden  in  ihrer  Abhängigkeit  von  den  einfallenden  Amplituden  be- 
reqhnen.    Es  folgt  nämlich: 

V         V  ei  CO»  9^  .23) 

E,  (V/i  ^'^  -  i)  =  R.(  %ßl^*-$  +1), 
Vy  e^  cos  X  ^  ^  y  «a  cm  x  ^ 
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'  ^  \cos  <p      '      -,/f  7 

(23) 

/co.^     _    >^)  =7^,,  C''"^  +  >^-^). 

Ersetzt  man  hierin  das  Verhältuiss  y^e,  :  -/f,^,  welches  uacli(4) 
gleicli  dem  Brechungsindex  n  vom  Körper  2  gegen  den  Körper  l  H 
durch  das  Verhältniss  sin  tp  :  sin  x,  entsprechend  (21),  so  lassen  sich 
die  Formeln  (23)  in  der  Gestalt  schreiben: 

p  _      IT   -^*^'  (^  —  z)     7 .  _  ET   ^^(y  —  /) 

(24)  ^t:3--A,  ,---(--+^),  ^^^-^-^^^y 

8t?i  {ip-{-x)         ^  ^  stn  {fp  +  x)  cos  [if  —  x) 

I 

Dies    sind    die    sogenannten    FresneTschen    Reflexions-     ' 
formein,   aus  denen   man  Phase  und  Intensität  des  reflektirt^n 
und  gebrochenen  Lichtes  vollständig  berechnen  kann  aus  der  Be- 
schaffenheit des  einfallenden  Lichtes. 

Nach  (24)  verschwindet  Es  nie,  aber  Rp  wird  Null,  falls  ist 

(25)  tg{q)  +  x)  =  '^i  9>  +  X  =  ^/i» 

d.  h.  wenn  der  reflektirte  Strahl  senkrecht  auf  dem  gebrochen^^ 
Strahl  steht. 

Aus  (25)  folgt,  dass  in  diesem  Falle  sinx==  sin  (jr/2  —  9)  =  co^  ^ 
ist,  d.  h.  nach  (21)  muss  sein: 

(25')  ig  (p  =  n. 

Wenn  also  der  Einfallswinkel  ^  diesem  Werthe  entspricht,  ^^ 
enthält  die  reflektirte  Welle  gar  keine  elektrische  Amplitude,  di^ 
in  der  Einfallsebene  liegt,  gaijz  unabhängig  davon,  wie  das  ein-' 
fallende  Licht  beschaffen  ist,  d.  h.  welches  Verhältniss  Es :  Ep   be- 
steht.     Also    auch   wenn    natürliches  Licht  unter  dem   Einfalls- 
winkel <p ,  der  (25')  entspricht,  einfällt,  enthält  die  reflektirte  Welle 
nur  eine  elektrische  Amplitude,   die  senkrecht  zur  Einfallsebene 
liegt,   d.  h.   sie   ist  linear  polarisirt.    Dieser  Einfallswinkel  (p 
entspricht  nun  thatsächlich  dem  oben  S.  227  genannten  Brewster'- 
schen  Gesetz.    Zugleich  ergiebt  sich  jetzt,  da  wir  die  Einfallsebene 
die  Polarisationsebene  genannt  haben  (cf  oben  S.  227),   dass  in 
einer  linear  polarisirten  Welle  der  Lichtvector  senk- 
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i      recht  zur  Polarisationsebene  liegt,  wenn  wir  ihn  mit  der 
j      elektrischen  Kraft  identificiren. 

Dagegen  würde  der  Lichtvector  in  der  Polarisations- 
l  ebene  liegen,  wenn  wir  ihn  mit  der  magnetischen  Kraft 
identificiren  würden,  da  nach  den  Formeln  (17)  und  der  S.259 
^  die  Rolle  der  senkrecht  zur  Einfallsebene  liegenden  magnetisclien 
Amplitude  spielt.  Aus  dieser  Annahme,  dass  die  magnetische 
Kraft  der  Lichtvector  ist,  folgen  die  F.  Neu  mann 'sehen  Re- 
flexionsformeln. 

Die  Intensitäten  der  reflektirten  elektrischen  und  magnetischen 
^elle  sind  völlig  gleich;  denn  haben  wir  z.  B.  einfallendes  Licht, 
welches  in  der  Einfallsebene  polarisiii;  ist,  so  haben  wir,  um  die 
reflektiite  Intensität  zu  berechnen,  nur  die  erste  der  Gleichungen 
(24)  anzuwenden,  sowohl  wenn  wir  als  Lichtvector  die  elektrische 
Kraft  auffassen,  als  auch  wenn  wir  ihn  als  magnetische  Kraft  inter- 
pretireu.  Denn  nach  (14)  der  S.  259  ist  in  jedem  Falle  Es  die 
Amplitude  des  einfallenden  Liclites. 

Dagegen  sind  die  Vorzeichen  der  reflektirten  elektrisclien  und 
magnetischen  Amplitude  von  einander  verschieden.  Dies  macht 
keinen  Unterschied  für  die  Intensitäten,  da  es  bei  ihnen  nur  auf 
das  Quadrat  der  Amplitude  ankommt,  aber  wohl  für  die  Pliasen 
der  Wellen.  Wir  wollen  dies  an  einem  speciellen  Fall  nälier 
erörtern. 

4.  Senkrechte  Indicenz.  Stehende  Wellen.  Die  Formeln  (24) 
werden  zunächst  für  9)  =  0  unbrauchbar,  da  sowohl  9)  als  x  55U  Null 
wiii-den.  Dagegen  erhalten  wir  -aus  (23)  direkt,  da  y^f2  •  V^^i  =  ^» 
cos  9)  =  CO«  X  =  I  ist: 

Rs  =  —  Es  ^^_-j  ,     Rp  =  Ep  -^j-pj  .  (20) 

Die  erste  dieser  Formeln  besagt,  dass,  falls  «>  1,  die  re- 
flektirte  elektrische  Amplitude  entgegengesetzt  gerichtet 
ist,  wie  die  einfallende  elektrische  Amplitude.  Dasselbe 
besagt  aber  auch  die  zweiüj  Formel,  denn  für  9?  =  0  bedeutet  ein 
gleiches  Vorzeichen  von  Bp  und  Ep  thatsächlidi  entgegengesetzte 
Lage  dieser  Amplituden,  wie  aus  dem  in  Figur  83  der  S.  259  ge- 
zeichneten positiven  Sinne  von  Jip  und  Ep  liervorgeht.  Die  durcli 
Interferenz  der  einfallenden  und  reflektirten  Wellen  erzeugten 
stehenden  Wellen  (cf  oben  S.  145)  müssen  daher  an  der  reflek- 
tirenden  Fläche    selbst   einen   Schwingungsknoten    besitzen,    der 


264  Kapitel  U. 

allerdings  mir  dann  eine  vollständige  Niilktelle  sein  würde,  falb 
Bs  ebenso  gross,  wie  Ai  ist,  d.  li.  falls  w  =  -^c  wäre.  Für  end- 
liches n  ist  also  nur  ein  Minimum  am  Spiegel  vorhanden,  da  dit? 
reflektirte  Amplitude  wenigstens  theilweise  die  Wirkung  der  m- 
fallenden  aufhebt. 

Für  die  magnetische  Kraft  bedeuten  aber  /ij,,  /?p  die  senk- 
lecht  zur  Einfallsebene,  d.  h.  parallel  zur  //-Axe,  liegenden  Ampli- 
tuden. Gleiches  Vorzeichen  dieser  Amplituden  bedeut-et  thatsacli- 
licli  gleiche  Richtung,  sodass  aus  der  zweiten  der  Formeln  (26) 
(und  ebenso  aus  der  ersten  bei  richtiger  Interpretation  der  räum- 
lichen Amplitudenriclitung)  hervorgeht,  dass  die  reflektirte 
magnetisdie  Amplitude  gleich  gerichtet  mit  der  einfallen- 
den m a gn et i seilen  Amplitude  ist  Stehende  magnetische  Wellen 
haben  also  einen  Schwingungsbauch  am  Spiegel  selbst,  falls  »  >  1. 

Die  photographische  Methode  Wiener's  (cf.  oben  S.  145)  ergab 
au  Glas-  und  Metallspiegeln  0  einen  Schwingungsknoten  am  Spiegel 
selbst.  Dies  sjjricht  dafür,  dass  die  elektrische  Kraft  der  mas:^- 
gebende  Vector  für  die  photographische  Wirkung  ist,  was  ja  schon 
noch  beiiuemer  durch  die  oben  S.  232  besprochene  Methode  der 
stehenden  Wellen  bei  schief  einfallendem,  polarisirtem  Licht  er- 
wiesen war. 

5.  Polarisation  natürlichen  Lichtes  beim  Durchgang  dnrch 
einen  Platfensatz.  Nach  den  Formeln  (24)  nimmt  /i*«  :  /i  be- 
ständig zu,  falls  <f  von  0  bis  ^.^  wächst;  dagegen  nimmt /i'y. :  A>  zu- 
näclist  ab,  en-eicht  beim  Polarisationswinkel  den  Weith  Null  und 
wächst  dann  wieder  bis  zum  Maximum  1,  falls  <p  den  Werth  '2 
erreicht  (streifende  Incidenz).  Für  alle  Einfallswinkel  ist  aber,  falls 
/•.;.  :-=  Kj.  ist,  11,  >  7iV.     Denn  aus  (24)  folgt,: 

^^'  J^s  ~"      ■  ^.    ^■osOf>-xy 

Daher  wird  bei  jedem  Fiinfallswinkel  natürliches  Licht  durch  Ke- 
llexion  partiell  (hezw.  total)  nach  dei*  Kinfallsebene  polarisirt.  Das 
<rebrochene  Licht  muss  daher,  weil  kein  Licht  verschwinden  kann. 
stets  i)artiell  senkrecht  zur  Kinfallsebene  ])olarisii't  sein.  So  er- 
klärt sich  die  polarisirende  Wirkung  eines  Plattensatzes. 


1)  Für  Metiills[>i('g<*l  gölten  zwur  nicht  die  bisherigen  Formeln;  die 
Schlüsse  sind  aber  ganz  ähnlich;  die  Metalle  sollen  im  IV.  Kapi(;el  behandelt 
werden. 
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In  der  Tliat  ergiebt  auch  direct  eine  Anwendung  der  beidiMi 
letzten  Fonneln  (24)  au  den  beiden  Grenzen  einer  Glasplatte  für 
den  Durchgang  des  Lichtes  durch  dieselbe: 

'  =   '*  cos'  {<p  —  x\  (28) 

Ms  D's,  D'p  die  aus  der  Platte  austretenden  Amplituden  bedeuten. 
För  Es=  Ep  ist  daher  nach  (28)  be^ständig  D's  <  I^yy  d.  h.  ein- 
fallendes natürliches  Licht  ist  nach  dem  Austritt  aus  der  Platte 
partiell  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisiii.  Total,  wie  bei  der 
Reflexion,  wird  allerdings  diese  Polarisation  unter  keinem  Einfalls- 
winkel 9,  sie  wird  um  so  voUständigi^r,  je  grösser  cp  ist.  Falls  g) 
gleich  dem  Polarisationswinkel  ist^)  (tgq)  =  ny  q)  +  x==  "'2)  ^ii'^^ 
nach  (28)  bei  Eg  =  Epi 

Bei  n  =  1,5  ist  daher  D's  :  D'p  =  0,85,  das  Verhältniss  der  Inten- 
sitäten ist  D's'^  :  Üp'  =  0,73.  Beim  Durchgang  durch  5  Platten 
würde  dies  Verhältniss  auf  0,72'' =  0,20  gesunken  sein,  also  sich 
von  vollständiger  Polarisation  noch  erheblich  unterscheiden. 

6.  Experimentelle  PrOfuiig  der  Theorie.  Die  Formeln  (24) 
können  einerseits  durch  Intensitätsvergleichung  des  reflectirten  und 
einfallenden  Lichtes  geprüft  werden,  anderei^eits  bequemer  durch 
die  Drehung,  welche  die  Polarisationsebene  des  einfallen- 
den Lichtes  durch  Reflexion  oder  Brechung  erfährt.  Diese 
Drehung  ist  ja  durch  die  Formeln  (27)  oder  (28)  zu  berechnen. 

Haben  wir  linear  polarisirtes  einfallendes  Licht,  so  nennt  man 
in  dem  Verhältniss  der  Componenten,  A},  :  Es  =  tga,  a  das 
Azimuth  der  Polarisationsebene  des  einfallenden  Lichtes. 
Das  reflectirte  und  gebrochene  Licht  ist  ebenfalls  lineai*  polarisirt, 
das  Azimuth  ^  seiner  Polarisationsebene  bestimmt  sich  aus  (27) 
und  (28).  Es  ist  tgtp  =  Np:I^s.  —  Zur  Beobachtung  kann  man 
zweckmässig  den  oben  S.  238  abgebildeten  Apparat  (oline  Babinef- 
schen  Compensator)  benutzen.    Das  einfalhMide  Licht  wird  durch 


1)  Für  diesen  erreicht  die  Polarisation  des  durchgehenden  Lichtes  keines- 
wegs ein  Maximum. 
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das  Nicol  p  polarisirt  (Polarisator),  und  dann  das  Nicol  p 
(Analysator)  auf  Dunkelheit  eingestellt  Zu  jedem  a  kann  man 
daher  das  zugehörige  ^  beobachten. 

Nach  beiden  Methoden  hat  sich  eine  sehr  gute  Bestätigung 
der  Refiexionsfornieln  ergeben,  nur  in  der  Nähe  des  Polarisations- 
winkels hat  Ja  min  bei  strengerer  Prüfung  stets  eine  Abweichung 
von  den  Reflexionsformeln  erhalten,  indem  das  reflectirte  Licht 
nicht  streng  linear  polarisirt,  sondern  elliptisch  polarisii-t  war.  Es 
ist  daher  durch  den  Analysator  allein  (ohne  Compensator)  nicLt 
völlig  auszulöschen.  Diese  Erscheinungen  sollen  im  Folgenden  be- 
handelt werden. 

7.  Elliptische  Polarisation  des  reflectirten  Lichtes  erklärt 
durch  ObeiHächen-  oder  Uebergangsschiehteii.  Den  bisheriß:en 
Entwickelungen,  w(4che  auf  der  Anwendung  der  Grenzbedinginigen 
(21)  Ai'v  S.  251  beruhen,  liegt  die  Annahme  zu  Grunde,  dass  dt-r 
Uebergiing  vom  Kr)ri)er  1  zum  Körper  2  ein  sprunghafter  sei. 
Streng  geiionnnen  giebt  es  in  der  Natur  keine  Unstetigkeiteiu 
zwischen  beiden  Körpern  1  und  2  nmss  stets  eine  Uebergaugji- 
schiclit  vorhanden  sein,  in  der  die  Dielektricitätsconst^inte  stetig 
von  6,  zu  tj  vaiiirt;  zwar  wird  diese  Uebergangsschicht  sehr  dünn 
sein,  ol)  wir  aber  direct  ihre  Dicke  vernachlässigen  können,  wie 
wir  bisluM*  gethan  liaben,  ist  zweifelhaft,  bei  so  kurzen  elektro- 
inagn(.*tischen  Wellen,  wie  sie  die  Lichtwellen  sind.  Ausserdem 
wird  diese  natürliche  Uebergangsschicht  zwischen  zwei  Körpern 
meist  noch  durcli  das  Polirmittel  zu  einer  künstlichen,  dickereu 
Oberrtäehensehichl  g(\steigert. 

Wir  werden  di(»  thatsächlichen  Verhältnisse  Jedenfiills  bes^T 
tretten,   wenn  wir  Itücksieht  auf  eine  Uebergangsschicht  nehiiieii. 

Doch  binnen  wir,  um  die  Rechnung  nicht  unnöthig  zu  coin- 
pliciren,  annehmen,  dass  diese  Uebergangsschicht  von  so  gerin|jer 
Dicke  /  sei,  dass  für  alle  (Trossen,  welclie  mit  /  multiplicirt  auf- 
treten, nur  dii^jenigen  Näherungswerthe  einzufüliren  sind,  welche 
sich  für  /^-=()  ergeben  würden. 

Zunächst  woIUmi  wir  Jetzt  die  (irenzbedingungen  ableiten,  d.  li. 
diej(Miigen  Beziehungen,  weicht*  füi'  die  (»lektrischen  und  magne- 
tischen Kräfte  an  den  beiden  (rnMizen  1  und  2  der  Ueberganjr>- 
schicht  bestehen.  Als  (irenzen  derselben  definiren  wir  diejenigen 
Stellen,  an  weh'hen  die  Dielektricitätsconstante  die  const^-tnteii 
Werthe  6,   bezw.  ^^  erreicht  hat. 
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Nacli  der  Bemerkung  auf  S.  247  bestehen  die  Hauptgleichungen 
8)  der  S.  249  auch  in  der  Uebergangsschicht. 

Multipliciren  wir  die  vierte  und  fünfte  dieser  Hauptgleichungen 
8)  mit  einem  Dickenelemente  dz  der  Uebergangsschicht  und  inte- 
iren  zwischen  den  beiden  Grenzen  1  und  2,  so  entsteht,  da  die 
iftretenden  Grössen  nicht  von  y  abhängen,  falls  y  senkrecht  zur 
Infallsebene  gelegt  wird: 


1  h  r 

(29) 

2  2 

/  ^J  ^rf*  =/ j-f  dx  -  (A'j  -  X, ). 

1  1 

Nun  ist  nach  (21)  der  S.  251  a  und  /9,  ferner  nach  (21')  der 
251  auch  eZ  näherungsweise  constant  innerhalb  der  üebergangs- 
hicht,  d.  h.  man  kann  a,  ß,  eZ  vor  das  Integralzeichen  in  obigen 
)rmeln  setzen  und  dafür  a^y  ß^y  b^Z.^  (oder  a,,  ft,  e^Z^)  schreiben. 
in  erhält  so  z.  B.: 

2  2 

Jadz^ajdx,  yg  dx.  =  B^  ^-§p*. 

1  1 

Führt  man  die  Abkürzungen  ein: 

2  2  2 

fdx=l,    fedz=p,  fy  =  ^^  (30) 

1  1  1 

3bei  /  die  ganze  Dicke  dei*  üebergangsscliiclit  bedeutet  und  e 
re  Dielektricitätscoustante  an  der  Stelh»,  deren  Dickenelement 
it  dx  bezeichnet  ist,  so  werden  die  Gleichungen  (29): 

X,  =  X,  +  ^^  -e,  ^  ,,  y,  =  1-3  -  '  l?.  (31) 

Ebenso  ergeben  die  beiden  ersten  Gleichungen  des  Syst-emes 
8)  auf  S.  249,  wenn  mau  sie  mit  dx  multiplicirt,  integrirt,  und 
dges  Näherungsverfahren  benutzt: 
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Diese  (jleicliimgen  (31),  (32)  treten  als  Grenzbedingimgen 
Stelle  der  früheren  (21)  der  S.  251. 

Für  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  in  den  K 
pern  1  und  2  können  wir  die  früheren  Ansätze  (11),  (13),  i 
(15),  (IG),  (17),  (18)  dieses  Kapitels  auch  hier  verwenden,  aber 
einer  Erweiterung,  die  darin  besteht,  dass  die  Kräfte?  in 
rellectii-ten  und  gebrochenen  Welle  eine  erst  aus  den  ijr 
bedingen  (31),  (32)  abzuleitende  Phasendifferenz  gegen  die  Ki 
in  der  einfallenden  Welle  besitzen.  Ohne  eine  solche  Pha 
differenz  kann  man  die  Grenzbedingungen  (31),  (32)  nicht 
friedigen. 

Am  einfachsten  lassen  sich  nun  diese  Phasendiffereiizei 
folgender  Weise  berücksichtigen.  Schreiben  wii*  (vgl.  Fori 
(15)  der  S.  260)  z.  B.: 

Ir  =  Jla  cos  ^         '  '  — ~ 


yJn  /  X  sin  ^  H-  »  cos  V\     x_    jt 


so  ist  Yr  (lei-  reelle  Theil  der  complexen  Grösse 


7?,  •  c  ' 


'27X  (.        X  aintp  -^  x^s  if-\         . 

^r  V""         '   V,-         )^  ^j 


Setzen  wir  nun 

so  k<"mneii  wir  schreiben: 

/  .  2n  (  X  Hing-  -{-  \  eoinf\\ 

wobei  das  voi'^esetzte  9}  bedeutet,  dass  der  reelle  Theil  ilrr  i 
folgenden  complexen  Urcjsse  zu  nelimen  ist  Diese  in  der  Klan 
stehende  complexe  (iröss^»  enthält  die  complexe  Amplitmh 
sodass  wir  also  einen  in  )V  auftretenden  Phasenzuwj 
6  dadurch  darstellcMi  kr>nnen,  dass  TV  gleich  dem  r<*e 
Theil  einer  Exponentialfunction  mit  complexeni  Ka 
(complexer  Amplitude)  ist.  Analog  werden  w^ir  auch 
übrigen  auftretenden  elektrischen  und  magnetischen  K 
schreib<Mi. 

Anstatt  dass  man  nur  mit  den  reellen  Theilen  der  compl 
Grössen  rechnet,  kann  man  auch,  wenn  es  sich  um  Behand 
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nearer  Gleichungen  (auch  linearer  Differentialgleichungen)  han- 
dt,  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  zunächst  den 
•mplexen  Grössen  selbst  gleich  setzen,  und  am  Schlüsse  der 
schnung  wieder  allein  zu  den  reellen  Theilen  übergehen,  um  die 
lysikalische  Bedeutung  zu  gewinnen. 

Wir  wollen  daher  jetzt  für  die  elektrischen  und  magnetischen 
•äfte  die  früheren  Ansätze  (11),  (13),  (14),  (15),  (16),  (17),  (18) 
rwenden,  ersetzen  aber  die  in  ihnen  auftretenden  reellen  Ampli- 
ien  E,^  Ep,  Ä„  Rp  etc.  durch  complexe  Amplituden  Es,  Ep,  R,,  Rp 
!.  und  die  cos  durch  die  Exponentialgrössen  [vgl.  (34)].  Dann 
feben  die  Grenzbedinguugen  (31)  und  (32) ,  da  sie  für  x-  =  0 
Iteu  sollen  und  Zj  =  Z«  +  X,  ai  =^  oe  +  «r,  etc.  ist: 

(Ep  —  Rp)  co5  9)  =  Dp  COSX  +  i  ^  (■/f2  ^    —  ^^vf  ^2  ?)]» 


Es  +  R»  =  D 


8 


1  +  t  mCosxyH- 


(E 


8 


Rs)  /f,  a>59)  =  Ds  Ye^cosx  —  '^f   (^^>-^-  Ve^il—  f)^, 


(35) 


(Ep  +  Rp)  Vey  =Dp[V72  +  'f-cosx 


P 
c 


Aus  diesen  Gleichungen  sind  Rg,  Rp,  Dg,  Dp  in  ihrer  Abhängig- 
it  von  Es,  Ep  zu  berechnen.  Uns  interessirt  liier  wesentlich 
r  das  reflectirte  Licht.  Ersetzt  man  das  Produkt  Tc  durch  A, 
r  Wellenlänge  der  betreffenden  Liclitsorte   im  Vacuum,   ferner 

durch  c :  "/«j»  so  folgt  aus  (35): 


El 


2n 


VS  €p  lAf 2  —  ^9  X  V^^l   +  *     X    P  ^^^^  (p  COS  X   —   {l  —  (?  f 2  ^^^^^  x)  V^f  1  ^2 


2n 


vs  g>  y^fa  +  cos  x  "V^fi  -f-  *    i    p  cos  <p  cos  x  +  (l  —  q  B-i  sin^  x)  V^^i  ^2 


Es 


(36) 


2n 


cos 


ip  |Af  1  —  cos  X  "V^f  2  "H  *    J     ^  ^^^  ^  ^^^^  X  y^f  1  ^2  —  ^  -h  /  f 2  *'w^  X 


2n 


cos  fp  |/fi  -f  ^o^  X  y^f2  4-  *    X    Icosfp  cos X  y^f  1  f 2  4-  />  —  ' ^2  *"^^ X 
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Nun  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  den  Factor  i  2nx  entr 
haltenden  Terrae  sehr  kleine  Corrections-Grössen  sind,  da  sie 
proportional  zu  der  Dicke  l  der  Oberflächenschicht  sind.  Ent- 
wickelt man  daher  die  Ausdi-ticke  (36)  nur  bis  auf  die  erste  Potew 
des  Verhältnisses  l:  X  ,  so  entsteht: 


Ep 


COS 

cos 

(37) 


4tt 


^  y  ^2  -b  COS  X  y  Si  K  ^  ' 


f  2  C08^  ip  —  f  1  COS^  X 


)• 


E, 


^A)s<p  y  6i  4-  cos  X  y  ^2   ^ 


l€2—p 

f I  eo8^  fp 


-p \. 


Der  in  der  zweiten  dieser  Gleichungen  auftretende  Nenuer 
des  Correctionsgliedes  kann  nie  verschwinden,  d.  h.  es  kann  nie 
sein  f|  cos'^q)  =  f.^  cos^Xj  ^^^^^  wenn  ^2  ^  ^i »  ^^  ^^^  beständig 
9)  >  ;f ,  daher  cos  (p  <Ccos  x-  Dagegen  kann  der  Nenner  des  C^jr- 
rectionsgliedes  in  der  ersten  der  Gleichungen  (37)  verschwinden, 
falls  nämlich  ist: 


(38) 


cos 


(p  y«  2  =  cos  x  Y^i  • 


Diese  Beziehung  ist,  wie  eine  einfache  Umformung  von  (3S) 
ergiebt,  da  Ys-i  :  "V^ti  =n  ist,  für  den  sogenannten  Polarisations- 
winkel (f  erfüllt,  der  sicli  nach  dem  Brewster  scheu  Gesetz  ifj  (f  —  « 
bestimmt.  Für  diesen  Einfallswinkel  folgt  daher  aus  (37)  (oder 
auch  direct  aus  (36)): 


(39) 


l^  =  i'?cos.rYe^  p''''^-/''^-^y'-'f\^ 

^P  ^  '         {cos  (f  y  f2  +  cos  X  y  fi  r 


Die    Ausdrücke    (37)    können    wir    noch  weiter    vereinfachen 
unter  Rücksiclit  auf  das  Brechungsgesetz 

(40)  sin  ip  :  si?i  x  =  n  =  Yh  •  V^^i  • 

Denn  hieraus  folgt 


(41)- 


£i  cos^  ^)  —  ^2  ^^^X  =  ^1  —  H  J 


^l  m  — 


2v  — 


tj  cos'-ip  —  fii  cos'-x  = 


fl  —  f2 


(fj  sin^  (p  —  ^2  cos'^  (p) . 
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Die  Natur  des  reflectirten  Lichtes  bestimmt  sich  nun  voll- 
tÄndig  aus  dem  Verhältniss  Rp  :  Rg .  Wir  wollen  annehmen,  dass 
as  einfallende  Licht  linear  unter  dem  Azimuth  45^  g^gen  die 
üinfallsebene  (vgl.  oben  S.  265)  polarisirt  sei.  Dann  ist  Ep  =  Es, 
md  aus  (37)  folgt  unter  Rücksicht  auf  (40)  und  (41): 

Rp__eos(g,+j^)r  .^;r     .,/.;     __e^^  \      ^^2) 

Rg  cos  {(p  —  x)  ^  ^      f  1  —  f 2     ^i  8in^(p  —  62  cos^ip    'I'    ^     ^ 

^obei  fj  eine  Abkürzung  ist  für 

fj  =p  —  l{e^  +  82)  +  qe^  €2-  (43) 

Für  den  Polarisationswinkel  tg  (p  =  n  ninnat  (42)  den 
Ä'erth  an: 

de  am  einfachsten  aus  (39)  heiTorgelit,  wenn  man  (39)  durch  die 
sweite  der  Gleichungen  (37)  dividiit,  und  nur  bis  auf  erste  Ord- 
nung in  Tj :  jL  geht. 

Um  nun  die  physikalische  Bedeutung  der  Formeln  (42)  und 
(44)  zu  erkennen,  müssen  wir  berücksichtigen,  dass  nach  der  Be- 
zeichnung (33)  bedeutet: 

Bj,  =  Rp-e^^P,    Rs  =  Rs'e^',  (45) 

wobei  Up  und  Ä  die  Amplituden  der  parallel  und  senkreclit  zur 
Einfallsebene  liegenden  reflectirten  elektrischen  Kräfte  sind,  öp 
und  6g  ihre  Phasenbeschleunigungen  gegen  die  einfallenden  Wellen. 
Es  ist  daher 

R.  -ä'  -^"  '^^^ 

wobei  p  das  relative  Amplitudenverhältniss,  J  die  relative 

Phasendifferenz  beider  Componenten  bedeutet.  Nacli  (44)  folgt 

daher  für  den  Polarisationswinkel  ^,  welcher  der  Gleichung 
tgtp  =  n  genügt: 

P  =  X'?>^^,  ^  =  ^/2,  (47) 

i  h.  das  reflectirte  Licht  ist  nicht  linear  in  der  Einfallsebene 
polarisirt,  wie  wir  es  früher  bei  Fehlen  einer  üebergangsschicht 
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abgeleitet  hatten,  sondern  es  ist  elliptisch  polarisirt.  Die 
Bahnellipse  liegt  mit  ihren  Hauptaxen  parallel  nnd  senkrecht  zur 
Einfallsebeue  (vgl  S.  230)  und  hat  das  Axenverhältniss  (7.  Wir 
wollen  dasselbe  den  Ellipticitätscoefficienten  nennen.  Nach 
(43),  (47)  und  ^30)  lilsst  sich  derselbe  schreiben: 

(48)        ö=  ^  y^i +.^*. .  f  ü-^iiii-^)  ^^ 

^         ^       Bi—€2     J  e  ' 

wobei  das  Integral  über  die  üebergangsschicht  (Oberflächenschicht! 
zwischen  beiden  Kiirpern  zu  erstrecken  ist. 

Na(!li  (48)  hat  (7  ein  positives  Vorzeichen,  wenn  die  Dielek- 
tricitätsconstante  s  der  üebergangsscliicht  beständig  zwischen 
den  Grenzwei-then  f ,  und  e^  liegt,  und  falls  e^  >  s^  ist  Wenn 
dagegen  e  an  gewissen  Stellen  der  üebergangsschicht  gi'össer  ak 
e,  und  82  ist,  so  ist  q  negativ,  falls  f.2>f|  ist.  Die  Verhältnisse 
keliren  sich  um,  falls  €,  >  e^  ist,  d.  h.  falls  der  die  Reflexion 
herbeiführende  Kr)rper  der  schwächer  brecliende  ist  Ein  positiver 
EUipticitätscoefficient  q  hat  nach  dem  positiven  Sinne  der  Ampli- 
tude Np  (vgl.  Fig.  83  auf  S.  259)  zur  Folge,  dass  die  elliptische 
Erregungsbalin  im  refl(»ctirten  Licht  entgegen  dem  Uhrzt^iger 
durclilaufen  wiid,  wenn  man,  in  der  Einfalls(*bene  stellend,  dem 
reflectirten  Licht  entgegenblickt,  und  die  einfallende  elektrisHiP 
Kraft  unter  45^'  gegen  die  Einfallsebene  von  links  oben  narh 
redits  unten  geht.  Dagegen  besclireibt  bei  dieser  Lage  der  «'in- 
falliMiden  eli^ktrisclien  Kraft  die  reflectirte  elektrische  Kraft  dk* 
Krregungsbalin  im  Sinne  des  Uhrzeigers,  falls  (7  negativ  ist. 

Auch  für  beli(»bige  andere  Einfallswinkel  ist  das  reflectirte 
Licht  beständig  elliptisch  polarisirt,  obwohl  das  einfallende  LiHit 
linear  polarisirt  ist.  denn  es  ergiebt  sich  stets  eine  relative  PliasHi- 
diiferenz  A  zwischen  der  p-  und  s-('omponente,  weldn»  imcli  (42i 
und  (4())  den  W'ertli  hat: 

(49,  Iff  d  =  f  ";  >l  '-'-y-''  'o^fsin^f         , 

während  «las  Ami)litudenverliältniss  o  nicht  merklich  von  dem  nor- 
malen Wertll 

U)0)  o  ^—  —        7  •> 

(der   sich    bei  Fehlen   einer  Oberflächenschicht  ergiebt)  abweicht, 
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falls  man  nur  bis  auf  erste  Ordnung  in  ?] :  X  gelit.    Man  kann  für 
49)  auch  schreiben  unter  Rücksiclit  auf  (47): 

tg/l  =  4Q.  r-5  5-  (51) 

Wegen  des  kleinen  Betrages  von  q  wird  die  relative  Phasen- 
ülferenz  nur  bedeutend  in  der  Nähe  des  Polarisationswinkels,  für 
ien  tf/  q>  =  n  ist. 

Diese  theoretischen  Err)i*terungen  haben  eine  vollständige  ex- 
[)erinientelle  Bestätigung  gefunden.  Zunächst  bemerkt  man,  da.ss, 
falls  der  Einfallswinkel  nach  dem  Brewster  sehen  Gesetz  tg  q^  =  n 
gewählt  wird,  das  reflectirte  liicht  trotzdem  nicht  vollständig  linear 
polarisiii:  ist,  da  es  sich,  mit  einem  analysirenden  Nicol  betraclitet, 
nicht  vollständig  auslöschen  lässt,  allerdings  aber  stets  sehr  an- 
nähernd. Die  Untersuchung  des  elliptisch  polarisirten,  reflectirten 
Lichtes  mit  einem  Analysator  und  (.'ompensator  (vgl.  oben  S.  235) 
st^ht  mit  den  Formeln  (50)  und  (51)  in  gutem  Einklang. 

Ferner  ergiebt  sich,   dass  der  EUipticitätscoefficient  q  um  so 
geringer  ist,  je  weniger  die  reflectirende  Fläche  durch  Berührung 
mit  fremden  Stoflfen  verunreinigt  ist.  So  ist  z.  B.  (>  selir  gering  an 
frischen  Spaltflächen  von  Kry stallen  und  an  Flüssigkeitsobei-flächen, 
die  man  durch  Ueberfliessen  der  Flüssigkeit  fortwälirend  frisch  er- 
hält —  Bei  polirten  Spiegeln  ist  q  beträchtlicher.    Auch  die  Vor- 
zeichen differenzen  von  Q  bei  Vertauschung  der  Rolle  der  beiden 
Körper  1  und  2  entsprechen  der  Theorie.    Die  Theorie  wird  auch 
insofern   bestätigt,  als  bei  Reflexion  an   polirten   Kcirpern  q  im 
Allgemeinen  positiv  sich  ergiebt.    Nur  bei  den  verhältnissmässig 
Jächwach  brechenden  Körpern  Flussspath  (n  =  1,44)   und  Hyalith 
(n=l,42)  ist  bisher  negative  elliptische  Polarisation  beobachtet 
worden.    In  der  That  kann  man  je  nach  der  Theorie  am  ehesten 
bei  schwach  brechenden  Körpern  diese  erwarten,  falls  nämlich  der 
Brechungsindex  der  Polirschicht  über  dem  des  Köi-pei-s  liegt. 

Bei  gut  gereinigten,  polirten  Glasoberflächen  liegt  q  bei  Re- 
flexion in  Luft  etwa  zwischen  den  Werthen  Q  =  0,03  (schweres 
Plintglas  vom  Brechungsindex  n  =  1,75)  und  q  =  0,007. 

Für  Flüssigkeiten  steigt  (bei  Reflexion  in  Luft)  (>  nicht  über  den 
Werth  0,01.  Wasser  zeigt  einen  negativen  EUipticitätscoefficienten, 
der  bei  guter  Reinigung  der  Oberfläche  bis  zum  Werthe  0,00035 
herabgediilckt  werden  kann.  Es  giebt  auch  sogenannte  neutrale 
Flüssigkeiten,  wie  z.  B.  Glycerin,  welche  keine  elliptische  Reflexions- 

Drnde»  Lehxlraoh  d.  Optik.  18 
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Polarisation  besitzen.  Nach  der  hier  gegebenen  theoretischen 
Formel  für  den  EUipticitätscoefficienten  ist  nicht  nothwendig,  das 
diese  Flüssigkeiten  überhaupt  keine  Oberflächenschicht  besitzen, 
d.  h.  dass  eine  thatsächliche  Discontinuität  der  Dielektricitäts- 
constanten  beim  Uebergang  von  Luft  zur  Flüssigkeit  stattfinde. 
Vielmehr  können  Schichten  existiren,  welche  Zwischenwerthe  der 
üielektricitätsconstanten  besitzen,  falls  nur  zugleich  auch  noch 
Schichten  von  gi'össerer  Dielektricitätsconstante,  als  dem  Wertie 
in  der  Flüssigkeit,  vorhanden  sind. 

Bei  positiven  EUipticitätscoefficienten  (für  Reflexion  in  Luft) 
kann  man  eine  untere  Grenze  für  die  Dicke  der  Ober- 
flächenschicht angeben.  Man  erhält  nämlich  offenbar  bei  einem 
bestimmten  positiven  q  den  kleinsten  Weii;h,  welchen  die  Dicke 
der  Oberflächenschicht  mindestens  besitzen  muss,  falls  man  die 
Dielektricitätsconstante  derselben  als  constant  annimmt  und  zwar 

derartig,    dass   der  in   (48)   auftretende  Factor  l?-"^**'^ir"*?-'  ein 

Maximum  wird.  Dies  tritt  für  den  Fall  ein,  dass  b  =  V^f2»  ^^'^• 
falls  die  Dielektricitätsconstante  der  Obei-flächenschicht  das  geo- 
metrische Mittel  der  Dielektricitätsconstanten  der  beiden  aneinander 
grenzenden  Körper  ist.  Nach  (48)  wird  dann  dieser  untere  Grenz- 
werth  /  der  Oberflächenschicht 


(52) 


falls  n  den  Brecliungsindex  vom  Körper  2  gegen  den  Körper  1 
(Luft)  bedeutet.  So  ergiebt  sich  für  Flintglas  bei  n  =  1,75,  (>  = 
0,03  (cf.  oben  S.  273),  /:  /  — 0,0175.  Es  genügt  also  schon 
die  Annahme  einer  sehr  geringen  Dicke  der  Oberflächeii- 
schicht,  um  selbst  eine  starke  elliptische  Reflexions- 
polarisation zu  erklären. 

8.  Total-Reflexion.  Betraditen  wir  wiederum  den  Fall,  dass 
das  Licht  in  einem  Körper  1  einföUt  und  an  der  Grenzfläche  eines 
Körpers  2  reflectirt  wird.  Ist  der  Brechungsindex  n  von  2  gep:en 
1  kleiner  als  1,  so  ist  der  zum  Einfallswinkel  q>  zugehörig«' 
Brechungswinkel  %  nicht  mehr  reell,  falls  ist 

(53)  sin  X  =  ''l  ^  >  1 . 

Bei   diesen  Einfallswinkeln  tp   giebt  es  dann  überhaupt  kein 


l 


Durchsichtige  isotrope  Korper.  275 

gebrochenes  Licht,  sondern  das  ganze  einfallende  Licht  wird  re- 
llectirt  (Totalreflexion). 

Um  in  diesen  Fällen  die  Natur  des  reflectirten  Lichtes  in 
seiner  Abhängigkeit  von  der  Natur  des  einfellenden  Liclites  zu 
bestimmen,  müssen  wir  ebenso  wie  in  §  3  dieses  Kapitels  verfahren. 
Die  ganzen  dortigen  Entwickelnngen  und  Sclilussformeln,  z.  B.  die 
Formeln  (23)  und  (24),  lassen  sich  schreiben  unter  Vermeidung  d(\s 
Brechungswinkels  Xj  indem  man  «w  x  nur  als  eine  Abkürzung  fiir 
sirnpin  auffasst,  so  dass  in  den  dortigen  Formeln  (22)  und  (23) 
C08  X  ersetzt  wird  durch 

C08  X=  — 


1  /^  A         sin^  i 


Diese  Grösse  ist,  falls  »in  q>  >  «,  imaginär;  um  dies  besser  liervor- 
treten  zu  lassen,  wollen  wir  unter  Benutzung  der  imaginären  Ein- 
heit Y—  1  =  *  schreiben : 

Die  Formeln  (23)  müssen  unter  allen  Umständen  riclitig  bleiben  -), 
denn  sie  ergeben  sich  aus  den  allgemeinen  Grenzbedingungen  beim 
Uebergang  des  Lichtes  über  die  Grenze  zweier  isotroper  Kcirper, 
welche  ganz  unabhängig  davon  sind,  ob  Totalreflexion  eintiitt  oder 
nicht.  Aus  den  Formeln  (23)  erhalten  wir  aber  unter  Benutzung 
der  Formel  (54)  complexe  Amplituden  des  reflectirten  Lichtes,  auch 
wenn  die  des  einfallenden  reell  sind.  Aus  der  auf  S.  268  ent- 
wickelten physikalischen  Bedeutung  complexer  Amplituden  ergiebt 
sich  also,  dass  durch  Totalreflexion  das  reflectirte  Licht 
besondere  Phasenänderungen  gegenüber  dem  einfallenden 
Lichte  erleidet. 

Um  dieselben  berechnen  zu  können,  sclireiben  wir  gemäss  (45) 


1)  eo8  X  mu88  negativ-imaginär  sein.  Nach  den  zu  erfüllenden  Gleichungen 
wäre  ein  positiv-  mid  ein  negativ- imaginärer  Werth  von  cos  x  möglich.  Dieser 
Fall  würde  aber  physikalisch  nur  dadurch  zu  realisiren  sein,  das»  der  K(")rper 
2  eine  Platte  bildete,  auf  deren  beiden  Seiten  Licht  eintiillt  unter  gleichem 
Einfallswinkel  ^,  der  grösser  als  der  (rrenzwinkel  der  Totalreflexion  ist.  Dies 
geht  aus  den  im  nächsten  §  9  angestellten  Betrachtungen  hervor. 

2)  Von  Oberflächenschichten  wollen  wir  hier  absehen.  Sie  haben  nur 
einen  sehr  geringen  Einfluss  bei  Totalreflexion,  vgl.  darüber  des  Autors  Arbeit 

in  Wied.  Ann.  43,  S.  146,  1891. 

18* 
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für  die  in  (23)  auftretenden  reflectirten  Amplituden  die  complexen 
Grössen _i?p  •  e*^,  R,  -  e'^',  sodass  nach  (23)  und  (54)  wird,  da 
V^62  •  V^«i  =  ^  ist, 

(55)  '^  ^ 

Um  die  Intensitäten  des  reflectirten  Lichtes  zu  erhalten,  ih. 
die  Grössen  Ä^  m^^  /^^2^  braucht  man  nur  die  Gleichungen  (55) 
mit  ihren  complex  conjugirten  Gleichungen  zu  multipliciren,  d  h. 
mit  denjenigen  Gleichungen,  welche  man  aus  (55)  erhält,  wenn  man 
nur  —  i  an  Stelle  von  i  schreibt.  ^)    Es  ergiebt  sich  dadurch  sofort 

(56)  Es^  =  Rs'^,    Ep^  =  Rp^, 

d.  h.  die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes  ist  völlig  gleich  der  des 
einfallenden  Liclites  (Totalreflexion),  und  zwar  gilt  dies  für  beide 
Componenten  (s-  und  p-)  einzeln. 

Die  absoluten  Phasendifl'erenzen  rf«  und  öp  wollen  wir  nicht 
discutiren ,  dagegen  hat  die  relative  Phasendifferenz  J  =  ö^  —  it 
Interesse,  da  nach  S.  271  sich  daraus  die  Gestalt  der  En-egunjrs- 
bahn  im  reflectirten  Lichte  ergiebt.  Durch  Division  der  beiden 
Gleichungen  (55)  ergiebt  sich,  falls  wir  Es  =  Ep  setzen  (d.  h.  das 
(anfallende  Licht  linear  im  Azimuth  45^  gegen  die  Einfallsebene 
polarisiii:  ist),  da  dann  nach  (56)  auch  Rs  =  Rp  ist: 

/  cos  (f-  —  l/^si/<2  (f  —  «2  i  (6g  —  öp)     I  cos  (p  +  y^sin^  tp  —  n^ 

(i)/)       -  -  1  -     —  ^  -       .  -  -      _ 

/  cos  (f.H  —  yfst'fi'^  <p ?«2  ,•  cQg  ^p  ^  fi  ^  .       l/*Ä|;j2  ^.  —  fj2 

Hieraus  folgt: 

iA  ^     i  {6j,  —  6s)  ^  a?/i2  y-  4-  i  cos  (f  y^tw^  y  ~"y|3 

sin^  <f  —  i  cos  <p  'ifsirt^  (p  —  «^ 

daher  

/ ß  '-J         —  i  cos  (f  "l/"j<*w2  (p  —  fii 

1)  Jede  Gleichung  zwischen  complexen  Grössen  kann  man  ersetzen  durch 
ihre  conjugirt  com])lexe  Gleichung,  da  die  reenen  und  imaginären  Bestand- 
theile  beider  Seiten  der  Gleichung  einzeln  einander  gleich  sein  mflssen. 
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Mnltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ihrer  conjugirt  complexen 
Gleichung,  so  entsteht,  da  c  *'  +  e  —  *'  =  2  co«  zl  ist: 

l  —  co8J^  hos  9  Ysinilf-  nA^      ^    j^ 
1  -}-  cos  d        '  sin^  <p  f 

cos  q>  'ifsin^  <p  —  n^  /j,  qx 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  relative  Phasendifferenz  A  für 
streifende  Incidenz  (p  =  V2  ^»  sowie  für  den  Grenzwinkel  der  Total- 
reflexion sin  ^  =  n  verschwindet,  dagegen  für  Zwischenwerthe  des 
Einfallswinkels  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  dass  das  reflec- 
tirte  Licht  elliptisch  polarisirt  ist,  falls  das  einfallende 
Licht  linear  polarisirt  ist.  Da  aus  (58)  durch  Differentiation  nach 
9»  folgt: 

/         özf  _  2n^  —  sin^  y  (j  +  n^) 

SO  ist  die  relative  Phasendifferenz  A  ein  Maximum  liir  denjenigen 
Einfallswinkel  (p\  welcher  der  Gleichung  genügt: 

sini  (p  =  j-j^, .  (59) 

Der  Maximalwerth  A'  der  Phasendifferenz  ist  dann  nach  (58) 
gt^geben  durch 

tg\A'  =  ^-^-^.  (60) 

Für  Glas  vom  Brechungsindex  1,51,  d.  h.  für  n  =  1  :  1,51  (da 
^ii*  Reflexion  im  Glase,  nicht  in  Luft  erfolgen  soll),  wird  nach  (59) 
^'=51^20',  ferner  nach  (60)  wird  J'  =  45<>36'.  J  nimmt  genau  den 
Werth  45«  sowohl  für  den  Einfallswinkel  9)=48<>  37'  als  für  ^;=540  37' 

^n.  Durch  zweimalige  Totalreflexion  

hinter  einem    dieser  Einfallswinkel 


^thält     man     also    circular    pola-         /^^        ^^"^ 
»isirtes  Licht,  falls  das  einfallende 


Licht  linear  unter  dem  Azimuth  45«  ^*'  *** 

?egen  die  Einfallsebene  polarisirt  ist,  sodass  E^  =  Kp  ist,  da  dann  A 
>0«  beträgt  undi?«=72p  ist.  Eine  solche  zweimalige  Totalreflexion  kaini 
nan  durch  Anwendung  eines  sogenannten  Fresnerschen  Parallelepi- 
)ed8  erreichen,  d.  h.  eines  Glaskörpers  von  der  in  Fig.  81  gezeichneten 
rorm.  Falls  dasLicht  senkrecht  gegen  die  Schmalseite  des  Glaskörpers 
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einföllt  und  linear  unter  45^  S^gen  die  Einfallsebene  polarisiil 
so  ist  das  austretende  Licht  circular  polarisirt. 

Ebenso   kann   man   diuTh  dreimalige,  viermalige    etc.  T( 
reflexion    unter    anderen   Einfallswinkeln   Circularpolarisation 
halten.     Die  hierfür  anzuwendenden   Glas-Parallelepipeda  h 
andere   Kantenwinkel,    z.B.   69 M 2',   74<>42'  etc.   bei    Glas 
Brechungsindex  1,51. 

9.  Heber  das  bei  der  Totalreflexion  In  das  zweite  Med 
eindringende  Lieht.  Die  bisherigen  Erörterungen  beziehen 
nur  auf  das  reflectirte  Licht.  Jedoch  auch  im  zweiten  Medium  is 
Lichtvector  von  Null  verschieden,  da  dieGleichung(!n(23)aufS.261 
von  Null  verschiedene  Weiihe  für  Dg  und  Dp  liefern.  —  Zwar  ni 
die  Amplitude  mit  wachsenden  Weithen  von  :,  d.  h.  in  giös; 
Tiefe  unter  der  Grenzfläche,  schnell  ab,  denn  nach  (16)  bezw 
auf  S.  260  sind  die  elektrischen,  bezw.  magnetischen  Kräfte 
zweiten  Medium  proportional  den  reellen  Theilen  der  comp) 
Grösse: 

(61)  ^t  j,  yt  y^---  ) 

welche,  falls  man  x  durch  die  fi'üheren  Gleichungen  (53)  und 
ersetzt,  in  die  Form  übergeht: 

^^'^^  e    m  y     y^'      ~  ^"^  .c'   TV  -  -nV,    )  . 

Indess  ist  für  Wc^rthe  \ ,  welche  nidit  unendlich  gross  *. 
die  Wellenlänge  TV.^  =  X^  im  zweiten  Medium  sind,  die  Ampi 
nicht  streng  Null. 

Hier  tritt  nun  zunächst  ein  scheinbarer  Widerspruch  mit 
Resultate  auf,  dass  die  Intensität,  d.  h.  Energie  des  reflecl 
leichtes,  völlig  gleich  sein  soll  der  Energie  des  einfallenden  Li< 
denn  woher  stammt  die  Energie  des  pfebrochenen  Lichtes? 

Dieser  Widersprudi  löst  sich,  wenn  wir  nach  der  Ene 
stnunung  durcli  die  Grenzfläche  hindur(*h  fragen.  Nach  der  frü 
Formel  (24)  auf  S.  252  ist  dieselbe,  da  hier  cos  (nj-)  =  cos  (/?//) 
cos  inx)  =1   ist: 

(63)  ^'^,  ■  ^l  dl  =  ,// / 1^,  A-,       «,  l'j)  dS. 

Bildet  iiiHD  iiuu  die  elektrisciieii  und  iiiagiietischeu  Kräfl 
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die  reellen  Theile  derjenigen  complexen  Grössen,  welche  man  aus 
den  rechten  Seiten  der  Formeln  (16)  und  (18)  auf  S.  260  gewinnt, 

wenn  man  den  Factor  cos  f  {t--  -)  ersetzt  durch  e  ^  r  ^^ '  *  v,  so  er- 
kennt man,  dass  wegen  des  Factors  cos  Xi  welcher  nach  (54)  rein 
imaginär  ist,  a^  die  Phasendifferenz «2  gegenüber  Y^  besitzt,  ebenso 
ft  die  Phasendifferenz  "l^-  gegen  X^,  sodass  man,  falls  man  schreibt 

2nt 


Y2=acos  y-^ h  dj, 


wobei  a  und  d  nicht   mehr  die  Zeit  enthalten,   die   magnetische 
Kraft  «2  in  der  Form  zu  schreiben  ist: 

«2  =  a  •  sin  \    m     +  o  I  • 

Bildet  man  nun  nach  (63)  den  Energiefluss  im  Laufe  einer 
f^eriode  von  <  =  0  bis  <  =  r,  so  tritt  das  Integral  auf 

T  T 

j  a^Y'idt^^ad  1  sin  l-^   +  dj  ■  cos  l--^    '\~  ^) '  ^^ 


Ü 

CM .  T  r  •   •>  f  2nt 


Ebenso  verschwindet  das  Integi-al  über  /92^2  ^^'  I^  Summa 
tritt  also  im  Laufe  jeder  einzelnen  Schwingungsperiode  keine 
Energie  vom  Medium  1  auf  das  Medium  2  über.  Daher  enthält 
das  reflectirte  Licht  die  ganze  Energie  des  einfallenden  Lichtes. 

Dass  keine  Energie  durch  die  a:;;:-Ebene  strömt,  ist  nach  der 
Formel  (62)  direct  plausibel.  Denn  diese  stellt  Wellen  dar,  die 
sich  nach  der  x-Axe  fortpflanzen.  In  der  Tliat  erhält  mau  eine 
Energieströmung  im  Körper  2  nach  der  früheren  Formel  (24)  auf 
S.  252,  sobald  man  die  Strömungsrichtung  (d.  h.  n)  parallel  zur 
x-Axe  wählt.  Am  einen  Ende  der  einfallenden  Welle  (bei  nega- 
tiven x)  muss  also  etwas  Energie  auf  das  Medium  2  übergehen, 
welche  durch  die  Wellen  in  ihm  beständig  nach  dem  anderen  Ende 
der  Wellen  im  Medium  1  (bei  positiven  x)  transportirt  wird. 

Diese  Wellen  inconstanter  Amplitude  besitzen  noch  eine  andere 
Eigenthümlichkeit:  sie  sind  näml ich keineTransversal wellen. 
Denn  aus  (62)  folgt,  dass  sie  sich  nach  der  x-Axe  fortpflanzen, 
wenn   es  ako  Transversalwellen  wären,  so  müsste  X2  =  0   sein. 
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Dies  ist  aber  nicht  der  Fall.  —  Es  ist  dies  kein  Widerspruch  mit 
den  früher  S.  231  als  Beweis  für  die  Transversalität  der  Licbtwellen 
benntzten    Fres nel- Ar ago' sehen   Versuchen,    denn  sie  beziehen 
sich  nur  auf  die  Wellen  constanter  Amplitude.    Als  Beweis  dafür, 
dass  auch  im  zweiten  Medium  bei  der  Totalreflexion  der  Licht- 
vector  von  Null  verschieden  ist,  wird  der  von  Quincke  heiTüh- 
rende  Versuch  angesehen,    dass  man  diese   Wellen   inconstantw 
Amplitude  wieder  in  gewöhnliche  Wellen  constanter  Amplitude 
zurückverwandeln    kann,   wenn  man   die  Dicke   des   Mediums  2 
nur  sehr  gering,   d.  h.  von  der  Grössenordnung  der  Lichtwellen- 
länge, wählt.    In  der  That  kann  ja  an  einer  sehr  dünnen  Lamelle 
eines  Körpers  2,  der  zwischen  zwei  gleichen  Körpern  1  liegt-,  keine 
Totalreflexion   mehr   stattfinden,    denn  wenn  wir  schliesslich  als 
Grenzfall  die  Dicke  dieser  Lamelle  gleich  Null  setzen,  so  muss 
das  einfallende  Licht  ungestört,  d.  h.  ohne  Reflexion,  weiter  gehen, 
da  überhaupt  die  Homogenität  des  Mediums  nicht  gestört  ist  — 
Sobald  eine  sehr  dünne  Lamelle  des  Mediums  2  durchsichtig  bleibt 
auch  bei  Ueberschreitung  des  Grenzwinkels  der  Totalreflexion,  muss 
natürlich  das  reflectirte  Licht  an  Intensität  einbüssen.    Theoretisch 
ergeben  sich  alle  Einzelheiten   dieses  Falles,   sowie  man  nur  an 
beiden  Seiten  der  Lamelle  2  die  früher  S.  251  als  allgemeingültig 
aufgestellten  Grenzbedingungen  (21)  benutzt.^) 

10.  Benutzung  der  Totalreflexion  zur  Bestimmung  von 
Brechungsexponenten.  Wenn  man  das  Licht  in  dem  stärker 
brechenden  Medium  einfallen  lässt  und  nun  allmählich  den  Ein- 
fallswinkel vergrössert,  so  kennzeichnet  sich  das  Eintreten  der 
Totalreflexion  durch  eine  fast  plötzliche  Verstärkung  des  reflectiilen 
und  völliges  Verschwinden  des  gebrochenen  Lichtes.  Es  ist  aber  zu 
bemerken,  dass  die  Intensitätscurve  für  das  reflectirte  und  ge- 
brochene Licht  in  ihrer  Abhängigkeit  vom  Einfallswinkel  g>  nicht 
etwa  eine  Discontinuität  erleidet,  falls  rp  den  Grenzwinkel  der 
Totalreflexion  erreicht,  sondern  diese  Curven  ändern  sich  nur  in 
diesem  Gebiete  so  schnell  mit  (p,  dass  man  practisch  eine  Disconti- 
nuität wahrzunehmen  glaubt,  sodass  nmn  darauf  scharfe  Bestim- 
mungen des  ßrechungsexponenten  gründen  kann."^)  So  besteht  z.  B. 
für  Glas  vom  Brecliungsindex  n  =  1,51  folgende  Abhängigkeit  der 


1)  Vgl.   darüber  da«  Nähere  iu  Winkelmann's  Hdb.  Optik,  S.  780. 

2)  üeber  die  zu  dem  Zweck  construirtcn  Totalreflectometer  und  Refracto- 
meter  vgl.  Winkelmann's  Hdh.  Optik,  S.  312. 
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reflectirten  Intensität  Rp^  vom  Einfallswinkel  q:  (es  ist  E^-  =  1 
gesetzt,  g  ist  der  Betrag  in  Bogenminuten,  um  welchen  gr  kleiner 
als  der  Grenzwinkel  der  Totalreflexion  ist): 

r       0'     2*       4'       S'      15'     '^) 


R^l     1    0,74  OM  0.53   0,43  0,25. 

11.  IntensitSt  der  Newton'schen  Ringe.  Wir  wollen  die 
Intensitäten  des  reflectirten  und  durchgehenden  Lichtes  bereclmen, 
falls  eine  Platte  der  Dielektricitätsconstante  f ,  und  der  Dicke  d 
in  einem  Medium  der  Dielektricitätsconstante  e,  eingelagert  ist. 
Die  erste  Grenzfläche  der  Platte,  auf  welche  das  einfallende  Licht 
trifft,  sei  die  a^-Ebene,  die  zweite  Grenzfläche  sei  die  Ebene  ^  =  iL 

Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  senkrechte  Incidenz  voraus- 
setzen, schreiben  also  für  das  einfallende  Licht: 

,\,  =  0,    Ya  =  i:-e'""^^^~'/^'\  Z.  =0.  (64) 

Dass  wirX  =0  setzen,  ist  keine  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit, da  bei  senkrechter  Incidenz  alle  Resultate,  welche  fiir  die 
^-Componenten  des  Lichtvectors  gelten,  auch  für  die  x-C'oiiipoiienten 
unverändert  gelten. 

Nach  den  Formeln  (14)  der  S.  259  muss  für  die  einfallende 
magnetische  Kraft,  falls  die  elektrische  Kraft  durch  (64)  dargestellt 
wird,  gelten: 

a.  =  ~  ^ yr,  c  ^'"'^/^  (' -  "'^''\   ße  =  0,  Yc  =  0.  (05) 

Die  reflectirte  elektrische  und  magnetische  Kraft  im  Äfcdiuiii  I 
wird  dargestellt  durch  (vgl.  die  Formeln  (15)  und  (17)  der  S.  2Go): 

(()()) 
ar  =  R  Y^i  e  '  "''/^  ('  +  ''''>),  ßr  ^--  0,  7r  =  0. 

An  den  beiden  Plattengrenzen  finden  nun  wiederholte  Liclit- 
reflexionen  und  -Brechungen  statt  (cf.  oben  S.  129).  Wir  brauchen 
dieselben  aber  nicht  einzeln  zu  verfolgen,  sondern  kininen  gleich 
ihren  Gesammteffect  in  die  Rechnung  einführen.')     Derselbe  be- 


1)  Auch  der  Ansatz  (0<i)  soll  der  Gesammteflect  aller  einzelnen  Wellen- 
züge sein,  die  sich  im  Medium  1  nach  der  negativen  x-Aj^e  fortpflanzen. 
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steht  darin,  dass  sich  in  der  Platte  Wellen  nach  der  positiven 
und  nach  der  negativen  ;i;-Axe  fortpflanzen.  Für  erstere  gilt  der 
Ansatz: 

während  für  letztere  Wellen  gilt: 

a"  =  Z)"/e;e*'"/^(^  +  *W,     ^'  =  0,     /' =  0. 

Der  Gesammteflfect  aller  durch  die  Platte  hindurch  gegangener 
Wellen  möge  sein: 

An  beiden  Plattengrenzen  (*  =  0  und  z  =  d)  haben  wir  nun 
die  Grenzbedingungen  (21)  der  S.  251  anzuwenden,  welche  hier 
die  Form  annehmen: 

(70)  Ye  +  Yr^Y'  +  y'',     ae  +  ar  =  a  +  a      für  ;;  =  0, 

(71)  y  +  y"  =  Yd,  a  +  a    =  ad  für  x  =  d. 

Die  Grenzbedingungen  (70)  liefern: 
(70')     K  +  R  =  1/  +  J)'\     (E  —  R)  V^i  =  (//  —  //')  Ye.^, 
während  die  Grenzbedinguiigen  (71)  ergeben: 

(71')   D'e-'P-\-l)"e^'P  =  T)e-^'i,  (//g-v'  — //'e  +  '>)  y"f 2  =  /)<?-  '9\'fp 
falls  p  und  7  Abkürzungen  sind  für: 

(n^\  -TT        (/  ii  271        d  ^        d 

'  ^  2  ^2  '  *  1  ^1 

Aus  (71')  folgt;  sofort: 

ilJe  -  *>  +  Z/'e  +  '>)  V'^f,  --  {J)€  -  '>  —  Z)"e  +  V')  y'fj» 
woraus  man  ableitet: 

(73)  D'e  -  '>  (V  £2  -  V"ti)  =  ^"^  +  ''^  (V  ^2  +  /«i)- 
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Ans  (70')  ergiebt  sich: 

Vermöge  (73)  kann  man  die  letzte  Relation  schreiben: 

R  ^  (c+j^  -  e_- '>)  (fi  -  £2) 

i  »in  p  .  (61  —  f^) 

I  sin  p  .[ex-\-  f  2)  4-  2  |Af  1  62  •  ^''^  /^ 

Um  die  Intensität  Jr  des  reflectirten  Lichtes  zu  erhalten,  ist 
(lie  letzte  Gleichung  mit  ihrer  conjugirt  complexen  Gleichung  zu 
nmltipliciren  (cf.  S.  276).  Man  erhält  so,  falls  Je  die  Intensität  des 
anfallenden  Lichtes  bezeichnet: 

/   ^   T  g//i'j?  (gj  —  ('lY      _  _  j  sin2p  {1  —  w2)2  . 

falls  S2  :  6j  =  n^  gesetzt  wird,  sodass  n  den  Brechungsindex  der 
Hatte  2  gegen  das  Medium  1  bedeutet. 

Aus  (70')  und  (71')  leitet  man  ferner  leicht  ab 

De-  '^  ^  _  _       4  /filz 

*  sin  p  (f ,  4-  £2)  4-  2  "/fj!^  .  ros  p 

^'»dass  die  Intensität  Jd  des  durchgehenden  Lichtes  wird: 

Ji  =  Ji    •  2  -7-^'^^2-i.j-     •  (^^^ 

st7i2  p  (f  1  —  fj)^  4-  4ei  f2 

Es  besteht  also  die  Beziehung 

Jä  +  Jr^Je,  (76) 

^i^  von  vornherein  zu*  erwai-ten  war,   da  die  Platte  kein  Licht 
v^rnicht^t. 

Nach  (74)  verschwindet  das  reflectirte  Licht  vollkommen  für 
^i^  Werthe:  /?  =  0,  Jt,  Ijt  etc.,  d.  h.  für  die  Plattendicken  c/  =  0, 
\ 2  ^2 »  >^2  >  ''2  ^1  ß^^'-  I^i^s  ^i^i\\i  im  Einklang  mit  dem  oben  auf 
^-  130  Formel  (17)  abgeleiteten  Resultate.  —  Maximale  Intensität 

findet  statt  für  sinp  =  1.    Dann  ist  Jr  =^  Je  (j  ^^^,2)'-    1^^*  ^^r- 
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nialer  Reflexion  an  nur  einer  Grenze  ist  nach  Formel  (26)  anf 

S.  263e/.=e/e0~^;)']. 

Wenn  die  Medien  1  und  2  Luft  und  Glas  sind,  so  ist  n  etwa 
=  1 ,5.  Bei  den  Newton'schen  Ringen  sind  die  Medien  l  und  i 
Glas  und  Luft,  d.  h.  n  =  1  :  1,5.   In  beiden  Fällen  wird  Formel  (74): 

j  j      sin^  p  .  1,56 

Jr  —  Je 


Sl>l2jtf  .1,56  +  9 


Nälierungsweise  ist  daher  im  Nenner  von  (74)  derTermjftn'^;^(7— «-)• 
gegen  4n^  zu  vernachlässigen,  sodass  man  an  einer  Stelle  des  New- 
ton'schen  Farbenglases,  an  welcher  die  Dicke  der  Luftschicht  •/ 
beträgt,  erhält: 

(77)  Jr  =  Je  (--^7'  **''^  ^^  '''^• 

A  bezeichnet  die  Wellenlänge  in  Luft;.  Fällt  weisses  Licht  ein 
und  ist  Ji  die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  der  Wellenlänge  2, 
so  wird  die  reflectirte  Intensität,  falls  man  von  der  Dispereion, 
d.  h.  der  Abhängigkeit  des  n  von  k  absieht: 

(78)  Jr  =  ('  ^^{^y^  Jx  sin^  2j€  d^ . 

Die  Farben  dünner  Blättchen  sind  also  Mischfarben,  welche  in 
der  aus  (78)  ersiclitlichen  Weise  aus  den  reinen  Farben  zusaimuen- 
gesetzt  sind. 

12*  Inhomogene  Korper;  krumme  Lichtstrahlen.  Wir  wollen 
noch  kurz  die  optischen  Eigenschaften  eines  inhomogenen  Körpers 
betrachten,  in  welchem  die  Dielektricitätsconstante  c  eine  Function 
des  Ortes  ./•,  t/,  .;  ist.  Der  conseciuenteste  Weg  ist,  die  Difl'eren- 
tialgleichungen  (IS)  der  S.  249,  wdche  auch  für  inhomogene  Körper 
gelten,  zu  integriren,  wobei  t  als  Function  von  Xy  //,  x  gegeben 
sein  niuss.  Auf  diesem  Wege  würden  sich  sowohl  die  Bahnen  der 
Lichtstrahlen,  als  auch  die  Intensität  der  im  Innern  eines  inhomo- 
genen Körpers  notliwendig  auftretenden  Reflexion  berechnen.  Aber 
selbst  bei  den  einfachsten  Annahmen  für  £  ist  dieser  Weg  compli- 
cirt  und  ist  bislu^r  nicht  betreten  worden.  Man  hat  sich  vielmehr 
darauf  beschränkt,  die  Gestalt  der  Lichtstrahlen  nach  dem  Snellius- 
schen  Brechungsgesetz  oder  dem  Huygens'schen  Princip  zu  berech- 
nen, was  ohne  Weiteres  gelingt,  wenn  man  sich  das  Medium  aus 
dünnen    homogenen   Schalen    von    verschiedenem    Brechungsind^x 


frr 


Dnrcludchtige  iiotrope  KSrper.  2S5 

'iisjimiiiiiigesetzt  denkt.  Bei  stetiger  Aeuderung  liesselbfiii  imiss 
•nii  iintiirlich  der  Licbtstrabl  kiiiiiitiien.  VouHeatli'i  ist  nun  filr 
-■"inen  KvUiunmngsradius  p  au  einem  Orte  /'  das  Gesetz  abgeleitet 
Wurden: 

;--^.  m 

«■'(bei  r  die  Riclitiiiig  dt-r  stftrksten  Aenderuiig  (des  Gefiillea)  des 
Brecliungsiiidex  «  bezeichnet. 

Diese  Gleichung  evklart  die  ErscLeiniingeii  der  Luftspiegelung, 
^^ie  sie  bei  aiionmier  Vertheilung  der  Luttdichte  über  der  Erd- 
"lierflÄche,  z.  B.  bei  »tark  eiliitzteni  Sandboden,  beobachtet  werden. 
1 II  einer  gewissen  Höhe  über  der  Knie  ist  dann  nämlich  der  Brerhungs- 
iiidei  »  der  Luft  ein  Masimuni.  Nach  (79)  niuss  dann  aber  p  =  oc 
s'in,  d.  Ii.  der  Lichtstrahl  hat  in  dieser  Hiihe  einen  Tiitiexionspunkt. 
I 'aller  können  von  einem  Gegenstaude  zwei  verschieden  gerichtete 
>'tralil('n  in  das  Auge  eiues  Beobachters  gelangen,  derselbe  sieht 
■Ito  deu  Gegenstand  doppelt,  und  zwar  einmal  in  aufrechter,  ein- 
mal in  verkehrter  Lage.^) 

Eine  interessante  Anwendung  der  Theorie  der  geki'Ummten 
Uchtstrahlen  ist  von  A.  Schmidt ''}  fiir  die  Vorstellung  von  der 
'onstitution  der  Sonne  gemacht  worden,  indem  er  zeigt,  daas  eiu 
leuchtender  Gasball  von  deu  Dimensionen  der  Sonne,  dessen  Dichte 
ohne  Unstetigkeitsgrenze  von  aussen  nach  innen  zunimmt, 
"inen  Anblick  gleich  dem  der  Sonne  gewähren  niuss,  d.  h.  schein- 
W  eine  scharfe  Begrenziingslinie  zeigt  Ein  Lichtstrahl  nämlich, 
*>Icher  nach  einem  solchen  Gasbali  innerhalb  eines  gewissen 
^'islaiizwinkels  fp  vom  Centnim  hinzielt,  wird  na<;h  dem  Innern 
'^■■'i  Gasballs  abgelenkt  uud  um  sein  Centruni  vielfach  herum- 
-|-*unden.  Er  wird  daher  zu  Tiefen  geführt,  welche  ein  continnir- 
'idieis  Spectrum  aussenden.  Deuu  ein  glühendes  Ga;^  kaun  bei 
ifnügendeni  Druck  dies  thun.  Eiu  Sebstrahl  aber,  welcher  einen 
^Ti'isseren  Diätanzwinkel  als  93  vom  l 'entrum  des  Gasballs  besitzt, 
i'inss  sich  wieder  vom  Gasball  entfernen,  ohne  stark  leuchtende 
^'hichten  durchsetzt  zu   haben.    Daher  erscheint  die  Sonne  als 

1)  Hcath.  Geom.  Optik,  deutsch  vod  Kantliacfc.  Berlin  1894,  8.  3(13. 

2)  Nähere  AuBfUhrung  dieser  intcreBsanl^n  Erscheinungen  und  Zusamnifii- 
'Itllwig  der  Literatur  flndet  sich  in  WinLelmanu,  Hdb.  d.  Physil;,  Optik, 
'^^  1«-3Ö4  [Autor  Straulieh, 

3]  A,  Schmidt,  Die  Strahlenbrechung  auf  der  Sonne     Stuttgart,  1891. 
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scharf  begi'enzte  Sclieibe  vom  Sehwiiikel  2q),  obwohl  eine  Unstetig- 
keitsgi'enze  der  Dichte  fehlt. 

Ueber  die  experimentelle  Darstellung  gekrümmter  Lichtstrahlen 
v<?l.  J.  Mace  de  L6pinay  und  A.  Perot  (Ann.  de  chim.  et  de  phys. 
(6)  27,  p.  94,  1892)  und  0.  Wiener  (Wied.  Ann.  49,  S.  Iü5,  lS93i. 
Letzterer  liat  gekrümmte  Lichtstrahlen  verwendet  zur  Untersnchnng 
von  DiÜiision  und  Wärmeleitung. 


Kapital  III. 

Optische  Eigenschaften  durchsichtiger  Krystalle. 

1.  Differentialgleichungen    und    Qrcnzbedingnngen.     Kin 

Krystall  untersdieidet  sich  dadurch  von  einem  isotropen  K^irper. 
dass  seine  Eigenschaften  in  verschiedenen  Richtungen  verschifdtii 
sind.  Die  s[)ecifischen  Eigenschaften  eines  K(irpers  sind  nun  in  (tr 
elektromagnetisch(?n  Thecn-ie  lediglich  durch  seine  Dielektricitäts- 
constante  definiit,  wenn  wir  an  dem  schon  oben  S.  249  eingenom- 
menen Standpunkte  festhalten,  dass  die  Magnetisirungrsconstante 
alU^r  Kfirper  stets  gleich  1  zu  setzen  ist. 

Revidiren  wir  nun  die  früher  auf  S.  249  und  tt*.  gegebene  Ab- 
leitung der  Dift'en^ntialghnchungen  für  einen  isotropen  Kr>rper,  sn 
ergiebt  sich,  dass  die  dortigen  Gleichungen  (17)  allein  die  spni- 
fischen  Eigenschaften  des  Körpers,  d. h. seine  Dielektricitätsconstantc, 
enthalten.  Dagegen  sind  die  Gleichungen  (7)  und  (11)  auch  in 
einem  Krystall  gültig,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde.  Die  Gh*i- 
chungen  (17)  sind  also  allein  zu  erweitiTu,  da  in  einem  Krystall 
(lit^  Dielektriritiitsconstantc  von  der  Richtung  der  elektrischen 
FCraftlinien  abhängt.  Der  allgemeinste  Ansatz  für  die  Erweitennijr 
der  Gleichunjren  (17)  auf  8.  249  bestände  nun  in 


(1) 
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la  die  Stroincompouenten  jedenfalls  lineare  Functionen  der 
bt'  If'  Tt   ^'^^^^^  müssen.    Dieser  Ansatz  (1)  würde  besagen, 

lass  im  Allgemeinen  bei  einem  Krystall  die  Richtung  der  Stroiu- 
inien  nicht  zusammenfällt  mit  der  Richtung  der  Kraftlinien,  da 
5.  B.  falls  X  allein  von  Null  verschieden  ist,  trotzdem  auch  j),  unAjx 
nm  Null  verschieden  sind. 

Die  frühere  Formel  (23)  der  S.  252  für  die  Energieströinung 
st  dadurch  abzuleiten,  dass  die  allgemein  gültigen  Gleicliungeii 
9)  und  (11),  nämlich: 

)ezw.  mit  Xär,  •  -  -  adr  multiplicirt  werden  und  nach  dt  (Volum- 
'leiuent)  integrirt  wird.    Es  ergiebt  sich  dadurch 

^-!^fUrX  +  jyy+j.Z)dr 
+  ff{sr  a  +  syß+s:.  7)  dz  =  ^;  lj(i  t/r, 

obei  @  die  Energie  des  Volumelementes  dz  bedeutet.  Au  dieser 
onnel  halten  wir  auch  in  einem  Krystall  fest,  da  speciftsche 
igenschaften  des  Mediums  in  der  Formel  nicht  vorkommen.  Für 
ie  Aendeniug  der  elektromagnetischen  Energie  @  der  Volumen- 
uheit  im  Laufe  der  Zeit  besteht  also  die  Beziehung: 

-^  =jx  X  +  jy  Y  +  jx  Z  +  Sx  a  +  sy  ß  +  sx  y. 

Die  drei  letzten  Terme  dieser  Gleichung  bilden  nun,  da  das 
veite  Tripel  der  Gleichungen  (17)  der  S.  249  auch  hier  gelten 
>11  (mit  dem  Werthe  ^==1),  einen  DiflFerentialquotienten  nach 
*r  Zeit.    Es  ist  nämlich: 

s.a  +  syß  +  8xy=  l^  \^  (a2  +  ß'^  +  y% 

Folglich  muss  auch  jx  X  +  jy  Y  +  j^  Z  ein  Ditterentiahiuotient 
ich  der  Zeit  sein.  Damit  dies  aber  na^th  dem  Ansatz  fl)  möglich 
t,  müssen  die  Bedingungen  erfüllt  sein: 


288  Kapitel  HI. 

und  es  wird  dann  der  Tlieil  S  der  Energie,  der  von  den  elek- 
trischen Kräften  abhängt: 

(3)  ®i  =  L  (^1  •  ^'  +  ^22  y  +  ^33  Z'  +  2e^z  YZ 

+  2£3,  ZX+  2B,^^Xr). 

Durch  Transformation  des  Coordinatensystenis  lässt  sich  nnn  ^ 
stets  auf  die  kanonische  Form  bringen: 

(4)  e,  =  4  (^1  X'  +  6,  F2  +  ,3  Z'^). 

Für  diese  Wahl  der  Coordinatenaxen  verschwinden  also  dient, 
und  di(*  (TJeicIiungen  (1)  nehmen  die  vereinfachte  Gestalt  an: 

(^^  -^^  ==  ^71    ht  '^'  —  An   ht  »-^^  —  47t  'bt   ' 

Diese  Coordinatenaxen  zeichnen  sich  also  dadurch  aus,  dass 
in  ihren  Richtungen  die  elektrische  Strömung  in  die  Richtung  iVr 
elektrischen  Kraft  fallt.  Wir  wollen  diese  Axen  die  elektrischen 
Symmetrieaxen  nennen,  da  der  Krystall  in  elektrischer  Hinsicht 
sicli  symmetrisch  verliält  in  Bezug  auf  diese  drei  zu  einander  senk- 
rechten Richtungen,  oder  aucli  in  Bezug  auf  die  drei  zu  einander 
senkrechten  Ebenen,  welche  durch  diese  3  Axen  gelegt  wenl»Mi 
können.  —  Die  £1,^2, 6;»  haben  die  Bedeutung  der  Dielektricitäts- 
constanten,  falls  die  (»lektrischen  Kraftlinien  in  die  Richtung  einer 
der  drei  (dektrischen  Symmetrieaxen  fallen;  wir  wollen  sie  die 
H au i)tdielektricitäts Constanten  nennen. 

Wir  wollen,  wie  schon  oben  bemerkt  ist,  nicht  die  Annahme 
einführen,  dass  der  Krystall  in  verschiedenen  Richtungen  merkbare 
Verschiedenheiten  seiner  Magnetisirungsconstant:e  besässe.  Wenn- 
gleich dies  streng  genommen  nicht  der  Fall  ist,  wie  man  aus  den 
Einstellungstendenzen  von  Krystallkugehi  in  starken  magnetischen 
Feldern  wahrnehmen  kann,  so  kann  man  diese  Annahme  für  Licht- 
schwin^ungen  doch  machen,  ohne  in  Widerspruch  mit  der  Erfah- 
rung zu  gelangen,  gerade  wie  schon  bei  der  Behandlung  isotroper 
Kr>rper  ihre  Magnetisirungsconstante  einfach  gleich  1  gesetzt 
wurde,  'j 

In   den  Dit!erentialgleichungen   fIS)    auf  S.  249,    welche    für 


1)  Uober  den  thcorotisclien  Grund,  wi'slialb  für  Lichtschwingiingen  he- 
standijr  /w  -   1  zu  setzen  ist,  vgl.  die  späteren  Entwickelungen  im  Kapitel  VII. 
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isotrope  Körper  gelten,  sind  daher  nur  diejenigen  Modificationen  anzu- 
singen, welche  durch  die  Verschiedenheit  derDielektricitätsconstante 
nach  der  Richtung  bedingt  werden.  Die  Dielektricitätsconstante  tritt 
nur  in  den  ersten  drei  Gleichungen  (18)  auf.     Ihr  Inhalt  besagte, 
dass  die  elektrischen  Stromconiponenten  proportional  zu  den  Grössen 

V  —  ^^  etc.  seien.   Da  die  Stromconiponenten  im  Krystall  durch  die 

Weichungen  (t)  bezw.  (5)  gegeben  sind,  so  werden  daher  bei  Zu- 
graiidelegung  der  elektrischen  Symmetrieaxen  als  Coordinatenaxen 
die  allgemein  giltigen  Differentialgleichungen  (7)  und  (11)  der 
S.  245  und  247  de^  elektromagnetischen  Feldes  in  einem  Krystall: 


fi   hX by 

c    öt            6y 

bß         82 

bx  '    c 

bY         ba 

bt          b^ 

bx  '    c 

bZ 

bt 

bß 
bx 

ba 

bx. 

,(6) 

1    ba          bY 
c    bt   ~     bx 

_  bZ      1 
by  '    c 

bß         bZ 

bt    ~~  bx 

bX      1 
bx  '    c 

by 
bt 

bX 

bY 
bx 

•  (7) 

Für  ein  beliebig  liegendes  Coordinatensyst^m  würden  die  Glei- 
^*liTingen  (6)  zu  ersetzen  sein  durch: 

C    V^H      bt    +  ^«2     ^t     +  ^13     bt)  —    bu    ~    bx    '    ^^^'  ^^^ 

Die  Bedingungen,  welche  an  der  Grenze  zweier  sich  berührender 
'krystalle,  oder  eines  Krystalls  und  eines  isotropen  Mediums  (z.  B. 
I^uft)  zu  erfüllen  sind,  erhält  man  nach  denselben  Ueberlegungen, 
"^ie  sie  in  §  8  des  Kapitels  I  (S.  250)  angestellt  worden  sind;  sie 
^'Ordern:  Stetigkeit  der  der  Grenze  parallelen  elektrischen 
^Xnd  magnetischen  Kraft  beim  Uebergang  über  die  Grenze. 
2.  Lichtyector  und  Liehtstrahl.   Schon  bei  Betrachtung  iso- 
t^roper  Medien  (S.  263  ff.)  hatten  wir  gesehen ,    dass  man  formal 
^verschiedene  Gesetze  für  die  optischen  Erscheinungen  erhält,  je 
Nachdem  der  Lichtvector  mit  der  elektrischen  oder  der  magneti- 
schen Kraft  identificirt  wird.   Beide  Verfügungen  führen  allerdings 
zu  denselben  beobachtbaren  Resultaten,  wenn   man  von  den  bei 
stehenden  Wellen  wahrnehmbaren  Erscheinungen  absieht.  Aehnlich 
verhält  es  sich  hier  in  der  Krystalloptik,  nur  tritt  hier  nocli  eine 
neue  Möglichkeit  hinzu,  nämlich  die  elektrische  Strömung  als  Licht- 
vector zu  wählen.    Seine  Componenten  sind  dann  proportional  zu 

f,   0/  >  ^2  "^"  >  ^3   xr*    Dadurch  erhalten   wir  drei  Theorien  der 
Krystalloptik,  welche  formal  von  einander  verschieden  sind,  sowohl 

Drude,  Lehrbach  d.  Optik.  19 
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in  Bezug  auf  die  Lage  des  Lichtvectors  zur  Polarisationsebene,  ab 
auch  in  Bezug  auf  die  Lage  des  Lichtvectors  zur  Wellennormato 
bei  ebenen  Wellen.  Was  zunächst  die  letztere  anbelangt,  so  e^ 
giebt  sich  nach  S.  257,  dass  der  Lichtvector  senkrecht  zu  der 
Wellennormale  bei  ebenen  Wellen  liegt,  d.  h.  dass  ebene  Wellen 
transversale  sind,  wenn  seine  Coniponenten,  die  mit  i*,  r,  wbe- 
zeiclniet  werden  mögen,  der  Differentialgleichung  genfigen: 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (7)  bezw.  nach  x,  y^ : 
und  Addition  erhält  man  nun  hier,  gerade  analog  wie  früher  auf  S.  2)4: 

(L  h.  es  bestehen  transversale  Wellen,  falls  die  magnetische  Kraft 
als  Lichtvector  interpretirt  wird. 

Wendet  man  eine  gleiche  Operation  auf  die  drei  Gleiclmngen 
(6)  an,  so  entsteht: 

d.  h.  man  erhält  ebenfalls  Transversalwellen,  falls  die  elektri^5che 
Strininmg  als  Lichtvector  interpretirt  wird. 

Dagegen  erhält  man  keine  Transversalwellen,  falls  die  elek- 
trische Kraft  als  Liclitvector  interpretirt  wird,  da  in  Folge  dtr 
letzten  Gh^ichung  durch  die  Verschiedenheit  der  e, ,  82,  e,  die  Un- 
gleichung besteht: 

Die  l^>larisationsebene  geht  durch  die  Richtung  der  Wellen- 
normale  und  der  magnetischen  Kraft,  wie  wir  es  schon  oben  S.  263 
bei  isotropen  Medien  constatirten. 

Die  foimalcMi  Verschit^denheiten  der  drei  möglichen  krysüül- 
opiisrlieii  Hieorien  sind  also  folgende: 

1)  Die  magnetische  Kraft  ist  der  Lichtvector.  Ebene 
We^llen  sind  transversal,  der  liichtvector  liegt  in  der  Polarisatious- 
ebene.  (Mechanische  Theorie  von  F.  Neumann,  G.  Kirchhoff, 
W.  Voigt  u.  A.) 
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2)  Die  elektrische  Kraft  ist  der  Lichtvector.  Ebene 
eilen  sind  nicht  streng  transversal,  der  Lichtvector  liegt  nahezu 
akrecht  zur  Polarisationsebene.  (Mechanische  Theorien  von  Ket- 
ler,  Boussinesq,  Lord  Rayleigh  u.  A.) 

3)  Die  elektrische  Strömung  ist  der  Lichtvector.  Ebene 
eilen  sind  transversal,  der  Lichtvector  liegt  senkrecht  zur  Pola- 
ationsebene.  (Mechanische  Theorie  von  Fresnel.) 

Diese  formalen  Verschiedenheiten  der  Theorien  können  zu  be- 
achtbaren Unterschieden  nicht  führen,  falls  man,  wie  es  bei  den 
ystalloptischen  Erscheinungen,  z.  B.  beim  Durchgang  des  Lichtes 
rch  eine  Krystallplatte,  stets  der  Fall  ist,  schliesslich  die  Licht- 
ecte  doch  nur  in  einem  isotropen  Medium  bei  fortsclireitenden 
cht  stehenden)  Wellen  beobachtet.  Man  muss  nur  jedes  Problem 
voller  Strenge,  d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Grenzbedinguugen, 
en. 

Dann  ist  das  zu  behandelnde  System  der  Differentialgleichungen 
i  Grenzbedingungen  ein  bestimmt  gegebenes ;  für  die  elektrische 
aft  im  isotropen  Aussenmedium  erhält  man  eine  ganz  bestimmte 
5ung,  unabhängig  davon,  was  als  Lichtvector  im  Krystall  inter- 
tirt  ist;  falls  die  magnetische  Kraft  im  isotropen  Aussenmedium 
Lichtvector  interpretirt  wird,  an  Stelle  der  elektrischen  Kraft, 
erhält  man  gleiche  beobachtbare  Resultate,  da  nach  den  Grund- 
ichungen  die  Intensität  der  fortschreitenden  magnetisclien  Welle 
'jS  gleich  der  Intensität  der  fortschreitenden  elektrischen  Welle  ist. 

Die  elektromagnetische  Lichttheorie  bietet  also  den  Vortheil, 
s  sie  eine  Reihe  formal  verschiedener  Theorien  gleichzeitig  um- 
5t  und  zeigt,  weshalb  sie  zu  demselben  Endziel  führen  müssen. 

Den  Lichtstrahl  definiren  wir  nach  S.  252  als  Bahn  der  Energie- 
rtragung.  Nach  der  auf  S.  288  aufgestellten  Formel  für  die 
itromagnetische  Energie  im  Kiystall  bleibt  auch  hier  die  frühere 
•mel  (23)  der  S.  252  für  den  Energiefluss' bestehen.  Die  Richtungs- 
inus des  Lichtstrahls  sind  also  auch  im  Krystall  den  früher 
253)  Formeln  (25),  definirten  Grössen  /'r,  fy,  fx  proportional. 

Der  Lichtstrahl  steht  also  senkrecht  auf  der  elek- 
schen  und  magnetischen  Kraft.  Er  fällt  daher  im  AUge- 
inen  nicht  mit  der  Wellennormale  ebener  Wellen  zu- 
nmen,  da  diese  nicht  senkrecht  zur  elektrischen  Kraft  steht, 
|en  der  Ungleichung  (11). 

3.  Das  Frcsiiel'sehe  Gesetz  fOr  die  Lichtgeschwindigkeit. 
1  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Krystall  zu  finden,  stellen  wir  uns 

19* 
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aus  den  Hauptgleicliungen  (6)  und  (7)  solche  Differeutialgleicliuugen 
her,  welche  entweder  nur  die  elektrische  Kraft,  oder  nur  die  mag- 
netisclie  Kraft  entluilten.  Ersteres  erreicht  man,  wenn  man  die  drei 
Gleichungen  (6)  nach  t  diflferencirt  und  fiir  die  auf  der  rechten  Seite 

auftretenden  Grrössen    ",   J^y  vphreWertheausdenGHeichnngenf7) 


einsetzt.    Man  erhält  so  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (ti): 


Die  rechte  Seite  dieser  Gleicimng  kann  man  in  dt-r  mehr 
symmetrischen  Form  schreiben : 

(12)  %^^n-^^-     !    C,^  +  V    \-l^)- 

e2   Ö/2  dx  \cx     '     ö//         öxj 

Analog  erluilt  man  aus  den  beiden  anderen  Gleichungen  (fii: 
r2  Ö/2     -"  ^  *       ö//  \bx  ~^~  ö//  "^  ö^r 

Was  wir  als  liichtvector  interpretiren,  bedingt,  nach  ileii 
Auseinandersetzungen  des  vorangegangenen  Paragraphen  nur  fnr- 
mal(»  Verschiedenheiten.  Um  Anschluss  an  die  FresneTsche  Tlmuie 
zu  gewinnen,  setzen  wir  den  liichtvectm*  proportional  zur  elektrisclM-n 
StWimung,  indem  wir  als  Komponenten  w,  r,  ?/-  des  Lichtvector>  hii 
ebenen  Wellen  schreiben: 

(131  .     e,y  -  .i9;m.-;(/-"'^  +  7  +  ''*), 

Dahfi  soll  sein 
(  M)  W   ;-  "il'   !    "i^'-  =-  w'  +  n'  +  r"  —  1. 

Es  bedeutet  da  im  A  die  Amplitude»  des  Lichtvectors,  3)i,  W,  ^^  seine 
Hichtungscosinus  gegen  die  ( 'oordinatcmaxen  (elektrischen Syumietrie- 
nxen),  w,  //,  p  die  Kiclitungscosinus  der  Wellennormale,  Fdie  Licht- 
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geschwindigkeit,  gemessen  iu  Richtung  der  AX'elleiuiormale  i  so- 
genannte Norn>alengeschwiiidigkeit).  Wegen  der  Gleichung  (10) 
besteht  die  Beziehung: 

^Ulm  +  "öln  +  ^p    -0,  (15) 

welche  die  Transversalität  der  Wellen  ausdrückt. 

Das  Einsetzen  der  Werthe  (13)  in  (12)  liefert  (es  ist  C  für 
das  obige  c  geschrieben): 

3K  _    aR    _  ;/*   fWn       9?//    ,    %ßf\ 

•3? 92 ;*    rinrn        9Jn        «P/A 

^  __     <P     __   p    /aWw        9J/8        ^3jd\ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  C-V'-  und  setzt  zur 
Abkürzung: 

(7i:f,  =  ai,    C-^:  f2=^^'-,    C-:£3  =  c^')  (16) 

a2SlRw+  &29U-I-  c^^p=  (?S  (16') 

so  entsteht 

ÜJJ(a"^  — r^)  =  wö^    SW([>'^  — ^-^)--wG^    5P(c'^--n)=/7  67^(17) 

Durch  Multiplication  dieser  letzten  drei  Gleichungen  mit  bezw. 
ni,  ft,  p  und  Addition  entsteht  auf  der  linken  iSeite  der  Werth  Null 
wegen  der  Beziehung  (15),  sodass  man  mit  Fortlassung  des  Factors 
G'^  erhält: 

a2  —  Y2      I       ^2  _    P^2      r    ^.2  _  >^2  "  •  (löj 

Dies  ist  eine  quadratische  Gleidumg  für  V^  als  Function  von 
?n,  n,  ;?;  es  ergeben  sich  also  zu  jedei*  bestimmten  Richtung 
der  Wellennormale  zwei  verschiiulen«^  Lichtgeschwindig- 
keiten.   Die  Formel  (18)  heisst  das  FresneTsche  Gesetz. 

Für  w=l,  7i  =  p  ^  i)    sind   die  beiden   Lichtgeschwindig- 


1)  Der  Buchstabe  ri  kommt  also  im  IJuchc  in  zwei  verschiedt'iu'ii  Bt;- 
deutangen  vor.  Im  Angcmeiuen  l)edeut<.^t  c  d\v  Lichtgeschwindigkeit  im  Vacuum. 
Nur  in  der  KrystaUoptik  soH  hierfür  C  presch ric})en  werden  und  e  hat  hi<T  die 
Bedeutung  C:  l/^fa. 
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keiten  r,'^=6^  v^'^=c\  Für  den  Fall,  dass  die  Wellennormale 
in  einer  der  elektrisclien  Synimetrieaxen  des  Krystalls  liegt,  sind 
also  zwei  von  den  Grcissen  a,  6,  c  die  Lichtgeschwindigkeiten.  Diese 
Grössen  a,  6,  c  werden  daher  die  Hauptlichtgeschwindig- 
keiten genannt.  | 
Dasselbe  Geschwindigkeitsgesetz  (18)  ergiebt  sich,  falls  man  ' 
die  magnetische  Kraft  oder  die  elektrische  Kraft  als  Lichtvector  wählt. 

4.  Die  Lage  der  Lichtsehwiiigangeii.  Zu  jeder  Wellenuor- 
male  giebt  es  zwei  sich  mit  verschiedener  G^chwindigkeit  fort- 
pflanzende Wellen.  Die  Lage  der  charakteristischen  Grössen,  z.  B. 
der  elektrischen  Strömung,  ist  in  ihnen  eine  ganz  bestimmte,  nnd 
zwar  in  beiden  Wellen  eine  verschiedene.  Bezeichnet  man  nämlich 
die  Zugehörigkeit  zu  den  beiden  verschiedenen  Wellen  durch  Indices  1 
und  2,  so  ergiebt  sich  aus  (18')  die  Lage  des  Lichtvectors  aus: 

TO  .  q>  .  vß  =  _*^  _  .      «       . P_._ 

(19) 

In  Richtung  einer  bestimmten  Wellennormale  können  sich  also 
nur  zwei  linear  [)olarisirte  Wellen  fortpflanzen,  und  zwar  sind 
diese  Wellen  senkrecht  zu  einander  polarisirt.  Denn  aus  (19)  er- 
hält man: 

(20)     aw.OT^  +  %%  +  %\^,  ~  («,_  K.,y'(W- fv)  +  «♦*=• 

Nun  ist  aber 

77/2  „j2  ^2  2        \ 

W ^V;^ (fi^ -^lY)  ~     r,^  -  IV  \a^  -  ri'2  ~"  a2"_  Tj-ij  » 

sodass  die  linkt^  Seite  von  (20)  proportional  ist  zu 

1  i       m'^  W2  p2 

ri2— Tji    \al    -    r,2  "^    /;2-_   \\2   '^'    ^2_  |';2 

;;/2       1,1  /i2      \ 

Da  nun  aber  sowohl  r,  als  T'^  der  Gleichung  (18)  gentigt,  so  ist 
dieser  ganze  Ausdruck  Null.  Folglich  liegt  der  Lichtvector  3R,, 
5R,,  H^i  senkrecht  zum  ^'ector  33^2»  3?2,  '^Ji- 

DieLichtgeschwindigkeit  ist  eine  eindeutigeFunktion 
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derSchwiDguDgsrichtung.  Denn  das  Fresnerscbe  Gesetz  {18) 
kann  man  uoter  Räcksicht  anf  (19)  schreiben 

(al  —  V^)  Sßll  +  (1,2  __  y-l)  ^2  _(_  („I  _  y2)  ^I  =  „  , 

d.  h.  da  9W^  +  3ii  +  ¥*  =  l  ist: 

V^^ai^t^  +  b^3l^  +  c2^$2.  (18') 

5.  Die  Normalenfllche.    Um  eine  Anscbanun^  davon  zu  baben, 
in  welcher  Weise  die  Lichtgeschwindigkeit  init  der  Richtung  der 


Fig.  es. 

Wellennorniale  variirt,  empfiehlt  es  sieb,  von  einem  gewissen  An- 
fangspunkt 0  aas  auf  allen  beliebigen  Normalenrichtiingen  die  beiden 
Lichtgeschwindigkeiten  als  Kadienvectoren  abzutragen.  Man  erhält 
dadurch  eine  zweischalige  Fläche,  die  sogenannte  Nornialeu- 
ftäche.  In  einer  elektrischen  Symmetrieebene,  z.B.  deri/t-Ebene 
/OT^=0),  sind  nach  (18)  die  beiden  Wurzeln  für  die  Geschwindigkeit: 
F,l=  rt^     Vi'^  b'^p-^+  c'n',  (21) 

d.  h.  der  Schnitt  der  Normalenfläche  mit  einer  elektrischen  Sym- 
metrieebene besteht  in  einem  Kreise  und  einem  Ovale.  Falls 
a  >  6  >  0  ist,  erhält  man  daher  die  in  Pignr  85  gezeichneten  Schnitte 
der  Wellenfläche    mit  den  Symmetrieebenen.     In   der  ais-Ebene 
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fallen  danach  für  zwei  Richtungen  der  Wellennormale,  die  durch 
A^  und  A2  bezeichnet  sind,  die  beiden  Wurzeln  F,  und  Tj  noth- 
wendig  zusammen,  da  beide  Schalen  der  Wellenfläche  zum  Schnitt 
kommen.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  dies  für  keine  anderen 
Richtungen  der  Wellennormale  eintreten  kann.  Die  quadra- 
tische Gleichung  für  F^  ist  nämlich  nach  (18): 

(22)        ^'^  ""  ^^  ^"^^^  ^*^  ■*■  ^^^  "^  ^^  ^^^  "*"  ^^^  "^  ^^  ^^^  "^  **^} 
Die  Auflösung  dieser  Gleichung  liefert,  falls  man  setzt: 

(23)      if=w2(&2_c2),     .Y=n2(c2_a2),     P  =  j,2  (^2_  ^i)^ 
272=  ^2  (^2  _^  ^2)  _^  ^2  (c2  _!_  ^2)  _|_  ^2  (^2  +  ^2) 


(24) 


4-  y  if2  -}-  ivr2  ^  p2  _  2iß\^  —  2NP  —  2MP. 


Da  nun  a  ^  6  >>  c,  so  ist  Jf  und  P  positiv,  A''  negativ.    Da  man 
den  Radicanden  schreiben  kann  in  der  Form: 

{M-\-  N--Py—4MN, 

so  besteht  er  aus  zwei  positiven  Gliedern.  Ein  Zusammenfallen 
beider  Wurzeln  für  V-  erfordert  daher  die  beiden  Bedingungen: 

if  +  A^--P==0,    iLY=ü. 

Es  kann  nun  M  nicht  gleich  Null  sein,  weil  dann  .V  =  /*  sein 
niüsst^,  was  nicht  mr^glich  ist,  da  N  negativ  und  P  positiv  ist. 
Folglich  verschwindet  der  Radicand  nur  für 

iV-O,    M=P, 
d.h. 

(25)  n  --  0,    m2  {h'^       c^)  =  p'^  («2  _..  ^,2)  ^ 

oder  da  7/^2  _|_  .y^i^\^  pi ,-_  i  jj^t,  so  ergiebt  sich 

,26)    ».^-+j/::i::,  «-0,  ,-+j/^^-. 

Hierdurch  sind  also  die  beiden  Richtungen  der  Wellennormale  be- 
stimmt, für  welche  die  beiden  Lichtgeschwindigkeiten  zusammen- 
fallen. Man  nennt  diese  Richtungen  die  optischen  Axen.  Die 
elektrischen  Symmetrieaxen  x  und  «,  welche  die  Winkel  zwischen 
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den  optischen  Äxen  halbiren,  werden  auch  die  optischen  Mittel- 
linien des  Krystalls  genannt 

Der  Werth  der  beiden  Wellen  gemeinsamen  Liclitges(!hwindig- 
keit,  falls  die  Wellennormale  in  die  optische  Axe  fällt,  ist  ]\  =-=  V^  =  L 
Dies  geht  direct  aus  der  Zeichnung  in  Figur  85  hervor,  ebenso 
aus  der  Gleichung  (24)  in  Verbindung  mit  (26).  Die  Schwingungs- 
richtung in  diesen  Wellen  ist  daher  nach  (19)  unbestimmt,  da  in  jenen 
Gleichungen  der  unbestimmte  Ausdruck  n  :  6^  —  K^  =  0  :  0  auftritt. 
In  Richtung  der  optischen  Axe  kann  sich  daher  jede  Lichtart  foit- 
pflanzen,  d.  h.  sowohl  beliebig  polarisirtes,  als  auch  natürliches  Licht. 

Die  Lichtgeschwindigkeit  V  lässt  sich  bequemer  als  nach  (24j 
berechnen,  wenn  man  die  Winkel  ^,  und  gi  einfuhrt,  welche  die 
A^ellennormale  mit  den  optischen  Axen  bildet.  Als  positive  Richtung 
der  einen  optischen  Axe  Ä^  sei  diejenige  gerechnet,  welche  spitze 
Winkel  mit  der  x-  und  ^-Axe  bildet.  Ihre  Richtungscf>sinu8  sind 
also  nach  (26): 

-.=  +  ^^g::|.  ".=0.  r.  =  +  ^:i3-    ^^«'^ 

Als  positive  Richtung  der  anderen  optischen  Axe  Aj,  sei  diejenige 
gerechnet,  welche  einen  spitzen  Winkel  mit  der  ;r-Axe,  aber  einen 
stumpfen  Winkel  mit  der  x-Axe  bildet  Ihre  Richtungscosinus 
sind  daher: 


fW2 


-  -  Y%^i .  ".  =  ->.  r. "  -  V%~  %  ■      «•' 


Die  Cosinus  der  W^inkel  ^,,  g^  ZM'i.schen  Wellennormale  und 
den  positiven  Richtungen  der  Axen  .4,,  Jj  ^'"^1  ^laher: 

eo8  gi  =  fwiW|  -r  nn^  +  pPi  ,  (L  h. 


€08 


cos 


(21) 


[n  Folge  der  Relation  /i-=  1  --  m^      p^  kann  man  nun  K-icht  (lU- 
Beziehung  ableiten: 

=  a-—  C'        a-       c^^  ^^^^  gt  ^^^^  g/ f  ''^^ 

iS^-VX^^P^—  2  ALS      2yp      2  Ml'      ia '      ^;  \. '  Hin  ^  g,  >^in '  y^ , 
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Folglich  wird  nach  (24): 

2V,  'i  =  a2  +  c2  +  {a^  -  c'^  cos  {g,  -  g^) , 
^     ^  2V^^'^a'^  +  c'^  +  {a^  —  c'^)co8{g,-\'g^). 

6.  Geometrisehe  Constrnctlon  der  Wellenfläche  und  der 
Schwlngnngsrichtnng.  Nach  Fresnel  kann  man  die  Lichtge- 
schwindigkeit und  die  Schwingungsrichtung  mit  Hülfe  einer  Fläche, 
des  Ovaloids,  in  folgender  Weise  geometrisch  construiren:  Der 
Radiusvector  q  des  Ovaloids  bilde  mit  den  Coordinatenaxen  die 
Richtungscosinus  ^i ,  ^2>  ^s-  Die  Gleichung  des  Ovaloids  lautet  dann: 

ff,  6,  c  sind  die  Hauptaxen  des  Ovaloids.  Um  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einer  Wellenebene  zu  finden,  legen  wir  parallel 
derselben  eine  Ebene  durch  das  Centrum  des  Ovaloids  und  suchen 
den  gi'össten  und  kleinsten  Radiusvector  (>,  und  q^  des  erhaltenen 
Ovalschnittes.  Diese  sind  gleich  den  beiden  Lichtgeschwindig- 
keiten der  betreffenden  Wellenebene,  die  Richtungen  von  (>,  und 
Qy  geben  die  Schwingung'srichtungen  an,  und  zwar  die  Richtimg 
von  (),  für  die  mit  der  Geschwindigkeit  (>,  foi-tschreitende  Welle. 
Um  diese  Construction  als  richtig  zu  erweisen,  müssen  wir 
berücksichtigen,  dass  i^, ,  ^2»  ^w  ^^^^^  ^^^  beiden  Bedingungen  be- 
friedigen: 

(31)  l={^,2  +  ^.^i4.i^^2^ 

(32)  0  --^  niO-i  +  «i9^2  +i^^3  • 

Letztere  Gleichung  drückt  aus,  dass  der  Ovalschnitt  senkrecht 
zur  Wellennormale  steht.  Um  nun  diejenigen  Richtungen  &i,  0^2*^% 
zu  finden,  für  welche  q  ein  Mtiximum  oder  Minimum  annimmt,  kann 
man  nach  Regeln  der  Differentialrechnung  ö-,,  ^2»  ^3  ^^^  von  einander 
Uliabhängige  Variabele  betrachten,  wenn  man  zu  der  Gleichung 
(30)  noch  die  mit  den  unbestimmten  (Lagrange'schen)  Factoren 
0,,  02  multiplicirten  Gleichungen  (31)  und  (32)  addirt  Durch  Nnll- 
setzen  der  einzelnen  Differentiahiuotienten  von  q-  nach  ^i,^2>*i 
erhält  man  dann: 

(33)  0  -=2  (A2  -f-  ö,)  }^^  +  nö,, 

0  =  2  (c2  -t-  ö, )  {^,,  ^-  pol . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  ^, ,  ^2»  *j  ""^^ 
addirt,  so  ergiebt  sich  wegen  (31)  und  (32): 
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a2  ^1  2  4.  52  ^^2  ^  ^2  ^^ 2  =  _  ö^  ^ 

Es  ist  also  nach  (30)  ö,  =  —  q\   Setzt  man  diesen  Wertli  in  (33) 
ein,  so  kann  man  jene  drei  Gleichungen  in  der  Form  schreiben: 

^1  =  -  iöj^y^,,  h--i  Ö2  ^,-^  ^,,  ^3  --    -  J02  ,2  L  p2-  (34) 

Durch  Mnltiplication   mit  bezw.  w/,  w,  ;>  und  Addition   folgt 
wegen  (32): 

a»  —  ()2  ^  62  —  (,2  ^  c2  —  (/^         "» 

d  h.  ()  befriedigt  thatsächlich  dieselbe  Gleichung,  wie  die  Licht- 
geschwindigkeit V  (cf.  Formel  (18)  der  S.  293). 

Aus  (34)  folgt  nun,  dass  ^, ,  ^^j  ^3  dieselben  Verhältnisse 
unter  einander  besitzen,  wie  nach  (19)  SW,  ?J,  ^J?,  d.  h.  der  Licht- 
vector  hat  die  Richtung  des  maximalen,  bezw.  minimalen  Radius- 
vectors  des  Ovalschnittes. 

Da  die  Schwingungsrichtung  nacli  §  5  unbestimmt  wird  für 
den  Fall,  dass  die  Wellennormale  mit  einer  optischen  Axe  zu- 
sammenfällt, so  kann  in  diesem  Falle  der  Ovalschnitt  kein  Maxi- 
raum oder  Minimum  des  Radiusvectors  besitzen,  d.  h.  das  Ovaloid 
muss  in  einem  Kreise  geschnitten  werden  von  Ebenen, 
welche  normal  zur  optischen  Axe  sind.  Die  Radien  dieser 
beiden  Kreise  sind  einander  gleich,  und  zwar  gleich  h.  Ein  be- 
liebig liegender  Ovalschnitt  einer  Wellenebene,  deren  Normale  N 
sei,  schneidet  die  beiden  Kreisschnitte  des  Ovaloids  in  zwei  Radien- 
vectoren  r,  und  r^,  welche  die  gleiche  Länge  h  haben.  Diese  Vec- 
toren  r^  und  r^  sind  senkrecht  zu  den  Ebt^nen,  welche  man  durch 
die  Wellennormale  N  und  je  eine  optische  Axe  A^ ,  bezw.  A^  legen 
kann,  da  z.B.  r,  sowohl  senkrecht  zu  N,  wie  zu  A^  steht  Diese 
Ebenen  (NAx)  bezw.  {NA2)  schneiden  daher  den  Ovalschnitt,  den 
die  Wellenebene  mit  dem  Ovaloid  macht,  ebenfalls  in  zwei  gleichen 
Radien vectoren  r\  und  r\^  dar,  JL  zu  r,,  r^  JL  zu  r^  ist;  da  auch 
r,  --=r2,  so  folgt  aus  der  Symmetrie  des  Ovalschnittes,  dass  auch 
r,  ==r\  ist  und  dass  die  Hauptaxen  (>,  und  q^  desselben  den 
Winkel  zwischen  r,  und  rj,  r/  und  rj'  halbiren.  Die  Schwin- 
gnngsrichtungen  des  Lichtvectors  (die  mit  (>,  und  q.^  coin- 
eidiren)  liegen  daher  in  den  beiden  Ebenen,  welche  die 
von  den  Ebenen  iNA^)  bezw.  {NA^)  gebildeten  Winkel  hal- 
biren.   Dadurch  sind  die  Schw-ingungsrichtungen  bestimmt,  da  sie 
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auch  seiikreclit  zur  Welbamorinale  .¥  liegen.  Die  zu  V2  (iiadir29' 
definirt)  zugelnaige  Schwiiigungsriclitung  liegt  in  der  Halbinings- 
ebene  des  Winkels  {A^ ,  y,  A2),  wobei  A^  und  A2  die  nach  (26'i, 
(2G")  definirten  positiven  Riclituugen  der  optischen  Axen  bedeuten, 
die  zu  ]',  zugehörige  Schwingung  liegt  senkrecht  gegen  dies«; 
Ebene,  d.  h.  in  der  Halbirungsebene  des  Winkels  (-4, ,  -.V,  —  J,). 

7.  £inaxige  Krystalle.  Wenn  zwei  der  Hauptlichtgeschwiudig- 
keiten  a,  fc,  c  einander  gleicli  sind,  z.  B.  falls  a=^b  ist,  so  treten 
besondere  Vereinfachungen  ein.  Aus  (26)  auf  S.  296  folgt,  dass 
beide  optischen  Axen  zusainnienfallen,  nändich  in  die  :i-Axe;  daher 
heissen  diese  Krystalle  einaxig.  Aus  (29)  auf  S.  298  folgt,  da 
dann  stets  gi  ----  g^  ist: 

(35)  Fl  -  =  a-,   V2  -  =  a-  cos^  ^  +  ^^  s^in^  g, 

wobei  g  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Wellennorinale  mit  der 
optischen  Axe  bildet.    Die  eine  Welle  hat  also  constant^'  Geschwin- 
digkeit, sie  wird  die  ordinäre  Welle  genannt.    Die  Schwingun^s- 
richtung  der  extraordinären  Welle  liegt  nach  der  Constnu-tion 
der  vorigen  Seite  im  Hauptschnitt  des  Krystalls,  d.  h.  in  der 
Ebene,  welche  durch  optische  Axe  nnd  Wellennorinale  geht,  die 
ordinäre  Welle  schwingt  daher  senki-echt  zum  Hanptschnitt.    \h 
der  Hauptschnitt  (cf.  oben  »S.  225)  als  Polarisationsebene  der  ordi- 
nären Welle  definirt  ist,  so  liegen  also  die  Schwingungen  senkrecht 
zur  Polarisationsebene,  wie  es  der  Fr esueT sehe  Standpunkt  aiieli 
für  isoti'ope  Medien   ergab.   -      Wenn   der  Winkel  g  der  Wellen- 
normale  X  mit  der   optischen  Axe  variirt,   aber  N  in    einem  be- 
stimmten Hauptschnitt  verbleibt,  so  bleibt  daher  die  Schwinguiiirs- 
richtung   der  ordinären  Welle   unverändeit,    aber   die   der  extra- 
ordinären W^dle  variirt.  Daher  ergiebt  sich  das  schon  oben  S.  iX\ 
§  7  behauptete  Resultat,   dass   der  FresneTsche  Standpunkt  den 
Vorzu^r  der  Einfacliheit   insofein   geniesst,   als  für  das  Verhalten 
einer   W^elle   lediglich    die   Schwingun^srichtung    massgebend   ist. 
Hleibt  diese  unverändert,  so  bleibt  auch  die  Foilpflanzungsgeschwiu- 
digkeit  dei'  Welle  unverändeit,  auch  wenn  sich  die  Richtung  der 
Wellennormale  ändert. 

Einaxige  Krystalh*  liefern  diejenigen  Krystallsystenie,  welche 
eine  ausgezeichnete  Krystallaxe  b(^sitzen,  zu  welcher  zwei  (oder 
drei)  gleichwertliige  Axen  senkrecht  st(»hen,  d.h.  da^s  tetragonale 
und  hexagonale  System.  Die  optische  Axe  fällt  in  die  ausgezeich- 
nete krystallographische  Axe.    Die -Krystalle  des  regulären  Systems 
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Uüterscheideu  sich  optisch  nicht  von  isotropen  Körpern,  da  nach  ilirer 
krystallogi'aphischen  Symmetrie  a==fc  =  c  sein  muss. 

Rhombische,  monokline,  trikline  Krystalle  können  zweiaxig 
lin  optischer  Hinsicht)  sein.  Bei  ersteren  fallen  die  krystallogi*a- 
pMschen  Symmetrieaxen  notliwendig  mit  den  elektrisclien  Sym- 
luetrieaxen  zusammen,  da  ein  Krystall  in  jeder  physikalischen 
Hinsiclit  mindestens  die  Symmetrie  besitzt,  welche  auch  der  Kry- 
stallform  eigen  ist.  Bei  monoklinen  Krystallen  kann  man  aus  der 
Kiystallforni  nur  auf  die  liage  der  einen  elektrischen  Synmietrie- 
axe  schliessen ,  da  diese  senkreclit  zu  der  (einzigen)  krystallogra- 
pliisclien  Symmetrieebene  steht,  bei  triklinen  Krystallen  haben  die 
elektrischen  Symmetrieaxen  überhaupt  keine  von  vornherein  be- 
stimmte Lage  zur  Kiystallform. 

Bei  einaxigen  Kiystallen  {a  -=  b)  wird  nacli  (1^0)  das  Ovaloid 
zur  Rotationsfläche: 

Q^  -^  a'^  +  {c^  -    a^)  ,%\  (36) 

•le  naclidem  diese  Fläche  in  Richtung  der  Axe  abgeplattet  oder 
verlängei-t.  ist,  nennt  man  den  Krystall  positiv-,  oder  negativ- 
eiiiaxig.  Für  ersteren  Fall  ist  daher  a  >  ß,  für  letzteren  a<Cc. 
Nach  (35)  ist  bei  positiven  Krystallen  die  ordinäre  Welle  die 
schnellere,  d.  h.  weniger^  stark  brechbare,  bei  negativen  Krystalhni 
^'ird  dagegen  die  ordinäre  Welle  stärker  gebrochen,  als  die  exti-a- 
•»rdinäre.    Quarz  ist  positiv,  Kalkspath  negativ  einaxig. 

K.  Bestimmung  der  Blehtnng  des  Lichtstrahls  aas  der 
Wellennormale.  Die  Richtungscosinus  des  Lichtstrahls  seien  m,  n,  p 
^♦'naiint.  Nach  den  aufS.  291  angestellten  Ueberlegungcn  und  der 
Formel  (25)  auf  S.  253  ist: 

m:\\:p  =  Yy—  ßZ:  aZ  —  yX  :  ßX  —  aV,  (37) 

Nun  ist  aber  nach  den  Formeln  (13)  auf  S.  292  und  der  dortigen 
ßwiclmung  (16) 

X:  Y:Z^-^a^m:h^'n:c''^,  (38) 

fe*ner  leitet  man  aus  den  Formeln  (7)  der  S.  289  und  den  Fornndn 
Hßj  sofort  ab: 

(i'ß:Y  =  b^pSll—c'^nSß:  c'm  5ß    -  a^p  Di  :  ahi  m  —  hhn  ')l      (39) 

Setzt  man  die  Wei-the  (38)  und  (39)  in  (37)  ein,  so  (^hält  man 
m  :  n  :  p  =-     -  m  [n^W-  -\-  h'  ')l'   |-  r»  ^-J) 
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Die  durch  . . .  angedeuteten  Terme  ergeben  sich  aus  dem  hin- 
geschriebenen Ternie  durch  cyklische  Vertauschung  der  Buch- 
staben. 

Benutzt  man  nun  die  Abkürzung  (16')  der  S.  293,  d.  h.  setzt  man: 

(41)  a^  9K  +  b^n  SR  +  c^  ^  =  0% 
so  folgt  aus  den  dortigen  Gleichungen  (17) 

a2  2Jf  =  SK  n  +  m  ö^  6'^SR  =  yi  n  +  n  G^  c^^ß  =  ^  r^ -{- pG\ 

Durch  Quadriren  und  Addiren  dieser  drei  Gleichungen  erhält 
man  daher,  da 

a)J2  4.  9J2  _|.    <ß2  =  ^2  _f.  ,j2  ^  ^2  =   i^ 

a»m  +  SRn  +  ^p  =  0  (cf.  S.  293)  ist: 

(42)  a*  3K^  +  b^  SR'^  +  c^  ^^  ==  j74  ^  (^4. 

Durch  Quadi-iren  und  Addiren  der  drei  Gleichungen  (17')  er- 
giebt  sich 

(43)    1 = 0^  {(y^y + ( ,.^,nY + (t^-^-i^Y  }  • 


Setzt  man  nun  für  3}la^  den  aus  (17')  folgenden  Werth  ein 

a2  —  rä 


a»a2  =  Ö'^    ..       ,.. , 


so  folgt  unter  Benutzung  von  (41)  und  (42)  für  (40): 


oder 

m  :  n  :  p  -    w  ( 1'^  +  j^-^--,)  :  n (  T*^  +  p^-J^-^-^) 

Durch  diese  Gleichung  ist  die  Richtung  des  Lichtstralils  aus- 
gedi'ückt  in  ihrer  Abliängigkeit  von  der  Richtung  der  Wellen- 
normale, da  sicli  1"-^  aus  w,  w,  p  nach  dem  Fresnerschen  Gk?setz 
(18)  bestimmt,  und  O-  nach  (43)  auch  durch  w,  n,  p  und  V'^  aus- 
gedrückt ist. 

Um  die  Richtungscosinus  ni,  u,  p  absolut  zu  bestimmen  (nicht 
nur  ihre  Verhältnisse),  können  wir  setzen: 
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wobei  a  ein  Proportionalitätsfactor  ist,  den  wir  bestimmen  können, 
falls  diese  drei  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  werden.  Es  folgt 
dann  mit  Rücksicht  auf  (18)  und  (43); 

l  =  a^(V^+  Qi),  (46) 

9.  Die  StrahlenflSche.  Wenn  eine  Wellenebene  in  der  Zeit- 
'iöheit  sich  um  die  Strecke  V  parallel  mit  sich  fortgepflanzt  hat, 
0  wird  V  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellennormale 
:enannt  Der  Lichtstrahl  liegt  schief  zur  Wellennormale,  und  macht 
lit  ihr  einen  Winkel  g,  der  gegeben  ist  durch 

CO«  g  =  m  w  +  nn  +  :pjp.  (47) 

Der  Lichtstrahl  hat  dann  in  der  Zeiteinheit  den  Weg  9?  zurück- 
liegt, wobei  ist: 

58  CO«  g  =  V.  (48) 

SS  wird  die  Strahlengeschwindigkeit  genannt,  sie  ist  also 
össer,  als  die  Normalengeschwindigkeit. 

Durch  Multiplication  der  drei  Gleichungen  (45)  mit  7??,  w,  7; 
d  Addition  folgt  eo«  g  =  öV'^,  d.  h.  unter  Rücksicht  auf  (48): 

cf  =  l  :  T-  35.  (49) 

Nach  (46)  folgt  daher: 

G4  =  yi  gs2  __  v\  (50) 

er  unter  Rücksicht  auf  (48): 

0^'  =  F2  ig  g.  (51) 

Setzt  man  den  Werth  Q^  nach  (50)  in  die  Gleichungen  (45) 
1,  und  berücksichtigt  man  (49),  so  erhält  man  durch  einfache 
iiformung: 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  bezw.  ma'^,  nb\ 
2  und  addirt  sie,  so  entsteht  unter  Rücksicht  auf  (17'): 
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Nun  stellt  aber  der  Lichtstrahl  senkrecht  zur  elektrischen 
Kraft.  Daher  verschwindet  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung, 
da  die  ( -oiiiponenten  der  elektrischen  Kraft  der  Relation  (3S)  ge- 
nü<^en.    Es  entsttiht  also  die  Beziehung: 


(r>3) 


m2  «2  n2  62  p2  c2      ^^ 

vy2  _  ^,2  ~r   v^;2  _   ^2   "T-   5^2  _   ^2  "  » 


welche  man  auch  schreiben  kann  in  der  Form: 


m" 


(53) 


/ 

f/2 


1   +  1 

^<2  ^2 


n' 


r  +  1 


i<2 


ß2 


7 

«2 


=  0. 


Addirt  man  zu  (53)  die  Beziehung  m^  +  n^  +  p^  =  1,  so  er- 
giebt  sich 


(53") 


SB 


iii2  5^2      ,      ti2  352  J)2J<a    ^  . 

2  —  r/2  +  ^^2  _  Ij2  ~r  552  ^  c^ 


Durch  diese  Beziehungen  ist  die  Strahlengeschwindigkeit  $  als 
Function  der  Strahlrichtung  dargestellt  Ti'ägt  man  S8  als  Radius- 
vect^>r  in  der  Richtung  m,  u,  p  von  einem  festen  Punkte  aus  ab, 
so  erhält  man  die  sogenannte  §trahlenfläche.  Dieselbe  ist  eben- 
falls eine  zweischalige  Fläche,  gerade  wie  die  Nonualenfläche,  hat 
überhaupt  mit  letzterer  grosse  Aehnlichkeit,  da  aus  der  Gleichung  (18) 
der  Normalenfläche  durch  Ersetzung  aller  doit  auftretenden  Längon 
(lur<*li  iliie  reciproken  Werthe  die  Gleichung  (53')  der  Stralilen- 
Häche  erlialten  wird.  Die  Symmetrieebenen  schneiden  die  Strahlen- 
tläclie  je  in  (Mnem  Kreise  und  einer  Ellipse. 

Die  in  §  6  angegebene  geometrische  Construction  ergiebt  also 
hier,  dass  man  auszugelien  hat  von  der  Fläche  [vgl.  die  dortige 
Formel  (30)]: 


7     _i^,2        <y^2        ^^2 

p2        "    «2        '       />2       1        o2    ' 


d.  h.  ein(Mu  Ellipsoid  mit  den  Hauptaxen  a,  b,  c.  Die  Stralilge- 
s(liwindi<rkeit  ^n  in  einer  bestimmten  Richtung  m,  11,  p  wird  er- 
halten als  di(^  Hauptaxen  Q^  und  q^  derjenigen  Ellipse,  in  welcher 
(las  Elli])soid  g(*schnitten  wird  von  einer  zum  Strahl  senkrechten 
Ebene. 

Auch  hier  müssen  zwei  Richtungen  9(,,  9I2  existiren,  für  welche 
die  beiden  Wurzeln  SS-  der  (luadratischen  Gleichung  (53')  zusammen- 
fallen.   Man   (^rhält   diese»  Richtungen  aus  den  früheren  Formeln 
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i*26'),  (26")  für  die  optisclien  Axen,  wenn  man  alle  Längen  durch 
ihre  reciproken  Werthe  ersetzt.    Dies  giebt: 


oder 


m 


,    c  I /a2  —  62  r.       ^         «1  /b^  —  r"2  ,^  ^, 

=  ±6(/„,^e=.     "  =  0,     »)  =  jJ/„,_^,-  (54) 

Biese  beiden  Richtungen  heissen  die  Strahl enaxen. 

Die  Strahlenfläche  kann  man  ansehen  als  diejenige  Fläche,  bis 
auf  welche  sich  eine  von  einem  Punkte  P  ausgehende  Licht- 
erschütterung in  der  Zeiteinheit  fortgepflanzt  hat.  (Sie  wird  aus 
diesem  Grunde  in  der  Literatur  zum  Theil  auch  „Wellenfläche" 
genannt) 

Wenn  man  die  einzelnen  Punkte  P  einer  Wellenebene  nach 
dem  Huygens'schen  Princip  als  fJrregungscentren  auffasst  und 
nni  diese  die  Strahlenfläche  construiii,  so  würde  die  Jlnveloppe 
derselben  die  Lage  der  Wellenebene  nach  der  Zeiteinheit  darstellen 
(cf.  oben  S.  150).  Nach  dieser  Construction  ist  also  die  zu  einem 
Strahl  PS  zugehörige  Wellenebene  die  Tangentialebene, 
Welche  im  Punkte  iS  an  die  Strahlenfläche  gelegt  werden 
kann. 

Dies  ist  nun  in  der  That  auch  aus  unsern  Formeln  ableitbar.  Wenn 
man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  S  der  Strahlen- 
fläche mit  X,  y,  %  bezeichnet,  so  ist  m9S  =  ir,  etc.,  %^  =  x^  +  y^  +  %^ 
und  nach  (53''): 

^2  _  fl2    '    :ö2  —  62    ■"  5Ö2  __  e2        1  -  -  '^  •  (,ooj 

Bezeichnet  man  diese  Gleichung  symbolisch  als  F{xyy,  ^)  =  0,  so 
'^^intUdie  Eichtungacosinus  der  Normale  der  Tangentialebene  im 

Punkte  X,  y,  X  proportional  zu  .-,  t-,  .^ .    Wir  müssen  also  be- 
weisen, dass  ist: 

bF    bF    ÖF  ,^^.^ 

Ks  ist  nun  nach  (55): 

^^=.2x(-^ ^-    -—       •^-      "--V 

^X  '^'^  V«2  ^  «2  (^2  _  »2)2  (3^2  _  ^2)2  (^2  __  c'2)'^) 

Drude,  Lehrbaob  d.  Optik.  20 
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Nach  (52)  ist  nun  a: :  SB-—  a'^^mV:  T^—  a^,  etc.,  unter  Rücksicht 
auf  die  Beziehung  (43)  und  (50)  ergiebt  sich  also 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  (52): 


(57)  °-:-  =  -  2m  - 


Aus  dieser  Gleichung  kann  man  durcli  cyclische  VertauschuDg 

Afp      i\F' 

der  Buclistaben  v   ,  .     ableiten.    Es  ergiebt  sich  daher  sofort  die 

Relation  (56),  d.  h.  jene  aus  dem  Huygens'schen  Princip  gefundene 
Construction  wird  bestätigt. 

Nach  diesen  Ueberlegungen  kann  man  die  Strahlriclitung  in^n,p 
aus  der  Wellennormalen  w,  n,  p  in  folgender  Weise  ableiten:  Die 
Strahlenfläclie  berülirt  sämmtliche  von  einem  Punkte  /'  nach  allen 
Richtungen  in  der  Zeiteinheit  fortgepflanzten  Wellenebenen,  ist 
also  die  Enveloppe  dieser  Wellenebenen.  Wenn  wir  daher  drei 
Wellenebenen  ins  Auge  fassen,  welche  der  Richtung  PN  unendlich 
nahe  benachbart  sind,  so  muss  ihr  Schnittpunkt  unendlich  nahe 
benachbait  sein  dem  Endpunkt  S  des  zur  Normalenriclitung  M 
zngeh(*)rigen  Lichtstrahls  PS,  da  S  gemeinsam  allen  drei  Wellen- 
ebenen  angehört.  Die  Richtigkeit  dieser  Construction  möge  nun 
auch  analytisch  bewiesen  werden:  Die  Gleichung  einer  Wellen- 
ebene ist 

(58)  mx  -\-  711/  -]-  pz  =  V, 

Wenn  x,  y,  >r  auch  einei*  unendlich  nahe  benachbarten  Wellenebene 
angelK'iren  soll,  so  gilt  auch  die  Gleichung  (58),  wenn  man  sie  nach 
w,  n,  p  dift'erencii-tu  Diese  Grcissen  sind  aber  nicht  von  einander 
unabhängig,  da  w'^  |  fi-  \-  jy^-=  \  ist.  Nach  dem  Verfahren  von 
Lagrange  (cf.  oben  S.  298)  kann  man  aber  zu  (58)  die  Identitüt 

hinzu  addiren,  sodass  man  erhält: 

(59)  7}ix  +  7iy  -I-  p\,  -I    /-(m'^   |    ti^  |-  ;>2)  =  T-f-  f. 

f  ist  eine  unbekannte  Constante.  Da  diese  noch  mit  in  die  Rech- 
nung (Mngefühi-t  ist,  so  kann  man  jetzt  in  (59)  m,  n,  p  als  von 
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einander  unabhängige  Variabele  ansehen  nnd  die  Differentialqut>- 
tienten  von  (59)  einzela  nach  w,  n,  p  bilden,  sodass  man  erhält : 

Nnn  ist  aber  nach  (18)  und  (43): 


dl»'—  n-a^'  r 


> 


161) 


analoge  Ausdrücke  gelten  für  v   ,  .    .     Durch  Multiplication   der 

drei  Gleichungen  (60)  mit  bezw.  wi,  n,  p  und  Addition  entsteht  auf 
der  rechten  Seite  wegen  (18)  und  (61)  der  Werth  Null.  Auf  der 
linken  Seite  aber  steht  wegen  (58):  y+  2f,  sodass  sich  die  Con- 
stante  2f  bestimmt  zu  2f=  —  V.  Daher  wird  die  erste  Gleichung 
(60)  in  Rücksicht  auf  (61): 


x  =  w  (  r  +  p2 i  ^2  •  ^*) ,    und  analog: 


Der  Radiusvector  vom  Coordinatenanfang  nach  dem  Schnittpunkt  j:,?/,  x 
der  drei  benachbarten  Wellenebenen  fallt  daher  in  der  That  mit  der 
auf  S.  303  berechneten  Strahlrichtung  zusammen,  da  x :  ?/j  «^=^ni :  n :  p. 
Ausserdem  ergiebt  sich  die  Strahlgeschwindigkeit  Y'x'^  +  y^  +  «^ 
zu  demselben  Werth,  wie  er  oben  gefunden  wurde  [vgl.  die  For- 
meln (45)  und  (49)]. 

Ueber  weitere  geometrische  Beziehungen  zwischen  Strahl, 
Wellennormale,  optischen  Axen  und  Strahlenaxen  vgl.  Winkel- 
mann, Hdb.  d.  Phys.  Optik,  S.  699. 

10.  Conische  Refraction.  Zu  jeder  bestimmten  Richtung  einer 
Wellennormale  ergeben  sich  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene 
zugehörige  Strahlenrichtungen  nach  den  Gleichungen  (44),  da  jedem 
bestimmten  w,  n,  p  zwei  verschiedene  Werthe  V^  zugehören.  Es 
kann  nun  aber  eintreten,  dass  diese  Gleichungen  die  unbestimmte 
Form  0:0  annehmen,  nämlich  wenn  eine  der  Grössen  w,  n,  p 
gleich  Null  ist  Nehmen  wir  z.  B.  m  =  0  an,  so  ergiebt  sich  nacli 
(21)  auf  S.  295  F/^=a'^.    Für  diesen  Fall  würde  nach  (43)  und 

20* 
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(44)  sein: 

ö4=(Fj2_a2)2:,„2^ 

Den  Werth  dieses  in  der  Form  0  :  0  erscheinenden  Ausdruckes 
können  wir  leicht  bestimmen,  da  nach  der  Fresnel'schen  Gleichung 
(18)  (S.  293)  der  Ausdruck  m'^iV^'^ — a^  einen  endlichen,  angeb- 
baren Werth  hat,  nändich  es  ist: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  stets  von  Null  vei-schieden, 
da  für  a  >  />  >  c  und  V^'^  =  a^  beide  Terme  der  rechten  Seite 
beständig  negativ  sind.  Nacli  (58)  ist  daher  m  =  0  für  w  =  0, 
d.  h.  der  Strahl  liegt  in  der  y^-Ebene,  falls  die  Wellennonuale  in 
der  yxrEhene  liegt.  —  Ganz  ähnlich  ist  der  Schluss  für  den  Fall 
p  =-=  0.  Dagegen  erfordert  der  Fall  n  =  0  eine  besondere  Betrach- 
tung. Es  ergiebt  sich  dann  nämlich  analog  wie  in  (58)  und  (59) 
für  V=  b: 

.     .  Fa  — ^2  n^      _      m^ ,        p^ 

(M)  n  c^  n     ^2     »     |/2  _  ^2       «2  _  y2    '    c2  —  n ' 

Hier  kann  nun  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  für  V-^h 
zu  Null  werden,  nämlich  falls  ist: 

m'^  (c2  —  b'^)  +  pi  («2  __  ^2)  ==  0 . 

Diese  Beziehung  ist  nun  in  der  That  erfüllt,  falls  die  Wellennor- 
male in  eine  optische  Axe  fällt  (vgl.  Formel  (25)  auf  S.  296).  In 
diesem  Falle  behält  nach  (64)  w  die  unbestimmte  Form  0  :  0,  d.  h. 
dieser  Wellennormale  gehiiren  nicht  zwei  einzelne  bestimmte  Strahlen 
zu,  sondern  eine  unendliche  Mannigfaltigkeit  von  Strahlen,  da  n 
thatsächlich  ^mbestimmt  bleibt.  Die  zugehörigen  Strahlen  findet 
man  für  diesen  Fall  am  einfachsten  aus  der  Gleichung: 

/p-x  mm  nn        ,        \>P      _  r. 

v^'V  s^2__a2  "T  vß2_^2    r  5^2  _c2        "> 

welche  man  aus  (52)  durch  bezw.  Multiplication  mit  w,  n,  p  und 
Addition  unter  Rücksicht  auf  (18)  ableitet.  Fällt  die  Wellennor- 
male in  eine  optische  Ax(s  so  ist  n  =^-  0,  dagegen  braucht  n  nicht 
Null  zu  sein  und  i^  ist  daher  dann  von  b  vei'schieden.  Daher  er- 
giebt sich: 
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mm  pp      ^ 

Ferner  ist  nach  (47)  und  (48),  da  r=-  h  ist: 

»(mw  +  prt  =  *-  (67) 

Eliminii't  man  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  53 ^  so  ergiebt  sich: 

(mmc^  +  pi?a2)  (mm  +  \>p)  =^  b^.  (68) 

Nennt  man  die  Coordinaten  der  Endpunkte  des  Strahles  x,  y,  z, 
wobei  also  ist  m  =  a::  Vx^  +  y'^+  ^^^  etc.,  so  folgt: 

(x  mc^  +  X  pa^)  (zm  +  zp)  =  b'^  (x^  +  y^+  ^'^) .  (69) 

Dieses  ist  die  Gleichung  eines  durch  den  Coordinatenanfang  gehen- 
den Kegels  zweiten  Grades.  Es  gehören  also  zur  optischen 
Axe  als  Wellennormale  unendlich  viel  Strahlen,  welche 
auf  dem  durch  die  Gleichung  (69)  definirten  Kegel  liegen. 
Derselbe  schneidet  auf  der  Wellenebene 

xm  -{-  xp  ==  consL  (70) 

einen  Kreis  aus,  da  durch  Einsetzen  der  Gleichung  (70)  in  die 
Gleichung  (69)  letztere  übergeht  in: 

{xmc^  +  zpa^)  •  const,  =  b'^  {x^  +  y^  +  z'^) , 

d.  h.  in  die  Gleichung  einer  Kugel. 

Nach  dem  auf  S.  305  Erörterten  folgt  daher,  dass  die  Stralileii- 
fläche  zwei  zu  den  optischen  Axen  senkrechte  Tangentialebenen 
besitzt,  welche  dieselbe  in  einem  Kreise  berühren.  Eine  Erzeugende 
des  Strahlenkegels  fallt  in  die  optische  Axe  selber  und  steht  daher 
auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht.  Der  Oeffnungswinkel  x  des 
Strahlenkegels  ergiebt  sich  aus  (69)  zu: 

Diese  hier  besprochene  Erscheinung  wird  innere  konische 
Refraction  genannt  ans  folgendem  Grunde:  Wenn  ein  Lichtstrahl 
auf  eine  Krystallplatte  in  einer  solchen  Richtung  einfallt,  dass  die 
gebrochene  Wellennormale  die  Richtung  einer  optischen  Axe  des 
Krystalls  besitzt,  so  liegen  die  im  Inneren  desselben  verlaufenden 
Lichtstrahlen  auf  einem  Kegelmantel;  die  aus  der  Krystallplatte 
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austretenden  Lichtstrahlen  liegen  daher  auf  einem  elliptischen 
Cylinder,  dessen  Axe  dem  einfallenden  Licht  parallel  ist,  falls  die 
Krystallplatte  planparallel  ist ')  Zur  Beobachtung  eignet  sich  gut 
Aragonit,  weil  bei  ihm  der  Oeffnungswinkel  x  des  Strahlenkegels 
relativ  gross  ist  (x  =  1^52').  2)  In  Figur  86  ist  eine  experimentelle 
Anordnung  dargestellt.  Man  bedeckt  die  eine  Fläche  der  parallel 
zur  krystallographischen  Basis  geschnittenen  Aragonitplatte  mit 
einem  engen  Diaphragma  o  und  lässt  ein  Parallelstrahlbündel  so 
einfallen.  Bei  geeigneter  Drehung  der  Platte  um  eine  zur  Ebene 
der  optischen  Axen  senkrechte  Axe  zeichnet  sich  auf  dem  Schirme  SS 
ein  elliptischer  Eing  ab. 

An  Stelle  des  Schirmes  kann  man  auch  zur  subjectiven  Be- 
obachtung eine  Lupe  oder  ein  Mikroskop  anwenden,  welches  auf  o 
eingestellt  wird. 

Aus  den  Formeln  (52)  in  Verbindung  mit  (47)  und  (48)  leiten 
sich  leicht  die  Formeln  ab,  welche  die  Richtung  der  Wellennormale 

in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Rich- 
tung des  Strahles  darstellen.  Es  er- 
geben sich  im  Allgemeinen  zu  jedem 
bestimmten  m,  n,  p  zwei  bestimmte 
Systeme  m,  n,  p.  Nur  wenn  n  ==  o 
und  832  =  ^2  wird,  d.  h.  wenn  der 
Strahl  in  eine  Strahlenaxe  fallt,  wird 
u  unbestimnjt,  wie  man  durch  ein  ganz  analoges  Verfahren,  wie  es 
vorhin  angewendet  wurde,  ableitet  Die  Strahlenfläche  besitzt 
daher  an  den  Austrittsstellen  der  Strahlenaxen  nicht 
zwei  bestimmte  Tangentenebenen,  sondern  einen  Tan- 
gentenebeuenkegel.  Die  zugehörigen  Wellennormalen  liegen 
auf  einem  Kegel  vom  Oeffnungswinkel  y,  wobei  ist 

(72)  ,,^=j/("'-.W'H£i». 

Diese  Formel  ergiebt  sicli  aus  (71)  durch  Ersetzung  aller  dort 
auftretenden  Längen  durcli  ihre  reciproken  Werthe. 

1)  Denn  die  Richtung  der  Stralilcn  im  Aussenraum  hän^j^  nur  von  dvr 
Lage  der  inneren  Welleneboue  ab,  nicht  von  der  Lage  der  inneren  Stnüilen. 
Auf  (his  Brechungsgesetz  wird  im  nächsten  Paragraphen  noch  näher  eingegangt^o. 

2)  Schwefel  eignet  sich  noch  besser,  weil  es  den  Oeffnongswinkel  ^  =—  "" 
etwa  besitzt.  Nur  macht  die  Bearbeitung  mehr  Schwierigkeiten.  Die  Ver- 
wendung einer  Schwefelkugel  zur  Demonstration  der  conischen  Refraction  liat 
A.  Seh  rauf  in  Wicd.  Ann.  37,  S.  127,  1889  beschrieben. 
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Diese  Erscheinung  wird  äussere  conische  Eefraction  ge- 
nannt aus  dem  Grunde,  weil  ein  Lichtstrahl,  welcher  im  Inneren 
eines  Krystalls  in  die  Richtung  einer  seiner  Strahlenaxen  fallt, 
beim  Austritt  aus    demselben  einen  Kegel  von  äusseren  Licht- 
strahlen  entstehen   lässt     Denn    bei    verschiedeneu   Lagen    von 
Wellenebenen  im  Inneren  eines  Krystalls  entstehen  durch  Brechung 
stets  verschieden  gerichtete  äussere  Strahlen  (cf.  Anm.  1  auf  vor.  8.). 
Figur  87  stellt  eine  experimentelle  Anordnung  zum  Nachweis 
der  äusseren  conischen  Eefraction  dar.   Man  concentrirt  durch  eine 
Linse  L  einen  Strahlenkegel  auf  dem  engen  Diapliragma  o  einer 
Aragonitplatte.     Auch   auf  der 
Hinterseite   derselben  liegt   ein 
Diaphragma  o.   Hat  die  Verbin- 
dungslinie 00  die  Bichtung  einer      ~ 
Strahlenaxe,  so  zeichnet  sich  auf 
einem  Schirme  SS  ein  Bing  ab, 
der  sich  erweitert,  wenn  SS  mehr 
entfernt  wird.     Von    den    ein- 
fallenden Lichtstrahlen  kommen  dabei  nur  diejenigen  zur  Wiikung, 
welche  Strahlen  der  Bichtung  oo'  hervorrufen.    Die  anderen  werden 
durch  das  Diaphragma  o  abgeblendet.   Die  wirksamen  einfallenden 
Lichtstrahlen  sind  parallel  dem  austretenden  Strahleukegel. 

Die  Erscheinungen  der  conisehen  Eefraction  wurden  erst  be- 
obachtet, nachdem  Hamilton  dieselben  als  theoretisch  nothwendig 
nachgewiesen  hatte. 

11.  Darehgaiig  des  Lichtes  durch  Krystailplatten  und 
KrystallprismeiL  Für  die  Brechung  des  Li(!htes  beim  Uebergang 
von  Luft  in  einen  Krystall  gilt  die  gleiche  analytische  Bedingung, 
wie  sie  oben  S.  26<)  für  die  Brechung  des  Liclites  durch  einen 
isotropen  Körper  ausgesprochen  wurde.  Ist  die  einfallende  \\'elle 
proportional  zu 

dagegen  die  gebrochene  Welle  propoiiional  zu 

und  ist  die  Grenzfläche  die  Ebene  ;:  W),  so  erfordert  allein  das 
Bestehen  von  Grenzbedingungen,  unabhängig  von  der  besonderen 
Form  derselben,  die  Beziehung: 
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Dies  ist  das  Brechuiigsgesetz  der  gewöhnlichen  Form,  nämlich  die 
gebrochene  Wellennormale  bleibt  in  der  Einfallsebene,  ihr  Bre- 
chungswinkel q)'  steht  mit  dein  Einfallswinkel  g>  in  der  Beziehung: 

(73)  sift  q)  :  sin  tp'  =^  V:  V*, 

wobei  r,  F'  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  Luft,  bezw. 
dem  Krystall  sind.  Diese  Beziehung  liefeil;  hier  nur  im  Allgemeinen 
iiocli  keine  direct^  Construction  der  gebrochenen  Wellennormale, 
da  y'  im  Allgemeinen  von  der  Richtung  derselben  abhängt 

Dagegen  liefert  die  Anwendung  des  Huygens'schen  Principe 
nach  denselben  Grundsätzen,  wie  sie  oben  S.  151  für  isotrope 
Körper  ausgesproclien  sind,  direct  sowohl  die  Beziehung  (73),  als 
auch  eine  Construction ,  der   gebrochenen  Wellennormale  und  des 

gebrochenen    Strahles. 
Wenn  nämlich  A^B  (vgl 
Figur    88)    der    Schnitt 
einer  einfallenden  Wellen- 
ebene mit  der  Einfalls- 
ebene (Ebene  der  Zeich- 
nung) ist  und  3  AiBA^ 
=  »/2,  BA2  =  y  ist,  so 
construire  man  um  A^  die 
Strahlenfläche  2!  des  Kry- 
stalls,    bis    zu   der    sich 
eine  von  ^,    ausgehend*^ 
Lichterregung  nach  Ab- 
lauf d<M'Z«^iteinheit  im  Krystall  fortgepflanzt  hat(Figur88).  Durch  eine 
durcli  J2  gehende  Grade,  welche  senkrecht  zur  Einfallsebene  stdit, 
leg(^  man  nun  die  beiden  Tangentialebenen  ^2^1    ^^^  -^2^2  *'*  <Ue 
zweisrlialige  Strahlenfläche.    Diese  sind  nach, dem  Huygens'schen 
Princip  die  beiden  gebroclienen  Wellenebenen ;  die  Richtungen  von 
y1,    nach   den   beiden   Berührungspunkten   (7, ,  C^  der  Tangential- 
ebenen mit  der  Stralilenfläche  2!  sind  die  Richtungen  der  beiden 
gebrochenen  Strahlen.    Dieselben  liegen  im  Allgemeinen  nicht  in 
der  Kinfallsebene. 

Für  senkrechte  Jncidenz  ergiebt  sich  daher  überhaupt  keine 
Doppelbrechung  der  Wellennormalen,  aber  wohl  entstehen  zwei 
verschiedene  Strahlen,  die  erhalten  werden  duixh  Aossuchung  der 
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Beröhningspunkte  C|,  C^  der  beiden  der  Grenzfläche  G  parallelen 
Tangentialebenen,  welche  an  eine  um  einen  Punkt  A  der  Grenze 
coustruirte  Strablenfläche  gelegt  werden  können.  Die  Strahlen- 
richtungen sind  AC^  und  ^Q. 

Beim  Austritt  des  Lichtes  aus  dem  Krystall  in  Luft  treten 
analüge  Verhältnisse  ein.  —  Beim  Durchgang  des  Lichtes  durcli 
eine  i)lanparallele  Krystallplatte  tritt  daher  niemals  eine  Doppel- 
brechung der  Wellennormalen  ein,  sondern  nur  der  Lichtstrahlen. 
Um   die  Wirkung   der  Doppelbrechung   an   einer   Krystallplatte 
wahrzunehmen,  muss  man  daher  einen  Punkt  der  vorderen  Grenz- 
fläche  anvisiren.     Derselbe  erscheint  doppelt,  da  der  scheinbare 
Ort  vom  Strahlengange  abhängt.  *)  —  Dagegen  bewirkt  die  Ein- 
schaltung einer  Krystallplatte  zwischen  Kollimator  und  Fernrolir 
keinerlei  Bildverschiebung,  da  in   diesem  Falle  nur  die  Wellen- 
normalen  massgebend   sind.     Um  bei  dieser  Beobachtungsweise, 
ivie  sie  für  die  Spectraluntersuchungen  üblich  ist,  die  Wirkung  der 
Doppelbrechung  zu  erkennen,  bedarf  es  der  Einschaltung  eines 
Kry  Stallprismas. 

Mit  Hülfe  eines  solchen  kann  man  die  Hauptbrechungs- 
ndices  finden,  d.  h.  die  Grössen 

W|  =  F :  a,    W2  =  F :  6,    W3  =  F :  c .  (74) 

Haben  wir  z.  B.  ein  Prisma  aus  einem  einaxigen  Krystull  (a  =^  h), 
und  liegt  die  Prismenkante  parallel  zur  optischen  Axe,  so  hat 
Rii'  Wellen,  deren  Normalen  senkrecht  zur  Prismenkante  liegen, 
iie  Lichtgeschwindigkeit  I^  die  beiden  constanten  Werthe  a  und  r. 
ir^  und  «3  können  daher  genau  wie  bei  einem  Prisma  aus  isotroi)er 
Substanz  durch  Minimalablenkung  bequem  gefunden  werden.  I)i(*, 
verschiedene  Polarisatiousrichtung  beider  austretenden  Stralilen 
[ässt  sofort  erkennen,  welcher  Brechungsindex  dem  wi ,  welcher 
lern  71^  zugehört 

Ebenso  findet  man  mit  Hülfe  eines  Prismas  eines  zweiaxigen 
[vrystalles,  dessen  Kante  parallel  zu  einer  optischen  Symmetrieaxe 
iitgt,  durch  die  Methode  der  Mininialablenkung  sofort  den  einen 
Hauptbrechungsindex.  Um  noch  die  beiden  anderen  zu  finden, 
Bedarf  es  noch  der  Beobachtung  der  Ablenkung  der  parallel  zur 
Prismenkante  polarisirten  Welle  bei  mindestens  zwei  verschiedenen 
Einfallswinkeln. 


1)  Der  scheinbare  Ort  ist  nicht  nur  seitHch,  sondern  auch  in  der  Tiefe 
rerechobeo.    Vgl.  darüber  Winkelmanu,  Hdb.  d.  Phys.  Optik,  S.  705, 
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Nacli  der  Bedeutung,  welche  die  elektromagnetische  Theorie 
den  Hauptlichtgeschwindigkeiten  a,  b,  c  giebt  (vgl.  Formel  (16)  auf 
S.  293),  ergiebt  der  Vergleich  mit  (74)  die  Beziehung: 

(75)  €,  =  nj^,    ^2  =  V.    «3  =  V> 

wenigstens  wenn  man  C,  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Vacuum,  mit 
r,  der  Lichtgeschwindigkeit  in  Luft,  identificirt  (Den  hierdnrci 
gemachten  Fehler  kann  man  vernachlässigen  in  Anbetracht  der 
Uugenauigkeit,  mit  welcher  die  Dielektricitätsconstanten  bestiuimt 
werden.) 

Die  Beziehung  (75)  kann  nun  schon  aus  dem  Grunde  uicht 
streng  erfüllt  sein,  weil  der  Brechungsexponent  von  der  Farbe, 
d.  h.  der  Schwingungszahl  der  elektrischen  Kraft,  abhängt  (Dis- 
persion), dagegen  die  Dielektricitätsconstante  in  einem  homogenen 
Isolator  nicht.  Es  ist  naheliegend,  die  Beziehung  (75)  zu  prüfen 
für  die  Annahme,  dass  unter  n^  der  auf  unendlich  lange  Wellen 
extrapolirte  Brechungsindex  Ä  der  Ca uchy' sehen  Dispersions- 
formel 

(70)  n  =  A  +  f, 

zu  verstehen  sei.  Annähernd  wird  dann  die  Beziehung  (75)  bfi 
rhombischem  Schwefel  bestätigt,  für  weh-hen  die  Dielektricität**- 
Constanten  \on  Boltzmann,^)  die  Brechungsindices  von  Schrauf^l 
bestinnnt  worden  sind.  Ks  ergab  sich  [n^  bedeutet  den  Brechunirs- 
index  für  gelbes  Licht,  .1  die  konstante  der  Formel  (76)]: 

n;---  3,80;  .1,*^  -  3,59;  f,  =--3,81 
n./  ---.  1,10;  A.j.'^  --  3,89;  f^  "-=  3»97 
n./  -=  5,02;     .V  =-'  -l»0();     e,,  ^  4,77. 

Die  Dielektricitätsconstanten  stimmen  also  in  ihrer  Reihen- 
folge mit  der  der  Haui)tbrechnngsindices  überein,  aber  sie  sind 
<rrösser  als  die  Wertlie  A'K  Diese  Differenz  ist  bei  anderen 
Ivrystallen  zum  l'lieil  noch  gnisser.  Die  Abweichung  von  den 
Korderung<Mi  der  elektromagnetischen  Theorie  besteht  in  gleichem 
Sinne,  wie  bei  isotropen  Kiirpern  (cf  oben  8.  257).  Ihre  Erklärung' 
soll  erst  bei  der  Behandlung  der  Dispersionserscheinungen  ge- 
geben werd(»n.  ^ 

1)  L.  Holtziiumn,  Wien.  Bor.  70  (2),  S.  342,  1874.  —  Pogg.  Adii.  15!^, 
S.  r»31,  1871.  — 

2)  A.  Seh  rauf,  Wien.  ßer.  41,  S.  805,  1800. 
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Es  ergiebt  sich  so  das  Resultat,  dass  die  elektrouiagnetische 
Licbttheorie  formell  in  völligem  Einklang  mit  den  Erscheinungen 
>teht,  dass  aber  die  exakten  Werthe  der  optischen  Constanten  nicht 
lus  elektrischen  Messungen  entnommen  werden  können.  Diese 
konstanten  hängen  in  einer,  vorläufig  nicht  bestimmten  Weise  von 
ier  Schwingungsdauer,  d.  h.  Farbe  des  Lichtes,  ab,  und  zwar 
wnnen  nicht  nur  die  Werthe  der  Hauptlichtgeschwindigkeiten 
I,  by  c,  sondern  (bei  monoklinen  und  triklinen  Krystallen)  auch  die 
jagen  der  optischen  Symmetrieaxen  mit  der  Farbe  variiren. 

12.  Totalreflexion  aa  Erystallplatten.  Die  auf  S.  312  an- 
«gebene  Construction  der  gebrochenen  Wellenebenen  wii'd  unmög- 
ch,  wenn  die  durch  A2  gehende  Gerade  ®,  welche  senkrecht  zur 
linfallsebene  steht,  eine  der  beiden  von  der  Strahlenfläche  ^  mit 
er  Grenzfläche  G  ausgeschnittenen  Curven  oder  beide  schneidet. 
1  solchen  Fällen  giebt  es  keine  gebrochenen  Wellenebenen,  sondern 
;  tritt  Totalreflexion 
n.  Der  Grenzfall,  in 
elchem  partielle  Re- 
»xion  in  Totalreflexion 
ner  der  beiden  ge- 
•ochenen  Wellen  übör- 
jht,  tritt  also  ein,  wenn 
ne  Gerade  ®  die  zu 
»r  betreffenden  Welle 
»hörige  Schaale  der 
;rahlenfläche  -T,  d.  h.  -^ 
m  Ausschnitt  der  Strahlenfläche  mit  der  Grenzebene  G,  berührt  In 
esem  Falle  verläuft,  da  der  Berührungspunkt  T  von  ®  mit  2!  in  der 
renzfläche  G  liegt,  der  gebrochene  Strahl  parallel  zur  Grenze  (vgl. 
ig.  89).  Für  diese  Welle  kann  dann  keine  Energie  in  den  Krystall 
►ertreten,  da  der  Lichtstrahl  die  Energiebahn  bezeichnet  (cf.  oben 
291),  und  daher  keine  Energie  übertritt  durch  eine  dem  Licht- 
rahl  parallele  Ebene.  So  ergiebt  sich  also  auch  aus  dieser 
Überlegung,  dass  schon  für  diesen  Grenzfall  die  reflectirte  Welle 
e  ganze  Energie  der  einfallenden  Welle  enthalten  muss,  d.  h.  dass 
>talreflexioD  eintritt. 

Beleuchtet  man  daher  eine  in  ein  stärker  brechendes  Medium 
igetauchte  Krystallplatte  mit  diffusem  homogeueu  Lichte,  so  er- 
heinen  im  Felde  des  reflectirten  Lichtes  zwei  Curven,  welche  die 
$biete  geringerer  Lichtintensität  von  denen  grösserer  trennen. 


rEinfall  »ebene 
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Lässt  man  das  Licht  streifend  in  die  KrystalliilHtt*-  eintreten,  w 
werden  diese  C'urven  noch  schärfer,  da  sie  Helligkeit  und  Vtillip' 
Itniikt^lheit  abgrenzen,  weil  das  in  der  KiystaUijlHtte  betindlifbi; 
Liciil  iinr  iiarli  der  einen  Seite  der  CuiTeu,  welche  kleineren  Ein- 
faUawiiiki'lii  entsjiricht,  austreten  kann.  Diese  (.'urven  ergeben  al»i 
die  Greuzwinkei  <p,,  qn^  der  Totalreflexion.  Sie  stehen  im  All- 
gemeinen nidit  senk- 
V  recht    znr   lieflexioos- 

ebene.  Zu  ihrer  Be- 
obachtung sind  besou- 
dere  Inwtrumeutt!  coD- 
trnirt  worden.  KigurM 
»teilt  da^  von  Abbf 
coustrnirte  KryaUlln^ 
fractometer  dar,  bH 
welehem  die  zu  OhIct- 
wncheude  Kryslall- 
platte  auf  die  Fliot- 
glashalbkugel  K  vom 
Brechung^iiidex  l,S6 
aufgelegt  wird ,  nnr 
durch  einen  TVopfeo 
einer  stfirker  brechen- 
den Flüssigkeit  tw- 
bitnilen.  A'ist  mit  ilrm 
A:^iniuthalki-eiä  //  am 
eine  Vfrtifiile  drehbar, 
dei'  drehbare  Spiegel  S 
erlaubt,  die  Krystall- 
plat.te  entweder  viin 
unten,  durch  K  hiii- 
durch,  oder  ütreifeud 
zu  beleuchten.  Dt« 
^  Grenzcnrvwn    dwr  To- 

talreflexion werden  in  dem,  uiri  den  Verticjilkl'eis  I'  veriiiilteUl 
der  Handhabe  R  drehbaren  Fernrohr  OOGO  beobachtet  Olö- 
«elbe  ist  dreimal  gebrochen,  die  Strahlen  iu  demselben  werd« 
durch  dreimalige  Totalreflexion  in  c«nstant.e  hnriznntalu  Ricfatai« 
abgplenkt,  was*  sehr  zur  Be(|Uemliehkeit  der  Beobuclitinig  dieül 
Pas  Objectiv  des  Feriiruhrs  ist  so  eingerichtet,  dass  es  diu  bb  ^ 
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Engelfläche  K  erfolgende  Brechung  der  an  der  Krystallplatte 
reflectirten  Strahlen  compensirt,  es  bildet  daher  die  Grenzcurven 
vollkommen  scharf  ab. 

Die  Methode  der  Totalreflexion  ist  die  einfachste  zur  Be- 
stimmung der  Hauptbrechungsindices  einer  Krystallplatte.  Die- 
selben ergeben  sich  einfach  aus  den  Maximal-  bezw.  Minimal- 
werthen  der  Einfallswinkel  der  beiden  Grenzcurven. 

Nach  den  Figuren  88  und  89  ist  nämlich,  falls  tp  den  Einfalls- 
winkel für  eine  Grenzcurve  bei  einem  beliebigen  Azimuth  ^  der 
Einfallsebene  bezeichnet,  die  Strecke  A^  A^  =  V :  mn  9,  da  BA^  =  V 
(Lichtgeschwindigkeit  im  umgebenden  Medium)  sein  soll,  ferner 
ist  A^Ai  gleich  dem  Abstand  des  Punktes  Ay^  von  einer  Tan- 
gente, welche  an  den  Durchschnitt  der  um  A^  construirten 
Strahlenfläche  mit  der  Grenzfläche  Q  gelegt  wird.  Maximal-  und 
Minimalwerthe  des  Grenzwinkels  9),  d.h.  der  Strecke  ^1^2»  ß^H^" 
nun  nothwendig  zusammen  mit  Maximal-  bezw.  Minimalwei-then 
der  Strahllänge  A^T  (cf.  Figur  89),  wie  man  durch  Construction 
leicht  beweisen  kann,  und  zwar  fällt  dann  J,  A.^  mit  dem  Strahl  A^  T 
zusammen,  da  die  Tangente  senkrecht  auf  dem  Radiusvector  A^T 
stehen  muss,  falls  derselbe  ein  Maximum  oder  Minimum  besitzt. 
Die  Strahllänge  A^T  hat  nun  in  jedem  beliebigen,  ebenen  Schnitt 
der  Strahlenfläche  das  absolute  Maximum  a,  das  absolute  Mininmm  c. 
Es  ergiebt  sich  nämlich  aus  der  Gleichung  der  Strahleufläche  (cf. 
oben  S.  304)  ohne  weiteres,  dass  35  beständig  zwischen  a  und  c 
liegen  muss,  da  sonst  die  drei  Glieder  der  Gleichung  (53)  einerlei 
Vorzeichen  hätten,  d.  h.  nicht  die  Summe  Null  ergeben  könnten. 
Andrerseits  ergiebt  sich  aber  auch,  dass  in  jedem  ebenen  Schnitt  O 
der  Strahleufläche^  die  extremen  Werthe  35  =  a,  95  =  c  erreicht 
werden,  denn  nach  Figur  85  wird  in  der  Durchschnittslinie  von  G 
mit  der  .y;t-Ebene  jedenfalls  ein  Werth  ^  =  a  erreicht,  da  in 
der  y«-Ebene  die  eine  Strahlgeschwindigkeit  den  constanten  Werth 
3J  =  a  besitzt,  während  in  der  Durchschnittslinie  von  G  mit  der 
a:!^Ebene  der  Werth  SS  =  c  erreicht  werden  muss.  Im  Durch- 
schnitt von  0  mit  der  x^-Ebene  muss  der  Werth  8J  =  6  erreicht 
werden,  es  ist  aber,  wie  man  sich  aus  der  letzten  der  Figuren  85 
anschaulich  machen  kann,  zweifelhaft,  ob  h  zu  dem  Mininmm 
der  äusseren  Grenzcurve,  oder  zu  dem  Maxinmm  der  inneren 
Grenzcurve  gehört  Man  kann  dies  entscheiden,  falls  man  an 
aswei  verschiedenen,  aber  sonst  beliebig  orientirten  Platten  die 
Maxisia  beinr  t^"  iniÄ  der  Einfallswinkel  der  Grenzcurven   auf- 
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sucht  *)  Jede  Platte  ergiebt  vier  solcher  Werthe,  drei  dayon  müssen 

beiden  Platten  gemeinsam  sein ;  diese  entsprechen  den  Hanptlicht- 

gescliwindigkeiten  a,  b,  c.  Dieselben  bestimmen  sich  also  nach  den 

Schema: 

(77)  A^  A2  =  F#  sin  g>  =  a,b,  c, 

falls  q)  ein  Maximal-  bezw.  Minimalwerth  des  Einfallswinkels  der 
Grenzcurve  (die  bestimmten  Azinmthen  ^  der  Einfallsebene  zuge- 
lir)ren)  bedeutet.  Bezeichnet  man  den  Brechungsindex  des  Mediums 
( y)  gögcn  Luft  ( Vo)  mit  n,  d.  li.  setzt  Voi  F  =  w,  so  werden  nach 

(77)  die  Hauptbrechungsindices  des  Krystalls  gegen  Luft  erhalten 
durch  die  Formel  (da  Vo\  a  =  ny  etc.  ist): 

(78)  n| ,  ^1.2,  t«3  =^  w  siti  tp. 

Bei  einaxigen  Krystallen  (a  =  b)  ist  für  eine  Grenzcurve  tp  =  const 
Dieser  Winkel  ergiebt  die  Hauptliclitgeschwindigkeit  o.  Für  die 
andere  Grenzcurve  variirt  der  Einfallswinkel.  Es  ist,  falls  7  den 
Winkel  der  optischen  Axe  gegen  die  Grenzfläche  0  des  Krystalk 
bedeutet,  die  Stralilgesch windigkeit,  falls  die  Einfallsebene  durch 
die  optisclie  Axe  gelit: 

( 7Q^  S82  = [»'j?! 

Wenn  die  Einfallsebene  senkrecht  zur  optischen  Axe  steht,  s« 
ist  is'^  ^^c-.  Für  positiv  einaxige  Krystalle  (a>r)  ist  (79)  der 
Maxiiiialwcrtli  des  3?,  d.  li.  (79)  ergiebt  den  Minimalwerth  des  y 
der  Gienzcurve,  welclie  von  der  Totalreflexion  der  ausserordent- 
lichen Welle  herrülirt.  Der  Maximalwerth  des  9)  in  dieser  Grenz- 
curve ergiebt  daher  c,  der  Minimalwerth  des  (p  erlaubt  7  zu  be- 
reclmen ,  d.  li.  die  Neigung  der  Krystallgi*enze  gegen  die  optische 
Axe.  -  Bei  negativ  einaxigen  Krystallen  (a  <  c)  ergiebt  der  Mi- 
nimalwerth des  cp  die  Haui)tliclitgeschwindigkeit  c. 

Ebenfalls  kann  man  bei  zweiaxigen  Krystallen  die  Orientirnnjr 
der  Grenzfläche  gegen  die  optischen  Symmetrieaxen  aus  Beobach- 
tung der  Grenzcurven  der  Totalreflexion  finden,  indess  verbindet 
man  hiermit  zur  Erreichung  gi'össerer  Genauigkeit  zweckmäi>sig 
noch  andere  Methoden,  z.B.  die  unten  besprochenen  Interferenz- 
(^-scheinungen  im  convergent  einfallenden,  polarisirten  Lichte. 

1)  Unt<^r  nerückKichtiguiig  der  Polarisationsverhältnisse  genQgt  schon  ein 
Krystallschiiitt,  vgl.  dii/.u  C.  Viola,  Ilciulic.  K.  Acc.  dei  Lincei  (5)  8,  1.  Sem., 
S.  27r»,  ISJX).  _  Wied.  Bt^bl.  1899,  S.  <m. 
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Zu  besonderen  Ersclieinungen  in  den  Grenzcurven  der  Total- 
eflexion  giebt  die  conische  Refraction  Anlass.  üiese  Erscheinungen 
connen  beobachtet  werden,  falls  die  Grenzfläche  Q  die  Ebene  der 
)pti8chen  Axen  ist  Das  Nähere  hierüber  vgl.  bei  W. Kohlrausch, 
ffied.  Ann.  6,  S.  86,  1879.  Liebisch,  physik.  Kryst.,  S.  423—425, 
tfascart,  Trait6  d'Optique,  T.  2,  p.  102,  1891. 

13.  Partielle  Reflexion  an  einer  Erystallplatte.  Um  die 
implitudenänderungen  zu  berechnen,  welche  bei  der  partiellen 
ieflexion  an  Krystallplatten  eintreten,  bedarf  es  nur  der  üurch- 
uhrung  der  Hauptgleichungen  (6')j  (7)  auf  S.  289  und  der  dort 
[euaunten  Grenzbedingungen. 

Da  die  Rechnungen  aber  coniplicirt  sind  (vgl.  die  Ausfuhrung 
.B.  in  Winkelmann's  Hdb.  Optik,  S.  745),  so  soll  nur  das  eine 
Resultat  hier  genannt  werden,  dass  es  bei  der  Reflexion  an  einer 
estininiten  Krystallplatte  einen  Polarisationswinkel  giebt,  d.  h. 
inen  Einfallswinkel,  unter  dem  einfallendes  natürliches  Licht  nach 
er  Reflexion  linear  polarisirt  ist  Die  Polarisationsebene  fällt  aber 
(1  Allgemeinen  nicht  mit  der  Einfallsebene  zusammen  (im  Gegen- 
itz  zum  Verhalten  isotroper  Spiegel). 

14.  Interferenzerscheinnngen  yon  Krystallplatten  im  senk- 
N^ht  einfallenden,  polarisirten  Lichte.  Es  soll  linear  polari- 
rtes,  einfarbiges  Licht  senkrecht  auf  eine  Krystallplatte  fallen, 
id  dann  eine  zweite  polarisirende  Vorriclitung  durchsetzen ;  dieser 
all  wird  z.  B.  realisirt,  wenn  man  die 

rystallplatte  auf  das  Tischchen  des 
227  beschriebenen  Nörrenberg' sehen 
)larisationsapparates  legt.  Den  oberen 
)iegel  des  Apparates  ersetzt  man  zweck- 
ässig  durch  ein  NicoTsches  Prisma, 
ieses  wird  der  Analysator  genannt,  die 
;hwingungsebene  der  elektrischen  Kraft 
demselben  sei  A  (ygl.  Figur  91).   Die  pi^  9j 

jhwingungsebene      des     Polarisators, 

elcher  das  zunächst  benutzte  natürliche  Licht  zu  polarisirtem 
steht,  sei  P.  Das  einfallende  polarisirte  Licht,  dessen  Ampli- 
de  E  sei,  wird  nun  beim  Eintritt  in  eine  doppelbrechende 
rystallplatte  in  zwei  Wellen  der  Amplitude  E  cos  g),  E  sin  €p  zer- 
^,  falls  (p  der  Winkel  ist,  welchen  P  mit  den  Schwingnngsrich- 
ngen  i?,  und  -ffj  der  beiden  im  Krystall  fortgepflanzten  Wellen 
\  und  FFj  l'>ildet   (Es  ist  dabei  abgesehen  von  der  durcli  Reflexion 
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bewirkten  Scliwächung  der  Amplitude.  Diese  ist  aber  sehr  an- 
nähernd für  beide  Wellen  dieselbe.)  Diese  beiden  Wellen  werden 
nach  dem  Austritt  aus  dem  Krystall  auf  die  gemeinsame  Polari- 
sationsebene A  zurückgeführt,  besitzen  daher  nach  dem  Dnrclitritt 
durch  den  Analysator  die  Amplituden  Eco8q)cas(q> — x)>  ^««9 
sin  (g)  —  x).  Beide  Wellen  W\  und  Tl  2  haben  nun  eine  Phasen- 
differenz 6  durch  das  Durchlaufen  der  Erystallplatte  erlitten,  und 
zwar  ist 

(80)  6  =  d  ^  (j^-  v,)-2^-x  (iT-  rj' 

falls  d  die  Dicke  der  Krystallplatte  bedeutet,  r,,  Kj  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten beider  Wellen  im  Ki-ystall,  V  die 
Lichtgeschwindigkeit  in  Luft^  X  die  Wellenlänge  des  benutzten 
Liclites  in  Luft.  Nacli  S.  123  ist  daher  die  aus  dem  Analysator 
austretende  Lichtintensität 

+  28in  (p  cos  (p  sin  {(p  —  x)  cos  {(p  —  x)  ^*  ^i* 
Ersetzt  man  hierin  cos  6  durch  / — 2  sin^  Jrf,  so  wird: 

(81)  J  =  E^  {cos^x  —  ^^  ^^  '"^^^  ^{9  —  Z)  ^^^  \  ^}- 

Das  erste  Glied  K^cos^x  gi^bt  den  Werth  der  Lichtintensität 
an,  wie  sie  ohne  Einschaltung  der  Krystallplatte  aus  dem  Analysier 
austreten  würde.  Diese  Intensität  Jo  soll  die  ursprüngliche  genannt 
werden.    Es  ist  also 

(82)  Jo  =- E^  cos'^ X' 

Wir  wollen  zwei  Fälle  genauer  betrachten: 
1)  Parallele  Nicols,  x  =^  ^-    Dann  ist 

(83)  J  =  Jo  {1  —  sin'^  2(p  sin'^^S). 

Bei  Drehung  der  Krystallplatte  wird  in  4  Lagen,  bei  9)  =  0,  9)  = '  :'• 
f/i  =  jr,  qi^-^^"l2  die  ursprüngliche  Lichtintensität  en^eicht,  d.li. 
allemal  dann,  wenn  eine  der  Schwingungsebenen  im  Krystall  mit 
denen  des  Nicols  zusammenfällt  In  den  Zwischenlagen  (9)=*/^  et<^.)ist 

(81)  J  =  e/o  (1  —  sin^^ö)  =  Jo  cos^\d, 

(l  h.  es  kann  bei  geeigneten  Werthen  d,  d.  h.  Dicken  der  Krystall- 
platte, viillige  Dunkelheit  eintreten. 
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2)  Gekreuzte  Nicols,  x  =  "h-    Es  ist  Jo  =  0,  und 

e/x  =  J5r^  ^n2  2 9)  «n2  i  A  (85) 

Die  Platte  erscheint  also  für  jede  Dicke  dunkel,  falls  die 
Awingungsebenen  des  Krystalls  mit  denen  der  Nicols  zusanimen- 
llen,  sonst  nur  dann  dunkel,  falls  6  =  2hjt  ist  In  den  Zwischen- 
gen q>  =  "14  etc.  ist 

J^  =  E^sin^id.  (86) 

Man  kann  daher,  falls  nicht  zufallig  6  =  2hx  ist,  durch  Dre- 
mg  der  Krystallplatte  die  Polarisations-  (oder  Schwingungs-) 
ichtungen  im  Krystall  finden  als  sogenannte  Auslöschungs- 
chtungen. 

Eine  keilförmige  Krystallplatte  muss  daher  zwischen  gekreuzten 
icols,  falls  man  sie  nicht  gerade  in  die  Auslöschungslage  bringt, 
m  schwarzen,  der  Keilkante  parallelen  Streifen  durchzogen  sein, 
eiche  an  denjenigen  Stellen  liegen,  deren  Dicke  d  der  Beziehung 
=  ±  2hjt  entspricht  Im  einfallenden  weissen  Lichte  müssen  die 
reifen  farbig  erscheinen,  da  ö  mit  der  Farbe  variirt 

Auch  eine  planparallele  Platte  nmss,  zwischen  zwei  Nicols  ge- 
dacht, im  Allgemeinen  stets  farbig  erscheinen,  wenn  weisses  Licht 
nfällt  Im  Allgemeinen  ist  nun  nicht  nur  die  Amplitude  E  und 
e  Phasendiflferenz  d,  sondern  auch  der  Winkel  ^,  d.h.  die  Lage 
5r  Schwingungsebenen,  von  der  Farbe  (X)  abhängig.  Letztere 
bhängigkeit  können  wir  aber  meist  vernachlässigen  wegen  des 
wringen  Betrages  der  Dispersion  der  optischen  Axen.  Zwischen 
kreuzten  Nicols  ist  also  flir  9)  =  "i4  nach  (86)  bei  weissem  Licht: 

obei  die  2  über  die  den  einzelnen  Farben  entspreclienden  Werthe 
1  erstrecken  ist    Es  bedeutet  also: 

2;  j^i  =  weisses  Licht  (87) 

Nach  (80)  hängt  nun  6  wesentlich  durch  den  Nenner  X  von  der 

V  V 

arbe  ab.    Setzen  wir,  was  annähernd  meist  gestattet  ist,   y  --  y 
is  unabhängig  von  der  Farbe  voraus,  so  wird  also 

e/x  =  2  E^^  sin^Jt  .  ,  (S7'j 

Drade,  Lahrbmoh  der  Optik.  21 
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wobei 

von  X  nahezu  unabhängig  ist  Bei  Vergleich  der  Formel  (ST*)  mit  der 
früheren  Formel  (78)  auf  S.  284  erkennt  man,  dass  die  Krystall- 
platte annähernd  die  (Newton'sche) Interferenzfarbe  beider 

Reflexion  an  einer  dünnen  Lichtplatte  der  Dicke  rf'/a  zeigt 
üie  Farben  weichen  aber  nierkfich  von  den  Newton'schen  Into- 
ferenzfarben  dünner  Blättchen  ab,  sobald  die  Dispersion  im  Krystall 
für  beide  Wellen  stark  verschieden  ist  Denn  dann  ist  d^  nicht 
mehr  von  jL  unabliängig.  Dies  ist  z.  B.  beim  unt^rschwefelsanren 
Strontian,  Apopliyllit  (von  den  Faröer-Inseln),  Bnicit,  Vesurian 
der  Fall. 

Zwischen  parallelen  Nicols  hat  die  Krystallplatte  stets  die 
c^)mplementäre  Farbe  zu  der  Farbe,  welche  sie  bei  gleichem  y 
zwischen  gekreuzten  Nicols  zeigt  Denn  nach  (83)  und  (85)  ergiebt 
die  Summe  der  Lichtintensitäten  in  beiden  Fällen  beständig  S  E-, 
was  nach  (87)  weissem  Licht  entspricht 

In  den  Newton'schen  Interferenzfarben  treten  bei  gewissen 
Werthen  ö  sogenannte  empfindliche  Farben  auf,  welche  stark 
variiren,  falls  ö  nur  wenig  schwankt    Eine  solche  empfindliche 
Farbe  ist  z.  B.  ein  Violett  erster  Ordnung,  welches  eintritt,  falls  6 
für  Licht  mittlerer  Wellenlänge  etwa  den  Werth  x  besitzt    Die 
Farbe  schlägt  für  eine  geringe  Vergrösserung  von  d  in  blau,  für 
eine  geringe  Verminderung  in  roth  um.  Man  kann  nun  eine  Krystall- 
platte ^45,  weldie  diese  empfindliche  Farbe  zeigt,  z.  B.  eine  parallel 
zur  Axe  gescliuittene  Quarzplatte  von  geeigneter  Dicke,  dazu  be- 
nutzen, um  Spuren  sdiwaclier  Doppelbrechung  in  einer  Platte  ^' 
zu  erkennen,   da  durch   die  letztere  sofort  die  Farbe  von  ^  ver- 
ändert wird,  falls   man  Sß  und  Sß' ,  aufeinander  gelegt,  zwischen 
gekreuzten  Nicols  betrachtet    Nocli   empfindlicher  wird   die  Vor- 
richtung, wenn  man  die  Platte  Slß  in  der  Richtung  der  Halbinings- 
linie  ihrer  Schwingungsebenen  zerschneidet  und  dann  die  beiden 
Hälften  in  ihrer  Sclmittlinie  wieder  vereinigt,  nachdem  man  zuvi^r 
eine  derselben  um  die  Normale  der  Schnittfläche  um  180^  umge- 
klappt hat  Eine  geringe  Doppelbrechung  in  der  Platte  ^'  bewirkt 
dann  eine  Farbenänderung  der  beiden  Hälften  von  ^  im  entgegen- 
gesetzten Sinne.    Diese  Vorrichtung  wird  nach  ihrem  Erfinder  die 
Bravais'sche    Doppelplatte   genannt      Man  kann  mit    ihrer 
Hülfe  leicht  z.  B.  nachweisen,  dass  der  Druck  der  Finger  genügt-, 
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um  in  einem  Glaswürfel  Doppelbrechung  zu  erzeugen.  —  Audi 
die  Auslöschungsrichtungen  in  ^'  kann  man  mit  Hülfe  einer  auf- 
gelegten Bravais'schen  Doppelplatte  ^  scharf  bestimmen. 

Die  Anwendung  der  krystalloptischen  Eigenschaften  zur  Con- 
struction  des  Babinet' sehen  oder  Senarmont'schen  Compensat^)rs 
ist  schon  oben  S.  236  besprochen  worden. 

Id.  Interferenzerschelnnngeii  Ton  Erystallplatten  in  eon- 
yergent  einfallendem,  polarlsirtem  Lichte.  Betracliten  wir  zu- 
nächst den  Fall,  dass  polari- 
sirt^s  Licht  unter  dem  Ein- 
fallswinkel i  die  Krystallplatte 
durchsetze.  Die  Brechungs- 
winkel seien  r^  und  r^  (vgl. 
Figur  92).  Die  Phasendifte- 
renz  ö  zwischen  beiden  im 
Krystall  fortgepflanzten  Wel- 
len ergiebtsich  aus  der  Figur  zu 


(f?+ 


2n  {BD 

f 


DK 
V 


fo. 


Flg.  92. 


wobei  DK  die  Projection  von 
CD  auf  die  Fortpflanzungs- 
richtung der  Welle  \]\  sein  soll.    Nun   ist  BD  =  <i\roR  r^ ,   BC  = 
'^loos  rj,  DK=  CD  sin  %  =  {BC  ftin  r^  —  BD  »in  r^)  -nti  ?',  dalier 

1  W         y  1 1  /  cos  r|         \         I  1 2/  ^''»^  ''2' 


Da  nun  nach  dem  Brecliungsgesetz  ist 


80  wird 


sm  % 
2n 


sin  i\ 

I', 


*         27t     ,    (ros  r-i         cos  Tx  \ 


(88) 


Führt  man  nun  die  Winkel  g^  und  g^  ein,  welche  die  Wellen- 
normale im  Krystall  mit  den  optischen  Axen  desselben  bildet,  so 
kann  man  nach  den  Gleichungen  (29)  auf  S.  298  Kj  und  K,  rational 
dnrch  a^  +  c^  und  a^  —  c^  ausdrücken.  Beschränkt  man  sich  auf 
erste  Ordnung  in  a^  —  c^,  was  bei  der  Kleinheit  der  Doppelbrechung 
bei  den  in  der  Natur  vorkommenden  Mineralien  st^ts  zulässig  ist, 

21* 


324  Kapitel  HL 

SO  wird 

j.       n       d       ä^^e^ 
(89)  ^  =  f  •  eösl-  /aM-_c»\%  *^  ^^  ^'^  ^^  ' 

Hierin  bezeichnen  ^,  und  ^2  die  Winkel,  welchen  eine,  gleich- 
gültig welche,  der  beiden  gebrochenen  Wellennormalen  mit  den 
optischen  Axen  einschliesst;  r  bedeutet  den  Brechungswinkel  für 
eine  der  gebrochenen  Wellennormalen,  es  ist  also  dieosr  der  im 
Krystall  zurückgelegte  Weg.  (Wegen  der  Beschränkung  auf  erste 
Ordnung  in  a^  *—  c^  kann  man  BD  =^  BG  setzen.) 

Führt  man  die  Hauptbrechungsindices  n,  und  w,  des  Krystalls 
ein,  und  nennt  n  den  Mittelwerth  derselben,  so  ist 

W    ^=Xcosrir'^'^^^  Sin  g^==j^^^{fH  —  n,)  Sing,  sing,. 

Zwischen  Polarisator  und  Analysator  zeigt  die  Krystallplatte 
annähernd  die  durch  (81)  ausgedrückte  Lichtintensität,  wenn  man 
w(»nigstens  absieht  von  den  an  den  Grenzflächen  des  Krystalls 
durch  die  Brechung  herbeigeführten  Amplitudenänderungen. 

Von  besonderem  Int;eresse  ist  nun  der  Fall,  wenn  man  im  Ge- 
sichtsfelde gleichzeitig  die  Wirkung  vergleichen  kann,  welche  ver- 
scliiedene  Einfallswinkel  t  auf  die  Lichtintensität  J  heiTorbringen. 
Man  kann  dies  in  dem  in  den  Figg.  93  und  94  dargestellten  Pola- 
risationsapparate (aTeichen.  D(^r  Spiegel  A  reflectirt  das  Tageslicht 
in  den  Apparat;  es  wird  durch  die  beiden  Linsen  B  und  D  auf 
di(»  OeflFnung  eines  Diaphragmas  E  concentrirt  und  beim  Passiren 
des  Nicols  C  polarisirt  E  liegt  in  der  Brennweite  einer  (oder 
mehrerer)  Sammellinse  F,  welche  jeden  von  E  ausgehenden  Strahleu- 
kegel  in  ein  Bündel  paralleler  Strahlen  verwandelt,  die  nun  die 
Krystallplatte  G  in  allen  möglichen  Richtungen  durchdringen;  in 
{\i'Y  Figur  sind  drei  solcher  Bündel  gezeichnet.  Die  Strahlen  fallen 
auf  eine  Sammellinse  //,  die  in  ihrer  Brennweite,  im  Diaphragma  J, 
j(Mles  paralleh*  Bündel  in  cnnein  Punkte  M  vereinigt.  Durch  die 
Lujx'  K  wird  das  in  M  entst<»h(aule  Bild  vergnissert;  die  Strahlen 
müssen  aber  noch  den  Analysator  L  passiren.  Wie  aus  der  Figur 
ersiclitlich  ist, wird  die  Mitte  des  Bildes  in  J gebildet  durchstrahlen, 
welche  senkrecht  in  die  Krystallplatte  eingetreten  sind,  die  seit- 
lichen Theile  durch  Strahlen,  welche  die  Krystallplatte  in  immer 
schrägerer  Richtung  passirt  haben,  je  mehr  der  betrachtete  Punkt 
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Kaude  von  J  liegt    Wir  überseliim  so  mit  einem  Blii;k  dii; 
tri'uzfii  von  Straülcii',  "die  in  vi-rschiedtinen  RiLlitnngeii  die 
Btallplftttf-  durdi hülfen  haben. 

All  Av.i\  versrhii:denen  Pmikteo  M  des  Gesichttifeldes  vaviiit 
?hasfndifferenz  J  und  der  Winkel  ^,  welchen  die  Schwingungs- 


Pig-  BJ. 

des  Polarisatflrs  mit  einer  Schwiugungsrichtung  der  einen 
eile  im  KryctitU  bildet  Die  Punkte  des  Gresi(lit«feldey,  für  welche 
t'UDätant  ist,  bilden  eine  gewisse  Corvenschaar,  die  Carven 
eichen  Gangunterschiedes  (Isochromaten);  die  Punkt«  des 
ssichtsfeldes,  für  welche  y  cünstaat  ist,  bilden  die  Carven 
eicher  Polarisationsrichtung  (Isogyren).    Mit  Hülfe  dieser 
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beiden  CuiTenschaaren  lässt  sich  die  iiu  Gesichtsfelde  wahrgenom- 
niene  Lichtstärke  am  einfachsten  beschreiben. 

Denkt  man  sich  sämmtliche,  die  Krystallplatte  durchsetzende 
Lichtstrahlen  durch  einen  einzigen  Punkt  0  der  ersten  Begrenzungs- 
fläche der  Platte  hindurcligehend,  so  gelangt  nur  ein  Lichtstrahl 
zum  Punkte  M  des  Gesichtsfeldes.  Derselbe  schneidet  die  zweite 
Begrenzungsfläche  der  Platte  in  dem  Punkte  M'  (Spur  des  Punktes  Ml 
Wenn  wir  auf  diese  Weise  jedem  Punkte  M  der  Brennebene  einen 
Punkt  if'  der  Plattengrenze  zuordnen,  so  sind  Figuren,  deren 
Punkte  zugeordnete  sind,  einander  ähnlich.  Wir  werden  daher  uns 
jetzt  inmier  auf  die  Punkte  i/'  der  zweiten  Krystallgrenze  beziehen. 
Die  Curven  gleichen  Gangunterschiedes  werden  nun  oflfenbar  nach 
Formel  (89),  in  der  (/ :  cos  r  den  in  der  Krystallplatte  zurück- 
gelegten Weg  des  Lichtstrahls  bezeichnet,  erhalten  durch  den 
Schnitt  der  zweiten  Grenzfläche  des  Krystalls  mit  der  um  den 
Punkt  0  construirten  Flächenschaar: 


(91) 


Q  singi  sing^  =  ConsL, 


wobei  Q  den  Radiusvector  eines  Punktes  P  einer  Fläche  vom 
Punkte  0  aus  bezeichnet,  während  g^  und  «/j  die  Winkel  sind, 
welche  der  Radiusvector  q  mit  den  optischen  Axen  einschliesst 

Eine  solche  Fläche  hat  etwa  die  in  Figur  95 
gezeichnete  Gestalt,  sie  muss  in  der  Richtung 
der  optischen  Axen  asymptotisch  ins  Unend- 
liche verlaufen,  da  für  gi  =0  oder  g2  =  0 
nach  (91)  (>  =  oc  wird. 

Ist  nun  z.  B.  die  Krystallplatte  senkrecht 
zu  einer  optischen  Mittellinie  geschnitten, 
d.  h.  zu  einer  in  der  Ebene  der  optischen 
Axen  liegenden  optischen  Symmetrieaxe,  so 
sind  die  Cnrven  gleichen  Ganguntersehiedes 
Icmniscatenartige  Kurven,  deren  Pole  A^y  A2 
die  optisclit^n  AxiMi  sind.  Betracbten  wir  die  Platte  zwischen  ge- 
kreuzten Nicols,  so  <?ilt  die  Formel  (85).  Bei  Beleuchtung  mit 
liomogenem  Licht  zeichnen  sicli  die  Curven  gleichen  Gangunter- 
sehiedes, für  welcln^  ö  =^  2h  n  ist,  als  schwarze  lemniscatenartige 
Curven  ab.  Bei  einfallendem  weissen  Tiicht  erscheinen  diese  Curven 
als  solche  gleicht^r  Farbe  (daher  Isochronmten  genannt),  und  zwar 
treten  annähernd  die  Newton'schen  Interferenzfarben  auf.  Doch 
entstehen  aus  dem  oben  S.  322  genannten  Grunde  Abweichungen 


Opliuche  EigensdiafU'ü  du ri'h  sichtiger  Krjstulle. 
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ilavou  bei  eiriigea  Krystalleu,')  auch  («mplicirt  hicU  hier  die  ganze 
iusctieiniing  durch  die  Uispei-sioii  der  ojitiKchen  Äxeii,  d.  h.  durch 
ilit-  Ei-scheiouug,  duss  die  Spur  der  optischen  Axeii  im  luterferenz- 
bihle  mit  der  Farbe  variirt.^)  Bei  einigen  Krystallen  (Brookit) 
kummt  es  sogar  vor,  dass  die  Ebene  der  optischen  Axeii  bei  Ver- 
itiiderung  der  Farbe  in  eine  seukreclite  Lage  umschlägt.  Durch  die 
I'ispei'sion  der  optischen  Axeu  kann  die  Form  der  Isochromaten 
hfi  einralleudem  weisaen  Licht  bedeutend  verändert,  werden.  Das 
^Miize  Gesichtsfeld  wird  nun  noch  gemäss  (85)  von  einer  schwarzen 
rui-ve  durchzogen,  nämlich  der  sogenaanten  Haiiptisogyre,  fiir 
welche  sin  2if"=  t}  ist.  Wenn  die  Ebene  der  optisc'lieu  Axen  nüt 
der  Polarisatiüusebene  des  Analysators  (oder  Polarisators)  zusani- 
meiitallt  (sogenannte  erste  Hanptlage),  ist  diese  Hauptiaogyre 
fin  schwarzes  Kreuz,  dessen  einer  Balken  durch  die  optischen  Axen 


gellt,  während  der  andere,  dazu  senkrechte,  dui'ch  die  Mitte  des 
Gesichtsfeldes  geht    Denn  für  alle  Punkte  P  dieses  Kreuzes  liegen 

ich  der  auf  S.  299  angegebenen  Construction  die  Polar isations- 
ihtuugen  H,  und  Bj  parallel  und  senkrecht  zur  Verbindungslinie 
t  J2  der  optischen  Axen.  Mau  erhält  daher  das  in  Figur  96  dar- 
tellte  Interferenzbild. 

1)  BesoDdon)  «uffklleod  sind  die  Ringe  in  Äpophyllit  vou  den  Fatöer-InHelu 
B  Feonah  in  Ostindien.    Die  Kingo  eiod  alle  gleich  getBrbt  und  zwar 

reohitelnd  dankel  violett  rind  schmutzig  gelb.  Diese  Äpophyllit«  sind  posi- 
I*  doppelbrechead  (ur  rothes  Licht,  negativ  für  blaues  Licht,  lur  gelb  haben 
I  knoe  Doppelbrechung. 

2)  Vgl  hierüber  da»  Nähere  bei  M  asc  a  rt ,  Trait«  d'Oplique,  T.  2,  p.  173—190. 
■  Im  Seignctteiialz  betrügt  dw  Winkel  der  optischen  AxL-n  für 

i  76'  ffif  Violett  aber  m". 


328 


Kapitel  III. 


^x 


In  der  sogenannten  zweiten  Hauptlage  der  Krystallplattef 
wenn  nämlich  die  Ebene  der  optischen  Axen  -4, ,  A2  den  Winkel  45' 
mit  der  Polarisationsebene  des  Analysators  bildet,  sind  die  Haupt- 

isogyren  hyperbelartige  Bü- 
schel, welche  durch  die  opti- 
schen Axen  gehen.  Man  erhalt 
daher  das  in  Figur  97  dar- 
gestellte Bild.  Annähernd  kann 
man  die  Gleichung  der  Hanpt- 
isogyre  ableiten,  wenn  man  bei 
beliebiger  Lage  des  Punktes  P 
auf  der  Erystallplatte  die  den 
Winkel  A^PA2  halbirende  Linie 
PB  als  die  eine  Polarisations- 
richtung  H  im  Krystall  auf- 
fasst«)  (vgl  Figur  98).  Die 
Coordinatenrichtnngen  Xj  y 
mögen  in  die  Polarisations- 
ebenen des  Analysators  uud 
Polarisators  gelegt  sein.  Bezeichnet  man  die  Strecken  PA^^h^ 
PA.j^  =  /^,  Ay  A2  =  /,  so  ist 

BAy  :  BA^  =  /i  :  /2 »     ^^'h  +  ^^2  =  ^ 
d.h. 

(92) 


Flg.  98. 


^^-  =  /.  +  /,'- 


Ferner  folgt,  aus  Dreieck  AyBP: 

(93)  sin  a  :  mn  ^  A^BP  =  BAi  :  ly  , 

Nun  ist  aber  für  die  Hauptisogyre  ^  AyBP=  45 ^  da  die  Verbin- 
dungslinie ^,^2  ^^^*  optischen  Axen  den  Winkel  45^*  mit  den  Coordi- 
natenriclitungen  bilden  sollen  und  für  die  Hauptisogyre  die  Linie  PB 
mit  dei'  //-Axe  [)arallel  laufen  soll.    Es  ist  also  nach  (92)  und  (93) 

Ferner  folgt  aus  Di'eieck  A^PA^^: 

/•i=:  //i   ;    i^i...  21^1^  cosfp  =  (/,        L^)^  I-  ^/,/^  sin^a, 

1)  Nach  (ier  oben  S.  209  gegebenen  Regel  ist  dieH  nur  annähernd  richtig. 
Die  Aufgabe  ist  strenger  durchgeführt  in  Winkelmann's  Hdb.  d.  Phys. 
Optik,  S.  726  fl. 


(94) 


bin  a  -- 


mmm 


0[iti»('he  EijrcnBtlinfttii  iliitchHictillgvr  Krystiillt- 


nacU  ('.Ml: 


:iiian  mm  die  Coüi-fliiuitfii  der  optihrlieii  A-XetilHiiiktc  .1,   und 


{x  -  ,>r-  +  (,j  - 

I)  wird: 


/')-',    /i^=(^  +  /')^+(tf +  /-)-,    l'=--Hl>-' 


j:;,=p\  (96) 

eilt  aber  eine  gleichaeitige  Hyperbel  dar,  welche  durch  die 

optischen  Axen  A,  und  Jj  geht  und  welche  die  C-inrdinateii- 

Igeii  zu  Asymptoten  hat. 
R»<e  die  Interferenzfigur  durchziehenden  schwarzen  Haupt- 
fsa  sind  sehr  geeignet,  den  scheinbaren  Winkel  der  oiitisclien 
nitfNSeu,  d.  h.  denjenigen  Winkel,  welchen  zwei  aus  der 

austretende  Welli^nnünnalen  mit  einander  bilden,  welche  im 


Flg.  W, 

(  derselben  in  den  Richtnngeii  der  uptis<.'hen  Axen  verlaufen 
1  dem  Brechnngsgfsetz  findet  man  dadurcii  den  Winkel 
fischen  Axen  seihst,  wenn  man  die  mittlere  Haiiptliclit- 
indigkeit  h  im  Krystall  kennt.-  Man  ermittelt  den  schein- 
Viakel  der  optischen  Aien,  indem  maii  die  Krystallplatte 
[•  Ebene  der  optischen  Axeu  senkret^hte  Axe  dreht  und 
Ipuren  der  optischen  Aien  nacheinander  in  die  (durch 
retu  inarkirte)  Mitte  des  Gesichtsfeldes  bringt    Dm- 
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Drehungswinkel  wird  an  einem  Theilkreise  abgelesen.  Die  zu 
diesem  Zweck  construii-ten  Polarisationsapparate  heissen  Axen- 
Winkelapparate  oder  Stauroskope. 

Bei  einaxigen  Krystallen  hat  eine  Fläche  gleichen  Gaugunter- 
Unterschiedes  (d  =  const.)  die  in  Figur  99  gezeichnete  Grestalt  Bei 
einer  senkrecht  zur  optischen  Axe  geschnittenen  Platte  sind  die 
Isochromaten  concentrische  Kreise  um  die  optische  Axe,  die  Haupt- 
isogyre  bildet  bei  gekreuzten  Nicols  ein  schwarzes,  rechtwinkliges 
Kreuz.  Man  erhält  daher  das  in  Figur  100  dargestellte  Interferenz- 
bild.  Aus  der  Messung  der  Ringdurchmesser  kann  man  die  Differenz 
der  beiden  Hauptbrechungsindices  des  Kiystalls  erhalten. 

Betreffs  der  Unterscheidung  des  Characters  der  Doppelbrechung 
vermöge  eines  aufgelegten  Gypsblättchens,  dessen  6  =  j«/2  beträgt, 
sowie  über  andere  specielle  Fälle  vgl.  Liebisch,  phys.  Krystallogr., 
oder  Winkelmann,  Hdb.  d.  Phys.  Optik. 


Kapitel  IT. 

Absorbirende  Körper, 

1.  Elektromaguetische  Theorie.  Unt-er  absorbirenden  Kör- 
pern versteht  man  solche,  in  denen  das  Licht  eine  Schwächung  er- 
leidet, die  um  so  bedeutender  ist,  je  länger  der  in  dem  Körper 
vom  Licht  zurückgelegte  Weg  ist  Durch  besonders  starke  Licht- 
absorption zeichnen  sich  die  Metalle  aus.  Nach  der  elektromag- 
n(,4isclien  Tlieorie  lässt  sich  Absorption  bei  allen  Körpern  erwarten, 
welche  keine  vollkommenen  Isolatoren  sind.  Denn  die  durch  Leitung 
entstehenden  elektrischen  Ströme  erzeugen  Joule'sche  Wärme, 
di^i'en  Energie  nuiss  also  für  die  stralilende  Energie  des  Lichtes 
verloren  gehen. 

Ergänzen  wir  jetzt  zunächst  die  oben  S.  248  ff.  gegebene 
elektromagnetisclie  Theorie  für  einen  unvollkommenen  (isotropen) 
Isolator,  d.  h.  einen  Körper,  der  ausser  einer  Dielektricitäts- 
constante  e  auch  noch  eine  elektrische  Leitfähigkeit  o  besitzt. 
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Bezeichnet  man  die  Coniponenten  der  Stromdichte  wie  früher 
^^Jx>i»>i^  (nach  elektrostatischem  Maasse),  so  ist  für  unvoll- 
kommene Isolatoren  zu  setzen: 

Die  Strömung  setzt  sich  nämlich  zusammen  aus  den  Ver- 
schiebungsströmen, die  wir  früher  (cf.  Formeln  (17)  auf  S.  249) 
allein  berücksichtigt  haben,  und  den  Leitungsströmen.  Diese  be- 
dingen in  (1)  die  Zusatzglieder  aX,  oY,  aZ.  Misst  man  Stromdichte 
und  elektrische  Kraft  nach  elektrostatischem  Maasse,  so  wird 
auch  0  die  absolute  elektrische  Leitfähigkeit  nach  elektrostatischem 
Maasse  genannt  Sie  hat  für  Quecksilber  den  Zahlwerth') 
ö-=9,56  .  10 *^ 

Die  Formeln  (1)  enthalten  die  einzige  Erweiterung,  welche 
an  der  bisherigen  Theorie  vollkommener  Isolatoren  anzubringen 
ist  Für  jeden  Körper  werden  nämlich  die  früheren  Formeln  (7)  und 
(11)  der  S.  245,  247  als  Grundformeln  der  MaxwelTschen  Theorie 
festgehalten.  Dies  ergiebt,  falls  die  Magnetisirungsconstante  /i 
gleich  1  gesetzt  wird,  sodass  4jt8x  =^  ^^Iht  etc.  ist,  die  beiden 
Systeme: 


4nj\r  öy        hß      4njy  ha        by      4njx   hß        ha 

e            hy        hx^  e            hx        hx^        c             hx        hy^ 

^ha^hr_hZ  Ihß^hZ^^hX      löy^öX^öF 

c    ht        hx        hy  ^  e  ht        hx         hx  ^     e   ht         hy         hx 


(2) 
(3) 


Dass  wir  auch  jetzt  die  Magnetisirungsconstante  fi  der  ab- 
sorbirenden  Körper  gleich  1  setzen,  könnte  zunächst  bedenklich 
erscheinen,  da  unter  die  absorbirenden  Körper  auch  die  stark 
"magnetischen  Metalle  Eisen,  Nickel,  Kobalt  fallen.  Indess  ergiebt 
sich  einerseits  aus  der  Erfahrung,  dass  nach  dem  optischen  Ver- 
halten für  alle  Metalle  die  Magnetisirungsconstante  gleich  1  zu 
setzen  ist  bei  Lichtschwingungen, 2)  andrerseits  führt  auch  die 
Theorie  dazu,  wie  näher  im  Kapitel  VII  ausgefühii;  wird. 

1)  Dieser  Zahlwerth  hat  die  Dimension  einer  reeiproken  Zeit.  Als  Zeit- 
^^eit  ist  dabei  die  sec.  angenominen. 

2)  In  der  „Physik  d.  Aethers",  Stuttgart  1894,  S.  547  fl*.  habe  ich  die  all- 
?6öieinereii  Gleichungen  für  beliebige  Magnetisirungsconstante  entwickelt  und 
^*'geth«n,  dass  sie  nach  dem  optischen  Verhalten  des  Eisens  den  Werth  1 
^D  moss. 
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Die  Greiizbedingiingen  für  den  Uebergang  des  Lichtes  aber 
die  Grenze  zweier  verschiedener  (absorbirender)  Medien  sind  nach 
den  allgemein  geltenden  Schlüssen,  wie  sie  oben  S.  250  angefühlt 
sind,  in  der  bisherigen  Form  enthalten: 

(4)  X,  =-X2,   Fl  =  Y^y  Ol  =02,  /9,  =ft, 

falls  die  xy-Ebene  zur  Grenze  parallel  liegt 

Die  Gleichungen  (1)  bis  (4)  bilden  die  Tollständige  Grundlage 
für  die  elektromagnetische  Theorie  isotroper  absorbirender  Medien. 

Zur  Integration  der  Diflferentialgleichungen  schreiben  wir 
analog  wie  oben  S.  268: 

(5)  .Y  =  Ac'  ?  {i-((^  +  ^J  +  ^*)), 

wobei  hier  nicht  nur  A,  sondern  eventuell  auch  fi,  r,  x  complexe 
Grössen  sein  sollen.  Die  eigentliche  Bedeutung  von  X  ist  der 
reelle  Theil  der  in  (5)  hingeschriebenen  complixen  Grösse.  Wir 
kr»nnen  aber  auf  diese  physikalische  Bedeutung  von  ^Y  zum  Schluss 
der  Rechnung  wieder  zurückgreifen,  und  erhalten  für  die  Rechnung 
selbst  eine  bedeutende  Vereinfachung,  wenn  wir  X  nach  (5)  jener 
complexen  Grösse  direkt  gleiclisetzen.  Nach  (5)  ergiebt  sich  nämlich: 

hX  .  27t  -y 

sodass  unsere  Gleichungen  (1)  übergehen  in 

^,,  .         e--i,2oT  bX      . 

i(>)  J^-=--:fn —  ¥'^^^- 

Der  ^anze  Unterschied  isotroper  durchsichtiger  und  absorbirender 
Medien  liegt  dann  nur  darin,  dass  die  reelle  Constante  £  der 
durchsichtigen  Körj)er  bei  absorbirenden  durch  eine  complexe 
(konstante 

(7)  e  =-  t       i  20  T 

ersetzt  wird.  Alle  unseren  früheren  Fonmdn  kimnen  wir  anwenden, 
sobald  wir  nur  t  durcli  b   ersetzen. 

So  ist  z.B.  (nach  den  Formeln  (3)  der  S.  255): 
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Dies  liefert  nach  (5): 

Da  £  complex  ist,  so  können  daher  auch  fi,  v,  jr  nicht  alle  drei 
reelle  Grössen  sein.  Dadurch  prägt  sich  aber  stets  eine  Licht- 
absorption, d.  h.  Schwächung  der  Amplitude,  aus.    Setzen  wir  z.  B. 

^  =  1;  =  0,  jr  =  -^-y—,  wobei  x  und  V  reell  sein  sollen,  so  wird 
nach  (5) 

Z  =  ^  e  —  ^^*  X  .  c*'  ^^  (r  -  a) ,  (10) 

wobei 

Z=T.  V 

gesetzt  ist  Die  Gleichung  (10)  sagt  aber  aus,  dass  nacli  Durch- 
eilen der  Strecke  2.   (Wellenlänge)   die   Lichtaniplitude  im  Ver- 

hältniss  e  ^^^  abgenommen  hat  x  wird  daher  der  Ab- 
sorptionsindex genannt 

Der  Ansatz  (10)  würde  zu  machen  sein,  falls  Licht  aus  Luft 
senkrecht  in  einen  absorbirenden  Körper  einfällt.  V  ist  die  Ge- 
schwindigkeit des  Lichtes  im  Körper,  2,  die  Wellenlänge  in  ilim. 
Nennt  man  das  Verhältniss  c:  V^-=7i  den  Brechungsindex  des 
Körpers,  da  es  das  Verhältniss  der  Lichtgeschwindigkeiten  im 
Vacuum  (die  wir  mit  der  in  Luft  identificiren  können)  und  im 
Körper  bedeutet,  so  ist  nacli  (9) 

s'  =ni{\    -x^  —  2ix), 

d.  h.  n^  (1  -  x2)  =:e,    nhc^öT.  (11 ) 

Durch  diese  Relation  würde  also  Breclmngs-  und  Absorptions- 
index sich  aus  den  elektrischen  Constanten  bestinmien.  Wir  werden 
zwar  unten  sehen,  dass  die  Relation  (11)  numerisch  nicht  bestätigt 
wird,  indess  ist  hier  zunächst  die  Hauptsaclie,  dass  ein  complexer 
Werth  von  a  thatsächlich  Lichtabsorption  bedingt,  und  dass  man 
den  reellen  und  imaginären  Bestandtheil  von  t  ersetzen  kann  nach 
der  Gleichung  (11)  durch  die  physikalisch  anschaulicheren  Begi'iflFe 
des  Brechungs-  und  Absorptionsindex. 

2.  Reflexion  an  Metallen.  Wir  benutzen  die  frühere  Be- 
zeichnnngsweise  der  S.  259  u.  flF.  Es  soll  linear  polarisirtes  Lidit  ein- 
fallen, dessen  Polarisationsebene  unter  45^  gegen  die  Einfallsebene 
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geneigt  sei.  Dann  ist  Ep  =  E»,  Wir  können  vollständig  jene 
Entwickelungen  auch  hier  benutzen,  wenn  wir  nur  die  dortige 
reelle  Constante  b  ersetzen  durch  einen  complexen  Werth  b\  <jp  be- 
deutet den  Einfallswinkel  des  Lichtes,  x  ist  eine  coniplexe  Grösse, 
welche  sich  aus  q>  bestimmt  durch: 

(12)  s*nx=     rV' 

Nach  (27)  auf  S.  264  ergiebt  sich  dann  das  Verhältniss  der 
(complexen)  Amplituden  des  reflectirten  Lichtes  zu: 

(13)  Jp  =  p.,^*^=-^^^i5P-±Ä). 

Es  bedeutet  hier  q  das  Verhältniss  der  reellen  Amplituden  derp- 
und  s-Componente  des  reflectirten  Lichtes,  A  die  relative  Pliasen- 
differenz  beider  Componenten,  wie  man  sofort  erkennt,  wenn  man 

Rp  =  /?^  .  c*'^^',  Rg  =  i?5 .  c*^*  setzt,  worin  /<p,  /?„  dp,  6,  reelle 
Grössen  sind.    Es  ist  dann 

(14)  Q  =  Rp:Rs,    A  =  6p  —  6s. 

Da  die  rechte  Seite  von  (13)  eine  complexe  Grösse  ist,  so  isi 
auch  J  von  Null  verschieden.  Einfallendes  linear  polarisirtes 
Licht  wird  also  durch  Reflexion  an  einem  Metall  zo 
elliptisch  polarisirtem. 

Nach  (13)  folgt. 

1  -f  (>  •  ^       «*w  <p  stn  X 

1  —  (t  .  e*  cos  fp  eos x 

F^rsetzt  man  hierin  x  durdi  rp  und  s   gemäss  (12),  so  ent-steht: 

^r^\  \  -\'  Q  ,c*^^      sinifigtp 

1  —  Q  ,c  y  e  —  sin^  <p 

Für  r/5  =  0  ergiebt  sicli  daher  (>  .  e*    =^  —  1,  (L  h.  J  — «'. 

Q  =  —  1 ;  für  r/)  =  "l^  ergiebt  sicli  q  .  e^^  =  -\-  \^  iL  \\,  A  ^^  0, 
(>^=^  1.  Die  relative  PliasendilFerenz  A  im  reflectirten  Lichte,  (1.  h. 
auch  seine  Ellipticität,  verscliwindet  daher  für  senkrechte  und  für 
streifende  Incidenz.  Derjenige  Einfallswinkel  ^,  für  welchen  die 
relative    Phasendift'erenz   A    den    Wertli   "j^   annimmt,    wird   der 

Haupteinfallswinkel   (p   genannt.     F'ür   ihn   ist  also   r'^  =  i, 
daher  nach  (15): 
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1  —  i  .~Q        t/7*  —  sin^  (p  ^     ' 

nltiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  ihrer  complex  conjugirten 
ang 

1  —  i ,  (}  sin  ip  .  tg  (p 

1  -\-  i  .  g        V^'  —  **^^  ^ 

f"  der  complex  conjjigirte  Werth  zu  a  bedeutet,  so  entsteht 
r  linken  Seite  1.  Der  Haupteinfallswinkel  ist  also  durch  die 
ung  bestimmt: 

fp,tg*(p  =  n^(l  +  9c2)2  —  2]n'2  {1  —  x^)  sin^  ^  +  sin*  <p.  (17) 

ir  numerische  Berechnungen  braucht  man  fast  stets  nur  das 
Glied  der  rechten  Seite  zu  berücksichtigen,  da  bei  allen 
m  n^  (1  +  x^)  einen  erheblich  über  1  liegenden  Werth  hat, 
ischen  8  bis  30  liegt    Mit  dieser  Annäherung  wird  einfach 

sinq>  tgq)  =  n  '^1  +  x^ .  (18) 

an  erhält  diese  Annäherung  direct  aus  (15),  wenn  man  im 
*  der  rechten  Seite  am^tp  neben  ^  vernachlässigt    Da  nach 

t 

y^  =n{l  —  ix) ,  (19) 

d  dann  (15)  zu 

1  -\-  Q  ,e^     ^^  sifKptg  <f  /20\ 

bt  man 

Q  =  tgn>,  (21) 

eutet  ^  das  Azimuth  der  Polarisationsebene  des  reflectirten 
3  gegen  die  Einfallsebene,  falls  es  durch  irgend  ein  Mittel, 
inen  Babinet'schen  Compensator  (vgl.  oben  S.  237)  wieder 
polarisirt  gemacht  ist  Daher  heisst  V'  das  Azimuth  der 
rhergestellten  Polarisation. 
5  lässt  sich  nun  leicht  die  Beziehung  ableiten: 

1  —  Q  e  cos  2tp  —  t  sin  A  sin  2  \p 

*   ,         iA  i  +  cos  d  sin  2\p  ' 

aus  (20)  ableitbar  ist: 
X  =  sin  A  ig  2tp , 


.                  cos  2tv 
n=  sin  w  ig  w  ^  , .^.  ^-  , 

n^  (i+  x^)  =  stn^w  tg^w  '  -  :         ^-  .    o 
^*        ^  ^   ^    ^     1  -\-  cos  J  8tn  2\p 


(22) 
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Nach  diesen  Formeln  lassen  sich  die  optischen  Gonstanten 
n  und  X  eines  Metalls  aas  Beobachtung  des  reflectirten  Lichteg 
{ip  und  J)  in  meist  genügender  Annäherung*)  finden. 

Für  den  Haupteinfallswinkel  9)  =  ^  nennt  man  tp  das  Haupt- 
azimuth  ip.    Aus  der  ersten  Formel  (22)  folgt 

(23)  x  =  ig2iß. 

Um  umgekehrt  zf  und  y)  aus  den  optischen  Gonstanten  n 
finden,  setze  man 


(24) 


tgP^.^J.±^,     tgQ 

^  stn  iptg  <p  ^    ^  ^ 


x: 


Dann    ergiebt   sich   aus    (20),    da   die   rechte  Seite    den  Wertk 

cotg  P .  e*^  hat: 

tg  A  =  sitiQig  2P, 
cos  2tp  =  cos  Q  sin  2P. 


(25) 


Als  ßeflexionsv  er  mögen  des  Metalles  bezeichnet  man  das 
Verhältniss  der  reflectirten  Lichtintensität  zu  der  einfallenden 
lächtintensität  beim  Einfallswinkel  rjn  ==  0.  Nach  Formel  (26)  auf 
S.  263  ist  in  diesem  Falle,  da  n  hier  durch  n  (7  —  ix)  zu  erseteen 
ist  [cf.  Formel  (19)]: 

Up  _Rp.c^fi  __n{l-^  ix)  —  / 
Kp  ~  Kp        '"  n  [1  -  ix)  +  /  * 


(20) 


Multiplicirt  man  diese  Gleiclning  mit  ilirer  complex  c^mjugirten, 
so  erhalt  man  den  Wertli  des  Rettexionsvermögens  It  zu: 


(27) 


Da  bei  nllen  Metallen  2)1  klein  im  Vergleich  in  n^  (;  +  x*) 
ist,  so  ist  //  naliezn  gleicli  1 ,  d.  li.  das  Refl(»xionsvermögen  sehr 
horJi.  Man  bezeirlinet  dieses  starke  Reflexionsvermögen  der  Metalle, 
w(4cli(»s  bei  Silber  z.B.  95%   erreiclit,   als  Metallglanz. '')    i)er- 

1)  Strengere  Formeln,  welche  siii'^tp  nicht  neben  f'  vernachlaAsigfn, 
sind  in  Winkelmann,  ITdb.  d.  Phys.  ()j)tik,  S.  S22tt'.  enthalteD. 

2)  Dass  dieser  in  der  That  nur  durch  iIum  hohe  lieflexionsvermogen  be- 
wirkt wird,  kann  man  deutlich  daran  erkennen,  dasH  auch  eine  Luftblase  unter 
Wasser,  aq  der  das  Licht  total  reflectirt  wird,  wie  ein  metallisch  glänzender 
Quecksilbertropfen  aussieht 


..i 
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dbe  ist  um  so  stärker,  je  grösser  der  Absorptionsindex  x  des 
letalis  ist.  Da  x  mit  der  Farbe  variirt,  so  besitzen  einige  Metalle, 
ie  besonders  Grold  und  Kupfer,  eine  ausgesprochene  Färbung, 
ieselbe  erscheint  z.  B.  roth,  wenn  das  rothe  Licht  stärker,  als  die 
ideren  Farben  reflectirt  wird.  Annähernd  ist  daher  die  Ober- 
ichenfarbe  des  Metalles  complementär  zu  der  Farbe  des  durch- 
ähenden  Lichtes.  Um  letzteres  überhaupt  wahrzunehmen,  bedarf 
j  allerdings  äusserst  dünner  Metallschichten,  die  nur  wenige 
ausendstel  Millimeter  dick  sind.  In  so  geringen  Dicken  erscheinen 
ber  thatsächlich  Goldschichten  grün  durchsichtig. 

Lässt  man  das  Licht  zwischen  zwei  Spiegeln  des  gleichen 
Körpers  wiederholt  hin  und  her  reflectiren,  so  wird  ihre  Farbe 
esättigter,  da  die  am  stärksten  absorbirte  Farbe  durch  die  wieder- 
olten  Reflexionen  viel  weniger  geschwächt  wird,  als  die  anderen 
'arben.  Dieses  war  auch  das  Mittel,  mit  Hülfe  dessen  Rubens, 
'ichols^)  und  Aschkinass^)  Wärmestrahlen  von  der  grössten 
isher  beobachteten  Wellenlänge  isolirt  haben.  Ein  Auerbrenner 
hne  Glascylinder  wurde  als  Strahlungsquelle  benutzt,  nach  fünf- 
laliger  Reflexion  an  Sylvin  ergab  sich  eine  annähernd  homogene 
trahlung  der  Wellenlänge  (in  Luft)  X  ==  0,061  mm,  der  grössten 
isher  nachgewiesenen  Wellenlänge  einer  Wärmestrahlung.  Das 
eflexionsvermögen  des  Sylvins  für  diese  Strahlen  ist  R  ==  0,80, 
h.  80%.  Auch  durch  vielfache  Reflexion  an  Steinsalz,  Flussspath, 
narz  kann  man  langwellige  Wärmestrahlen  isoliren. 

Von  den  durch  metallische  Reflexion  entstehenden  Oberflächen- 
rben  sind  wohl  zu  unterscheiden  die  Farben,  welclie  massig  ab- 
rbirende  Körper  mit  rauher  Oberfläche  zeigen,  z.B.  gefärbtes 
ipier, -pulverisirtes  farbiges  Glas  etc.  Diese  Körper  erscheinen 
L  diffus  reflectirten  Lichte  gefärbt,  weil  das  Licht  zum  Theil 
ät  aus  inneren  Theilen  des  Körpers  reflectirt  wird  und  daher 
r  auswählenden  Absorption  des  Körpers  unterliegt..  In  diesenFällen 
die  Farbe  im  durchgehenden  und  reflectirten  Licht  die  gleiclie, 
*ht  die  complementäre',  wie  annähernd  bei  den  Metallen. 

3,  Die  optischen  Constanten  der  Metalle.  Die  optischen  Coii- 
inten  n  und  x  eines  Metalls  kann  man  nach  den  Formeln  (22) 
perimentell  bequem  bestimmen,  wenn  man  die  Schwingungsellipse 


1)  Rubens  und  Nichols,  Wied.  Ann.  60,  8.  418,  1897. 
2]  Rubens  und  Aschkinass,  Wied.  Ann.  65,  S.  241,  1898. 
Drude,  Lehrbach  d.  Optik.  22 
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des  reflectiiten  Lichtes  bei  einfallendem  linear  polarisirten  Lichte 
niisst,  d.  li.  A  und  ^  bestimmt  nach  der  oben  8. 235  u.  ff.  beschriebeoen 
Methode  mit  Bab  inet'schemCompensator  und  analysirendem  KiooL 
Man  mnss  nur  darauf  achten,  dass  die  Metalloberfläcbe  mögliche 
rein  sei,  weil  Verunreinigungen  derselben  (OberflächenschichteD) 
stets  den  Haupteinfallswinkel  zu  klein  erscheinen  lassen.^)  Die 
folgende  Tabelle  enthält  einige  Zahlwerthe,  die  ich  durch  Refleiiüii 
an  möglichst  reinen  Metallflächen  für  gelbes  Licht  erhalten  habe: 


71X 


n 


<P 


V 


R 


3,07 

1- 

'   0,18 

75042' 

43«3ö' 

!  95,3''/9 

2,82 

.   0,37 

72018' 

41039' 

85,K 

4,20 

2,00 

78030' 

32035' 

7Ö,1  ., 

2,02 

0,04 

71035' 

38057' 

73,2 ,. 

3,40 

2,41 

7703' 

27049' 

58,5., 

2,01 

0,005 

71019' 

44058' 

99,7,, 

4,9<) 

1   1,73 

79034' 

35043' 

78,4  , 

Metalle 

Silber  .... 
Gold  .... 
Platin  .... 
Kupfer  .  .  . 
Stahl  .... 
Natrium  .  .  . 
(iueck8in)er  .    . 


Das  Reflexi(msvermög(^n  U  ist  nicht  direct  beobachtet  worden, 
sondern  nadi  (27)  berechnet. 

Die  optischen  konstanten  kann  man  auch  durch  BeobachtnngHi 
im  (lurchgt*li(Miden  Liclite  feststellen.  Durch  Messung  der  Absürpti«»n 
in  einer  dünnen  S<'hiclit   der  Dicke   </  erhält   nmn,   wie   aus  it<»' 
li(*rvor<reht,   einen  Wertli   für  tc-.jl^   falls   X   die  Wellenlänge  im 
Metall  bedeutet.     Da  nun  ;.  =  /»> :  n,    falls  Xo  die  Wellenlänge  in 
Luft  ist,  so  erliält  man  also  i/x,  da  Xn  bekannt  ist.    An  den  Grenzen 
der   dünnen  Metallschicht  treten   aber  bedeutende  Schwächungen 
durch  Refl(»xi(Ui  ein.    Um  deren  Wirkung  zu  eliminiren,  vergh-iclit 
man   zweckmässi<r   die  Absorptionen   in   zwei   verschieden   dicken 
Schichten.  Die  Reflt^xiousverluste  sind  dann  in  beiden  Fällen  nahezu 
dieselben,    sodass    man   aus   der   \'(^rscliiedenheit   der  Absorption 
direct  auf  nx  scliliesst.    Die  Beobachtunjren  leiden  an  der  Schwierijr- 
k(Mt,  h'iclierfreie,   ^leichmässig   dicke  Metallschichten  von  wenigen 
Tausendstel   Millimet(*r   Dicke   Jierzust eilen.     Daher    fällt    nx  bei 
diesen  Durchtranjrs-Biobaclitun<ren  meist  kleiner  aus,  als  nach  der 


1)  Das  Nähere  hU-rüher  vgl.  Ini  P.  Drudi«.  Wied.  Ann.  3ü,  S.885,  1S!S9. 
:iii,  S.  4b  1.  Ib90. 
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eflexionsmethode, ^)  in  einigen  Fällen-)  (bei  Silber,  welches  man 
Thältnissmässig  einfach  auf  nassem  Wege  auf  Glas  niederschlagen 
mn)  stimmt  aber  das  aus  der  Absorption  berechnete  nx  gut  über- 
tt  mit  dem  aus  der  Reflexion  berechneten. 

Der  Brechungsindex  n  kann  analog  wie  bei  durchsichtigen 
edien  aus  der  Brechung  durch  ein  Metallprisma  gefunden  werden,^) 
ir  bedarf  es  sehr  geringer  Prismenwinkel  (Bruchtheile  einer  Bogen- 
innte),  damit  das  Licht  überhaupt  noch  in  merkliclier  Intensität 
irch  das  Metallprisma  hindurch  geht.  Seitdem  es  Kundt^)  ge- 
ngen  ist,  geeignete  Metallprismen  herzustellen  (meist  durch  Elek- 
olyse  auf  platinirtem  Glase),  sind  mehrfach^)  die  Brechungsindices 
)n  Metallen  in  dieser  Weise  bestimmt  worden.  Die  Herstellung 
T  Prismen  sowohl,  als  die  Beobachtungen  sind  sehr  schwierige, 
i  das  Resultat  als  Quotient  zweier  sehr  kleiner  Grössen  erhalten 
ird.  Die  Resultate  stimmen  meist  gut  überein  mit  den  aus  den 
eflexionsbeobachtungen  erhaltenen;  z.  B.  wird  das  auffallende 
esultat  bestätigt,  dass  bei  verschiedenen  Metallen  »  <  1  ist. 

Diese  kleinen  Brechungsindices  von  Silber,  Gold,  Kupfer  und' 
^sonders  Natrium  sind  ja  sehr  auffallend;  sie  besagen,  dass  sich 
diesen  Metallen  das  Licht  viel  schneller  fortpflanzt,  als  in  Luft. 

Vergleichen  wir  diese  optischen  Constanten  mit  der  Forderung 
1)  der  elektromagnetischen  Theorie,  so  springt  ein  Widerspruch 
fort  in  die  Augen:  Es  würde  nämlich,  da  6  =  n'^{l  —  X')  sein  soll, 
ji  allen  Metallen  die  Dielektricitätsconstante  e  negativ  sein,  da 
=  tg  2^,  und  2tp  bei  allen  Metallen  gi'össer  als  45^  d.  h.  x  >>  1 
t.  Eine  negative  Dielektricitätsconstante  hat  aber  keinen  Sinn. 
ucli  die  zweite  der  Beziehungen  (11) :  n'^x  =  oT  wird  nicht  be- 
ätigt,  da  z.  B.  bei  Quecksilber  (cf  oben  S.  331)  und  gelbem  Licht 
r=20  ist,  während  n^x  den  Werth  8,6  hat.  Für  Hilber  ist  oT 
el  grösser,  als  bei  Quecksilber,  während  trotzdem  n'^x  viel  kleiner 
s  bei  Quecksilber  ist. 

1)  Bei  W.  Ratheuuu,  Die  Absorption  de»  Lichtes  in  Metallen.  Dissert. 
frlin  1889. 

2)  Bei  W.  Wernicke,  Pogg.  Ann.  Ergzgbd.  8,  S.  75,  1878.  —  Auch  die 
^obachtungen  von  W.  Wien  (Wied.  Ann.  35,  S.  48,  1888)  ergeben  anuäliernde 
^tätigung. 

3)  Betreffs  der  Formeln  vgl.  \V.  Voigt,  Wied.  Ann.  24,  S.  144,   1885.  — 
Drude,  Wied.  Ann.  42,  S.  OOO,  1891. 

4)  A.  Kundt.  Wied.  Ann.  34,  y.  409,  IHSS. 

5)  Vgl   z.  B.  Du  Bois  u.  Rubens,  Wied.  Ann.  41,  8.  5U7,  1890. 
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Wir  treffen  hier  wieder  auf  dieselbe  Thatsache,  die  wir  schon 
oben  constatirt  haben,  als  wir  die  Brechungsindices  durchsichtiger 
Körper  mit  den  Dielektricitätsconstanten  verglichen  haben.  Formal 
stimmt  die  elektromagnetische  Theorie  mit  den  Erscheinungen  gnt 
überein,  die  numerischen  Werthe  der  optischen  Constanten  kann 
man  aber  nicht  aus  dem  elektrischen  Verhalten  entnehmen.  Die 
Erweiterung  der  Theorie,  welche  diesen  Widerspruch  hebt,  soll 
im  folgenden  Kapitel  gemacht  werden. 

4.  Absorbirende  Krystalle.  Die  Ausdehnung  des  bisherigen 
Ansatzes  für  isotrope  absorbirende  Körper  auf  Krystalle  ge>schieht 
sehr  einfach,  indem  man  nach  drei  zu  einander  senkrechten 
optischen  Symmetrieaxen  verschiedene  Dielektricitätsconstanten 
und  verschiedene  Leitfähigkeiten  annimmt.  Legt  man  das  Coordi- 
natensystem  in  diese  drei  Symmetrieaxen,  so  erhält  man  das 
frühere  Formelsystem  (12)  der  S.  292,  nur  bedeuten  die  £,,f2»^3 
complexe  Grössen,  wenn  man  die  elektrische  Kraft  als  coniplexe 
.Grösse  nach  Formel  (5)  dieses  Kapitels  (S.  332)  zunächst  in  die 
Rechnung  einführt.  Allerdings  würde  der  Ansatz  insofern  noch 
zu  speciell  sein,  als  die  Symmetrieaxen  für  die  Dielektricitätscon- 
stante  im  Allgemeinen  nicht  zusammen  zu  fallen  brauchen  mit 
den  Symmetrieaxen  flir  die  Leitfähigkeit;  dies  ist  erst  für  Krystalhs 
die  mindestens  die  Symmetrie  des  rhombischen  Systemes  besitzen, 
nothwendig.  Indess  wollen  wir  hier  den  allgemeinsten  Fall  nicht 
discutiren,^)  da  das  Charakteristische  schon  bei  der  hier  getroffenen 
V(*reinfachung  hervortritt. 

Zur  Integration  der  früheren  Difterentialgleichungen: 

(28)  ;.    ö,.    =  JA  -  ^-^.  (^^  +  ^^^  +  ^),  etc. 

machen    wir  für   die   Componeiiten   w,  r,  w  des  Lichtvectors  dni 

Ansatz: 

u  .^  e;x=Me'-f  0  "     ^'""^  +  "^^  +  ^'^  "V"), 
<29)  ,2n  .2n' 

wobei  m-  +  n^  +  p' =  1  sein  soll,  und  M,  N,  D  complex  sein 
kruinen.  Dieser  Ansatz  entspricht  cbcnrii  Wellen,  deren  Normale 
die  Richtungscosinns   ?/?,  /?,  p  besitzt.     V  ist    die  Fortpflanzinigs- 

1)  Dieser  ist  näher  in  Winkelmann's  Hdb.  d.  Pbys.  Optik,  S.  811  ff. 
ausgeführt. 
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Geschwindigkeit  der  Wellenebenen,  x  ihr  Absorptionsindex  (vgl.  oben 
S.333).    Setzt  man 

so  gilt  das  frühere  FresneFsche  Gesetz  (18)  der  S.  293: 

ao^  —  Cö2  ^  V  —  ai2  ^  c^2  —  a»2        " '  ^^^^ 

dabei  sind  aber  oo^,  fco^,  co^  complexe  Grössen.  Diese  Gleichung 
zerfällt  also  in  zwei,  aus  denen  man  Fund  x  gesondert  als  Func- 
tion der  Richtung  m,  n,  jp  der  Wellennormale  berechnen  kann. 

Für  die  M^  iV,  Z7  ergeben  sich  nach  den  früheren  Relationen 
(15),  (19)  und  (20)  der  S.  293  u.  294  die  Beziehungen: 

^/m  +  iVw  +  Z^  =  0 ,  (32) 

M^  M^  +  iV,  iVj  +  Z7,  172  =0.  (34) 

Da  nach  (33)  die  ilf,  iV,  Z7  complex  sind ,  so   ergeben  sich  für 
j^de  Richtung  m,  n,  ;>  zwei  elliptisch   polarisirte  Wellen.    Denn 

schreibt  man  iW=if.e*^i,  iV=JV.e*^2,  so  bedeutet  d,  —  dj  die 
PhasendiflFerenz  zwischen  der  Componente  u  und  v  des  Lichtvectors; 
l^^i  geradlinig  polarisirtera  Licht  müsste  d,  —  dj  =  ^  sein.  Die 
^'eicliung  (32)  drückt  aus,  dass  die  Ebene  der  Schwingungsbahn 
^^nkrecht  zur  Wellennormale  steht,  (34)  besagt,  dass  für  beide 
*'' eilen  die  Schwingungsellipsen  einander  ähnlich  sind,  aber  inverse 
^3.ge  zu  einander  haben.*) 

Die  aus  (31)  abzuleitende  Abhängigkeit  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit von  der  Richtung  tw,  w,  p  ist  sehr  complicirt.  Das 
*^  ^esneTsche  Gesetz  wird  also,  trotz  der  scheinbaren  Identität 
IJ^t  der  Formel  (31),  bedeutend  modiflcirt.  Dagegen  liegen  die  Ver- 
hältnisse bedeutend  einfacher  bei  schwach  absorbirenden  Krystallen, 
^i^  sie  z.  B.  bei  Beobachtungen  im  durchgehenden  Lichte 2)   stets 


1)  Betreffs  des  näheren  Nachweises  hiervon  vgl.  Winkelmann's  Hdb. 
^-   I»hys.  Optik,  S.  813. 

2)  Im  reflectirten  Lichte  sind  die  Wirkungen  starker  Absorption  gut  zu 
^^bachten,  z.  B.  an  Magnesium-  (oder  Barjum-'^platincyanür.  Derartige  Kry- 
^Ile  besitzen  polarisirten  MetaUglanz. 
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vorliegen.    Kann  man  nämlich  x^  gegen  1  vernachlässigen,  so  ist 

coi  =  r-  (1  -)-  2ix).    Setzt  man  daher 


2 


«2  +  i  a'i  ,    bo'^  =  62  +  1  62  ,    Co2  =  C^  +  i  C  2, 


(35)  «o 

so  wird 

^w2 w2 w2_  /  .  arF2  — fl'n 

(36)  -^2  _  0,2  —  a2  —  V2  —  i  (2x  F2  —  ä'2)  "~"  c2  —  72  ^^-^  "T  *     a2  _  p  j 


Daher  zerfällt  (31)  in  die  beiden  Gleichungen: 

V'  '  J  «2  —  r2      '      ^2  _  ^2      I      c2  —  P^2  "  » 


(38) 


n2 


J/2)2    +    (>,2  _  1^2)2     I      (c2 


+ 


-1-2)2/ 


=  a'2  _  ^  u  6'2 

«        («2  _  ^2)2  n-   O 


W 


P» 


+     '"2 
^^.  _  ^  -^.  ^       (c2  _  F2)2 


Die  Gleichung  (37)  ist  das  gewöhnliche  Fresnel'sche  Gresetz. 
Bei  kleiner  Absorption  wird  dasselbe  also  nicht  modi- 
ficirt.  Die  Gleichung  (38)  stellt  x  als  Function  von  w,  w,  f  dar. 
Nach  (33)  sind  bei  kleiner  Absorption  die  3/,  iV,  Z7  annähernd  reell, 
d.  h.  die  beiden  Wellen  im  Krystall  nur  schwach  elliptisch  pola- 
risirt.  Bezeichnet  man  mit  9JZ,  SR,  "iß  die  Bichtungscosinus  d^T 
p:rossen  Axe  der  Schwingungsellipse,  so  ist  nach  (33)  und  (36 \  da 
ÜJi  der  reelle  Theil  von  M  ist  etc.: 


\\\^) 


3JJ  :  9i  :  %  = 


m 


n 


„2_  J-2-  ^2  _p^2  •   c2_:r2 


Die  "9JJ,  i)i\  ^  bestimmen  sicli  also  gerade  so,  wie  die  Si-hwin- 
p:ungsriclitunp:(Mi  in  durchsichtigen  Krystallen. 

A'ermögc^  (39)  und  der  Bezi(^lmng  9JJ2  -j_  Jji  -|-  ^2=  i  schreibt 
sicli  (38): 

(40)  2x  V  =  ./2  g)j2  +  ^'2  9J2  _|.  c'2  Sß2^ 

d.  h.  nacli  der  auch  liier  gültig(Mi  Relation  (18')  der  S.  295: 

a'2  5022  4_  //2  gj2  _^.  c'2  5ß2 


(41 


2x 


a'l    <))12^  Ij2    9^24.  c2    ^2 


Der  Absorptionsindex  x  ist  also  gerade  wie  die  Fort- 
|)flanznn<::spf(»scliwindi^^k<Mt  V  eine  eindeutige  Function 
der  Scliwiii<»:unp^sri<*litunfr. 

iMan   kann   dieses   Gesetz  leicht  verificiren,  wenn   man   einen 
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rallel  zu  den  Symmetrieebenen  geschnittenen  Würfel  eines  ge- 
bten  Krystalls  im  durchgehenden  Lichte  betrachtet.  Derselbe 
icheint  verschieden  gefärbt,  je  nach  der  Richtung  der  Licht- 
ahlen (Trichroismus  bei  rhombischen,  Dichroismus  bei  hexa- 
lalen  und  tetragonalen  Krystallen).  Man  kann  dies  z.  B.  am 
rmalin,  Beryll,  Rauchtopas,  Cordierit  und  besonders  am  Pennin 
hrnehmen,  bei  dem  die  Farben  blaugrün  und  braungelb  vor- 
amen.  Wenn  man  nun  das  durch  einen  solchen  Würfel  hindurch- 
lende  Licht  durch  ein  Nicol  analysirt,  so  hängt  die  Farbe  von 

Lage    seiner   Polarisationsebene   ab,   indem   die    extremsten 
•ben  erhalten  werden,  wenn  sie  einer  Symmetrieaxe  des  Krystalls 
allel  ist*)    Von  diesen  sechs  extremsten  Farben,  die  man  mit 
fe  eines  Nicols  an  einem  Würfel  eines  trichroitischen  Krystalls 
irnehmen  kann,  sind  nun  stets  zwei  paarweise  einander  gleich, 
zwar  liegen  in  diesen  Fällen  allemal  die  Schwingungsrichtungen 
FresneTschen  Sinne)  identisch  (cf.  oben  S.  233). 
Die  Formeln  (40)  und  (41)  vereinfachen  sich,  wenn  die  Wellen- 
nale in  der  Nähe  einer  optischen  Axe,  z.  B.  bei  A^,  liegt.    Ist  der 
ikel  ^,    zwischen  Wellennormale  N  und  optischer  Axe  A^    so 
n,  dass  man  sein  Quadrat  gegen  1  vernachlässigen  kann,  so  ist 
=  h'^  zu  setzen.    Nennt  man  ferner  den  Winkel  der  durch  A^ 

N  gelegten  Ebene  (iV^i)  mit  der  Ebene  der  optischen  Axen 

Ebene)  V->  so  macht  die  durch  X  und  die  eine  Schwingungs- 

tung  9J?, ,  5Ji|,  5P,    gelegte  Schwingungsebene  den  Winkel  V72 

der  x;?;-Ebene.   Denn  nach  S.  299  halbirt  die  Schwingungsebene 

Winkel,  welchen  die  Ebenen  (NA^)  und  {NA.2)  mit  einander 

chliessen,  da  aber  iV  unmittelbar  bei  der  optischen  Axe  liegen 

so  können  wir  die  durch  N  und  A^  gelegte  Ebene  (A^ij)  mit 
Ebene  (^1 A2)  der  optischen  Axen,  d.  h.  der  ;rt-Ebene,  identifi- 
n.  Es  muss  also  auch  die  Schwingungsrichtung  9)J, ,  9t, ,  S\^i  den 
ikel  \ip  einschliessen  mit  einer  zur  Wellennorinale  A^,  d.  b.  zur 
sehen  Axe  J, ,  senkrechten  Riclitung  S,  welche  in  der  or^-Ebene 
b.  Die  Richtungscosinus  von  S  sind  cos  7,  0,  —  mi  q,  falls  q  den 
ikel  zwischen  der  optischen  Axe  A^   und  der  ^-Axe  bedeutet, 

den  halben  Winkel,  den  beide  optischen  Axen  mit  einander 
chliessen  {q  =  halber  Axenwinkel).    Daher  folgt 


1)  Man  erhält  beide  Farben  gleichzeitig,  wenn  mau  anstatt  eines  Nicols 
1  gewöhnlichen  Doppclspath  verwendet.  (DichroskopischeLupe,  cf  Müller- 
illet-Lummer,  Optik,  S.  1005.) 
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CO«  ^  =  Ü)?i  cosq  —  ^,  sinq. 


Da  nun  ferner  9D?, ,  % ,  "i^^  auch  rechtwinklig  zur  Weliennormale  .V, 
d.  h.  zur  optischen  Axe  Ä^  steht,  welche  die  Richtungscosiniis 
sin  Qf  0,  cos  q  hat,  SO  ist  auch 

(42')  0  =  a»,  ^n^  +  5ßi  co«^ . 

Aus  diesen  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(43)  90?,  =  cosq  cos^  ,    9?,  =  «n  I ,     %  =  —  sinq  cos  ^  • 

Hieraus  leitet  man  SKi,  9?2>  ^2  ^^y  ^^  ^s  senkrecht  zu  9K,,  %,% 
und  zu  m,  n,  7?  steht,  in  der  Form: 

(44)  9K2  =  —  ^^^  ^  ^^  2  ^    3?2  =  ^*  2  *    ^^  ^^  ^^  ^  ^^*  2  ' 
In  der  Nähe  der  optischen  Axe  wird  daher  nach  (40): 


(45) 


2xib'^=  (a'2  cos'^q  +  c'^  sin^q)  cos^  «  +  6'^  «fn*-^  ^  , 
27Cjh^^=  (a  2  C05^^  +  c  ^  sin'^q)  sin^^  +  ^'^  <?oä^  ^  • 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  für  irgend  einen  Winkel  4-  tp  der 
Werth  von  x,  derselbe  ist,  wie  der  von  Xj  für  einen  Winkel  tp  = 
jt  +  1/'.  —  Für  die  optische  Axe  selbst  werden  jene  Formeln  unbe- 
stimmt, weil  dort  tp  seine  Bedeutung  verliert  Nach  früheren  Ent- 
wickelungen  (cf.  S.  297)  kann  man  die  Schwingungsrichtnng  will- 
kürlicli  wählen.  xA.us  (40)  folgt  für  eine  in  der  Ebene  der  optischen 
Axen  polarisirte,  d.  h.  senkrecht  zu  ihr  schwingende  Welle,  da  dann 
N3)t  =  S4J  =  0,   ^=1  ist: 

(46)  2xsb^=^b"^, 

dagegen  für  eine  senkrecht  zur  Ebene  der  optischen  Axen  polari- 
sirte, d.  h.  in  dieser  Ebene  schwingende  Welle,  da  für  sie  ^l  =  cosq, 
))l==0,    Sl^=  —  sinq  ist: 

(47)  2xp  1)'^=  a'^  cos'^q  -\-  c  '^  sin^ q . 

Für  Zwisclienlagen  der  Polarisationsebene  erhält  man  Zwischen- 
wertlie  für  x,  di^^  zwischen  Xs  und  xp  liegen.  Die  Absorption 
einer   in   Richtung   einer  optischen  Axe  fortgepflanzten 
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Welle  hängt  also  von  ihrer  Polarisationsrichtung  ab.  — 
Dnrch  Einfuhrung  der  Grössen  x»  und  xp  schreibt  sich  (45): 

Xj  =  xp  •  cos^  ^  +  *»  •  ^^^  f^ »   X2  =  Xp  '  sin^  ^  +  Xs-  cos'^  ^  .    (48) 

Bei  einaxigen  Krystallen  (a  =  bya=  h')  ist,  falls  g  den  Winkel 
der  Wellennormale  gegen  die  optische  Axe  bezeichnet,  aus  (40) 
sofort  abzuleiten  für  die  ordinäre  Welle: 


für  die  extraordinäre  Welle: 


(49) 


5.  Interferenzerscheinnngeii  In  absorbirenden  zweiaxigen 
Xrystallen.  Es  möge  die  Platte  eines  absorbirenden  Krystalls 
:5wischen  Analysator  und  Polarisator  bei  convergent  einfallendem 
Lichte  gelegt  werden.  Wir  beziehen  uns  auf  die  Bezeichnungs- 
weise der  §§  14  und  15  auf  S.  319  und  323  und  die  dortige  Figur  91. 
Die  nach  einer  Richtung  H^  schwingende  Welle  \\\  hat  beim  Ein- 
tritt in  den  Krystall  die  Amplitude  Ecosq),  beim  Austritt  daher 

Eco8q)'e'  T  Vi  ,  wobei  / den  in  der Krystallplatte zurückgelegten 
Weg  bezeichnet  Es  ist  1  =  d  :  cos  r, ,  falls  d  die  Dicke  der  Kry- 
stallplatte und  rj  der  Brechungswinkel  der  Welle  W^  ist.  —  Analog 
ist  die  Amplitude  der  Welle  W2  nach  dem  Austritt  aus  dem  Kry- 

stall  E  sin  g)  e~  f  Fj  (es  ist  näherungsweise  für  beide  Wellen  der 
im  Krystall  zurückgelegte  Weg  als  gleich  angenommen).  Nach 
dem  Durchtritt  durch  den  Analysator  sind  daher  die  Amplituden 
der  beiden  Wellen: 

Esin(psin{(p—x)'e     ^^^2 ,     o^^/^^-^—^- 

Die  PhasendiflFerenz  d  beider  Wellen  bestimmt  sich  bei  convergent 
einfallendem  Licht  durch  die  Formel  (88)  der  S.  323. 

Betrachten  wir  näher  den  Fall  der  gekreuzten  Nicols  ix  =  ^k), 
nehmen  wir  ferner  eine  Platte,  welche  senkrecht  zu  einer  optischen 
Axe  (^i)  geschnitten  ist,  und  nennen  wir  ^  den  Winkel,  den  die 
Verbindungslinie  MA^  eines  in  der  Nähe  der  optischen  Axe  liegen- 
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den  Punktes  M  des  Gesichtsfeldes ')  und  der  Axe  A^  mit  der  Ebene 
A^A2  der  optischen  Axen  bildet,  so  macht  (vgl.  Figur  101)  die 
Schwingungsrichtung  Hi  annähernd  den  Winkel  v/j  mit  der  Rich- 
tung Ai  ^2>  f^lls  AiM  klein  gegen  A1A2  ist  Macht  ferner  die 
Schwingungsebene  P  des  Polarisators  den  Winkel  a  mit  der  Ebene 
A^A2  der  optischen  Axen,  so  ist  in  (50)  zu  setzen  (p  =  a—  ^\, 
X  =  ^/2.  Die  beiden  zur  Interferenz  kommenden  Amplituden 
werden  daher 

+  E cos  {a  —  V'/i)  sin  (a  —  %)  e'^^^^' 

—  E  sin  {a  —  V'/j)  cos  (a  —  v/j)  e"  *2^» 
wobei 

2nd 

ist,  da  in  der  Nähe  der  optischen  Axe  \\  =12  =  6  ist,  und  r  nur 
klein  sein  soll. 

Daher  ist  die  aus  dem  Analysator  austretende  Lichtintensität 


(51) 


m     ,_ 


«/=  ^  sin^{2a  — -  ip) 


Für  die  optische  Axe  selber  fülirt  folgende  Betrachtung  zum 
Ziel:     Die   einfallende   Amplitude    K  werde   in   die   Componenten 

parallel  und  senkrecht  zur 
Ebene  A^A^  der  optischen 
Axen  zerlegt.  Diese  Gonipo- 
nenten  sind  Ecos  a  und  Esin  a. 
Erstere  hat  nach  dem  Austritt 
aus  dem  Krystall  den  Werth 

E  cos  a  '  f  "  ^''  ^  ,      letztere 

^/f,  Esina  e^'  ^'^ ,  Nach  dem 
Durchtritt  durch  den  Analy- 
sator   ergiebt    erstere    Com- 

^p  ponente    die    Amplitude 


.1 


Fig.  101. 


—  XnC 


E  cos  a  sin  a  e        P  ,   letzt^Te 

Estnacosac'     ^-^  ^ ,     Kine   relative    Phasendifferenz  6  haben 
(li('S(*  beiden  Wellen  nicht,  da  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  in 

1)  Die  verschiedenen  Punkte  des  Gesichtsfeldes  eutsprechen  nach  S.  324 
verschiedenen  Neigungen  der  die  Krystallplatte  durchsetzenden  Strahlen. 
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Dichtung  der  optischen  Axe  für  beide  Wellen  die  gleiche  ist.  Folg- 
Uch  ist  die  aus  dem  Analysator  austretende  Lichtintensität  für  die 
optische  Axe: 

/  =  ^'  sin  2a  (e-  ^^^-  ß"  ^'^)'.  (53) 

Den  erst-en  Factor  in  (52)  gleich  Null  gesetzt,  ergiebt  die  Lage 
der  dunkeln  Hauptisogyre  tp  =  2a.  Während  aber  die  schwarze 
Isogyre  bei  ungefärbten  Krystallen  durch  die  optische 
Axe  selbst  hindurchgeht,  ist  sie  bei  pleochroitischen  Kry- 
stallen durch  einen  hellen  Axenpunkt  unterbrochen,  wenn 
nicht  gerade  «  =  0  oder  a  =  nj^  ist,  d.  h.  wenn  nicht  gerade  die 
Ifrystallplatte  in  der  ersten  Hauptlage  liegt.    Denn  nach  (53)  ist 

^  von  Null    verschieden,    falls  sin  2ct^  0  und   Xp  von  x«  ver- 

«<^liieden  ist. 

Der  zweite  Factor  in  (52)  gleich  Null  gesetzt  ergiebt  dunkle 
Kinge  um  die  optische  Axe,  da  der  Werth  dieses  zweiten  Factors 
^''»11  cosö  abhängt,  und  cosd  mit  wachsender  Entfernung  von  der 
**ptischen  Axe  periodisch  Maxima  und  Minima  annimmt.  Doch 
Verden  diese  Ringe  (bei  homogener  Beleuchtung)  nur  da  vollkommen 
^*^^'hwarz,  wo  x,  =  xj  ist,  d.  h.  nach  (48)  für  tp  =  +  "/2,  denn  dort 
^'^rschwindet  für  cos  ö  =  1  wirklich  der  zweite  Factor.  Die  ganze 
Erscheinung  der  Ringe  wird  um  so  undeutlicher,  je  stärker  die 
-Absorption  sich  bemer.ilich  macht,  d.  h.  je  dicker  die  Platte  ist. 
öenn  das  von  der  PhasendiflFerenz  6  in  (52)  abhängige  Glied  hat 

^inen  Factor,  den  man  nach  (48)  schreiben  kann  e  ~  ^^^  "^  ^*^  ^* 
^enn  der  Kiystall  nun  überhaupt  zu  den  gefärbten  gehört,  so 
'^Uss  mindestens  einer  von  den  beiden  Absorptionsindices  xp  und  xs 
^^<>n  Null  verschieden  sein,  d.  h.  bei  genügend  grossem  0,  d.  h.  bei 
genügender  Plattendicke  d,  verschwindet  dies  Glied,  d.  h.  der  Ein- 
fluss  von  d.  Man  kann  dann  den  zweiten  Factor  von  J  in  (52) 
^<^hreiben : 

i^=e-^^i^  +  6-^^2Ö  (54) 

l^iese  Glieder  können,  obgleich  a  gioss  ist,  noch  merkbare  Wertlu* 
?^ben,  da  x^  oder  Xj  klein  sein  kr)nnen  für  gewisse  Stellen  M 
^^s  Gesichtsfeldes,  falls  von  den  xp  und  xs  eines  klein  ist.  Man 
*^^nn  nun  nachweisen,  dass  F  füi*  t^  =  o,  ,t  rin  Maximum,  luv 
V  =  +  7r/2  ein  Minimum  wird.    Denn  es  ist  nach  (48) 
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l^=osiny>{x,-  X.)  (e-  ^"^^^  -  «"  2^4«), 

daher  sind  Maxima  oder  Minima  vorhanden  bei  y  =  0,  Jt  und 
xi  =  X2,  d.  h.  ^  =  +  ^/^.    Für  tp  =  0^  x  ist  aber 


(55) 


F  =  e-^'^^  +  e^^'^'^  =  F,, 


für  tp  =  +  nJB  ist 

(56)  F=2.e''^^  +  ^'^^  =  F2. 

Setzt  man  c"  ^^^^  =  x,  e'^^'^  =  y,  so  wird  ^Fj  =-|-' 

1 2^2  =  y^^.  Da  nun  aber  stets  das  arithmetische  Mittel  grosser 
als  das  geometrische  ist  (um  so  mehr,  je  mehr  x  und  y,  d.  h.  xp  und 
xs  von  einander  verschieden^ind),  so  entspricht  der  Werth  y  —  0, 
jt  einem  Maximum,  der  Werth  ^  =  +  tt/^  einem  Minimum  von  F. 

Ausser  der  Hauptisogyre  (tp  =  2a)  durchzieht  also 
stets  noch  ein  senkrecht  zur  Ebene  der  optischen  Axen 
(»/' =  4- 7^/2)  verlaufendes  schwarzes  Büschel  das  Gesichts- 
feld. Dieses  fällt  mit  der  Hauptisogyre  zusanmien  in  der  zweiten 
Hauptlage  der  Kryst^Uplatte  {a  =  ^Z^). 

Durch  die  Absorption  sind  schon  besondere  Erscheinungen 
wahrnehmbar,  wenn  der  Analysator  oder  Polarisator  fortgelassen 
wird.  Für  ersteren  Fall  treten  aus  der  Krystallplatte  die  beiden  recht- 
winklig zu  einander  schwingenden  Amplituden  Ecos{a  —  |  V^)  e  ~  ^^^ 

\X\\AEsin{a — l\p)e"  '^'^^.  Werden  diese  nicht  auf  eine  gemeinsame 
Schwingungsriclitung  zurückgeführt,  so  interferiren  sie  nicht,  und 
die  resultirende  Intensität  ergiebt  sich  einfach  als  Summe  der 
Intensitäten  beider  einzelnen  Componenten.    Es  ist  daher 

(57)  J=  E^  [cos^  («  —  ^rp)€'~  ^^»^  +  sin'^  («  —  i V^)  e"  ^^i<^Y 
Für  die  optische  Axe  selbst  ergiebt  sich: 

(58)  f=  E'^  {co6-2  a  e  "  ^"^^'^  +  sin^ a  e  "  ^^'^) . 

Untersuchen  wir  folgende  beiden  Hauptfälle 
l)  a  =  0.     Es  wird 


_   9 


XxO 


i^  +  sin^\n>e 


—  2x.,o 


}. 
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a  ^  cs:>  sin  tp{a  {xs  —  Xp)  {sin'^  itp  e  "  ^^^  —  cos^  \tp  e  "  ^^\^) 

+ 2 /' 


)  wird  ^  ==  0  für  tp  =  0,  :t  und  v^  =  -f  ^2. 

Für  tp  =  0,  ^  ist  J=  J,  =  £^  .  e""  ^^^, 
für  tp  =  ±nl^  ist  J=J^  =  E^.  e-(^  +  ^«) ^. 

Venn  daher  Xp  <  x«  (IL  Typus,  Cordiorit,  Epidot),  so  ist  Jy  >  e/j, 
l.  h.  ein  dunkles  Büschel  liegt  senkrecht  zur  Ebene  der  optischen 
Lxen,  dasselbe  wird  aber  durch  ein  helles  Axenbild  durchbrochen.  — 
5t  aber  xp^x»  (L  Typus,  Andalusit,  Titanit),  so  ist  J^^Jy- 
'ann  liegt  ein  dunkles  Büschel  in  der  Ebene  der  optischen  Axen, 
ad  dasselbe  setzt  sich  durch  die  Axe  selbst  hindurch  fort. 

2)  a  =  Ttj^:       /=  Fr^  {sin^  |^  c""'^^»^  +  cos'^  iT  ^'"^^^}, 

Für  tp  =  0,  ;r  ist  J=  J,  =  E^  -e'-^^'^, 

für  tp  =  -f  Ä/2  ist  J=  J^  =  ^.6~(^/'  +  ^')^. 

Wenn  daher  Xp  <  x«,  so  ist  J,  <  */2»  <i-  '^^  ^i°  dunkles  Büschel 
gt  in  der  Axenebene  und  setzt  sich  durch  die  Axe  fort  —  Ist 
er  Xp  >  xgy  so  ist  e/j  >  e/2,  d.  h.  ein  dunkles  Büschel  liegt  senk- 
cht  zur  Ebene  der  optischen  Axen;  dasselbe  wird  aber  durch 
1  helles  Axenbild  durchbrochen. 

Wird  sowohl  Analysat^jr  als  Compensator  fortgelassen,  cL  h. 
trachten  wir  eine  senkrecht  zu  einer  optischen  Axe  geschnittene 
atte  eines  zweiaxigen,  pleochroitischen  Krystalls  im  durchgehenden 
türlichen  Lichte,  so  erhält  man 

r  die  optische  Axe  selbst: 

eT  =  A-^  (e  "  -^^^^  +  c  -  -^^»^j.  (60) 

nn  wir  können  das  natürliche  Licht  auffassen  als  zwei  nach 
liebigen  aufeinander  senkrechten  Richtungen  schwingende  Com- 
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poiienten  gleicher  Amplitude,  welche  incohärent  sind.  In  (60)  be- 
deutet daher  2E^  die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes.  Da  wir 
nun  schon  oben  S.  348  [Formel  (54)]  constatirt  haben,  dass  der 
Ausdruck  (59)  ein  Minimum  wird  für  tp  =  4:^/2,  so  erblickt 
man  ein  senkrecht  zur  Axenebene  verlaufendes  dunkles 
Büschel,  welches  durch  ein  helleres  Axenbild  durch- 
brochen wird.  Diese  im  natürlichen  Licht  auftretenden  Axen- 
bilder  sind  schon  1819  von  Brewster  beobachtet  worden.  Man 
kann  sie  leicht  wahrnehmen  am  Andalusit  und  Epidot*) 

6.  luterferenzerschelnungen  In  absorblrenden  einaxlgen 
Kr; stallen.  Die  Krystallplatte  sei  senkrecht  zur  optischen  Aie 
geschnitten. 

1)  Gekreuzte  Nicols.  Die  Schwingungsebene  des  Polari- 
sators mache  den  Winkel  (p  mit  der  Verbindungslinie  AM  der 
optischen  Axe  Ä  und  einem  Punkte  M  d(»s  Gresichtsfeldes  in  einem 
Polarisationsapparate  füi*  convergentes  Licht.  Dann  ist  AM  die 
Schwingungsrichtung  H  der  ausserordentlichen  Welle,  diese  hat  al^o 

nach  dem  Austritt  aus  dem  Krystall  die  Amplitude  K  cos  rp  f^"^^, 

nach  dem  Austritt  aus  dem  Analysator  die  Amplitute  Ecos ^  f^in (pc      - 
Die  ordentliche  Welle  hat  nach  dem  Austritt  aus  der  Krystallplatte 

die  Amplitude  Esin  (pe"  ^"^,  aus  dem  Analysator -/;.vm  9?  coa-  fp  c "  ^'^' 
Daher  ist  die  aus  dem  Analysator  austn^tende  Lichtintensität: 

,  (j  1)  ./  =  ^  .»V  2.pi   _  2x.o  _(.  ^,  -  2xeO  __  2 cos (J  e  -(''<'  +  "''  ^\ . 

in  dm*  optiscliiMi  Axe  ist  x..  ^-=  Xc,  d  ^^  0,  daher 
(02)  ./'--(). 

Ks  er«(t'ben  sich  liiterfereiizriiige,  die  aber  verschwinden,  wenn  A\^ 
Kiystallplattt^  genügende  Dicke  hat,  sodass  die  Absorption  jr^- 
nii<r<"nd  zur  Wirkuujj:  kommt.  Das  (xesichtsfeld  ist  vom  dunkeln 
Krcnz  (p  =  0,  ^ .,  durchzogen,  dessen  Balken  ])arallel  den  Sclnvin- 
<rungsi'ichtun<2:en  des  Analysat^)rs  und  Compensators  liegen.  Ausser- 
halb dieses  Kreuzes  ist  das  (xi^sichtsfeld  hell  bei  denjenigen  Kry- 
>tallen,  iür  welche  a-  sehr  klein  (cf.  (49)  auf  S.  345),  aber  r- 
bedeutend  ist  (i.  'J'ypus,  ila^nesinmplatincyanür),   d.  h.  bei  denen 

1 '  Weiteres  üIht  diose  idiocydophanen  Axeiibilder  vgl.  bei  Winkelinaun. 
Hdb.  d.  l*hyt«.  Optik,  S.  SIT,  Anm.  1. 
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die  Absorption  in  Richtung  der  optischen  Axe  klein  ist.  Dagegen 
ist  bei  den  Krystallen  des  IL  Typus  (Turmalin),  bei  denen  a^ 
gross  und  c'^  klein  ist,  das  Gesichtsfeld  überall  dunkel. 

2)  Analysator  oder  Polarisator  allein  vorhanden.  Beide 
Falle  ergeben  dasselbe.  Ist  nur  der  Polarisator  vorhanden,  und 
macht  seine  Schwingungsebene  den  Winkel  (p  mit  der  Richtung  AM, 

so  ist  die  Intensität  der  ausserordentliche  Welle  E^  cos^tp  e~^^*^, 

die  der  ordentlichen  E'^  sin^(p  e  "  ^^^^.    Daher 

J=E^{8in^g)e''^^^  +  cos^^  e' ^^'^).  (63) 

In  der  optischen  Axe  ist  xo  =  x« ,  d.  h. 

J'=EU-'^^'^.  (64) 

Bei  Krystallen  des  ersten  Typus  {xo  <  xe)  ergiebt  sich  daher 
dunkles  Büschel  bei  ^  =  0,  jt,  d.  h.  parallel  zur  Schwingungs- 
richtung, also  senki*echt  zur  Polarisationsebene  des  Polarisators. 
Das  dunkle  Büschel  wird  durch  ein  helles  Axenbild  durchbrochen. 
~-  Bei  Krystallen  des  zweiten  Typus  {xo  >  xe)  ergiebt  sich  ein 
dunkles  Büschel  bei  g)  =  ±  Hu  d.  h.  es  liegt  parallel  zur  Polari- 
sationsebene des  Polarisators.  Das  dunkle  Büschel  geht  durch  die  • 
Axe  selbst  hindurch. 

3)  Durchgehendes  natürliches  Licht.   Die  Intensität  der 

ordentlichen  Welle  ist  E'^  •  e""  '^^^,  die  der  senkrecht  dazu  schwin- 
genden ausserordentlichen  Welle  ist  E'^  -  e"  ^^^^,  daher 

J  ==  E^^  (e  -  ^"^'^  +  e  -  ^^^^).  (65) 

In  der  optischen  Axe  selber  ist  xo  =  xe,  d.  h. 

J'=  2E'^e~^^'^.  (66) 

^E^  bedeutet  die  Intensität  des  einfallenden  natürlichen  Lichtes.  — 
I^  Krystallen  des  ersten  Typus  erscheint  ein  lieller  Axenfieck  mit 
dunkler  Umgebung,  in  Krystallen  des  zweiten  Typus  ein  dunklei- 
Axenfleck  mit  heller  Umgebung. 
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Kapitel  y. 

Die  Dispersion  der  Körper. 

1.  Theoretische  Grundlage.  Man  gelangt  za  einer  die  be- 
obachteten Erscheinungen  gut  darstellenden  Theorie,  wenn  man  die 
Annahme  einführt,  dass  die  kleinsten  Theile  (Moleküle  oder  Atoine) 
eines  Körpers  die  Möglichkeit  zu  Eigenschwingungen  besitzen. 
Diese  werden  je  nachdem  ihre  Periode  näher  oder  ferner  liegt  znr 
Periode  der  von  aussen  auftreffenden  Lichtschwingungen  mehr  oder 
weniger  stark  angeregtJ)  Solche  durch  eine  Lichtwelle,  d.h.  dne 
oscillireiide  elektrische  Kraft  angeregten  Schwingungen  sind  ohne 
Weiteres  verständlich,  wenn  man  die  durch  die  Elektrolyse  noth- 
wendig  gemachte  Vorstellung  verallgemeinert,  dass  jedes  Molekül 
eines  Körpers  aus  positiv  und  negativ  geladenen  Atomen  oder 
Atomgiuppen,  den  sogenannten  lonen,*^)  besteht.  Bei  einem 
Leiter  sind  dieselben  frei  beweglich,  bei  einem  Isolator  haben  die- 
selben aber  gewisse  Gleicthgewichtslagen,  um  die  sie  schwingen 
-können.  Die  Summe  der  Ladungen  der  positiven  und  negativen 
Ionen  uiuss  in  jedem  Volumelement  Null  sein,  da  an  keiner  Stelle 
eines,  nicht  von  aussen  geladenen  Körpers  freie  Elektricität  auftritt 

Fassen  wir  zunächst  nur  die  positiven  Ladungen  ins  Auge  und 
bezeiclinen  mit  r,  die  Ladung  eines  positiven  Ions,  mit  m,  seine 
I)on(lerabele  Masse,  mit  g,   die  Verschiebung  desselben  nach  der 

1)  Wie  kürzlich  Lord  Kayloijrh  gefunden  hat  (Phil.  Mag.  48,  p.  151, 
l>vS9),  hat  zuerst  Maxwell  im  Canibr.  Calendar  f.  1809  (Math.  Tripos  Exam.. 
von  ähnlichen  Grundlagen  aus  die  Theorie  der  anomalen  Dispereion  gegeWn. 
»Seine  Arl)eit  ist  a])er  nicht  weiter  bekannt  geworden  und  unabhängig  von  ihm 
haben  dann  8ellnieier,  v.  Ilelmholtz  und  Ketteier  jene  Vorstellungen 
zur  Theorie  der  Disp(T^*ion  herangezogen.  —  Die  molecularen  Eigengchwingungen 
kann  man  von  verschiedenen  Standpunkten  aus  rechtfertigen,  auch  von  der 
mechanischen  Lichttheorie  aus.  Vom  elektrischen  Standpunkt  kann  man  Eigen- 
schwingungen durch  zwei  verschiedene  Betrachtungen  einfuhren;  die  hier  au- 
gestellten schliessen  sich  der  Helm  hol  tz'schen  Auffassung  an  und  ihrer  von 
Reiff  (Theorie  molecularelektri.scher  Vorgänge,  1896)  gegebenen  Darstellung. 
welche  auch  für  andere  Gebiet«  eine  interessante  Durcbfahrung  dieser  Vor- 
stellungen enthält.  Diese  Auffassung  hat  den  Vorzug  grösserer  Anschaulich- 
keit vor  der  anderen,  vcm  Kolaitfk  (Wied.  Ann.  32,  S.  224,  1887)  benutzten. 

2)  Dieselben  brauchen  nicht  identisch  zu  sein  mit  den  durch  Elektrolvse 
erhaltenen  Ionen. 
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^-Axe  aus  der  Gleichgewichtslage,  so  nuiss  die  Bewegungsgleicluing 
Vlieses  Ions  die  Form  besitzen,  falls  eine  äussere  elektrische  Kraft 
der  j*-Coniponente  X  wirkt*): 

^1    öP  =^1^-  -^-     §1  -^iV  ö^  •  (1) 

Es  ist  nämlich  «iZ  die  gesammte,  von  aussen  wirkende  Kraft. 
Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  bezeichnet  die  (elastische)  Kraft., 
welche  durch  die  Verschiebung  des  Ions  geweckt  wird  und  das- 
selbe in  die  ursprüngliche  Lage  zurückzuführen  strebt.  Der 
Factor  e^^  ist  zugesetzt,  um  anzudeuten,  dass  das  Vorzeichen  dieser 
Kraft  vom  Vorzeichen  der  Ladung  unabhängig  ist.  —  Das  dritte 
Glied  der  rechten  Seite  bezeichnet  eine  der  Bewegung  des  Ions 
entgegenstehende  Reibungskraft.  Auch  dieses  Glied  entliält  den 
Factor  ej^,  weil  es  vom  Vorzeichen  der  Ladung  unabhängig  sein 
muss.  w,,  ^1,  Vi  sind  positive  Coustanten.  Die  Bedeutung  von 
^,  erkennt  man,  falls  man  die  Gleichgewichtslage  der  Ionen  unter 
Wirkung  der  Kraft  A"  bestimmt.  Wenn  nämlicli  g,  von  der  Zeit  / 
unabhängig  ist,  so  folgt  aus  (l): 

^igi^JiA'.  •  (2) 

^,  giebt  also  die  Leichtigkeit  an,  mit  welcher  die  Ionen  aus 
ihrer  ursprünglichen  Lage  zu  verschieben  sind,  d.  h.  sozusagen  ist 
^,  proportional  zu  dem  reciproken  elastischen  Widerstand  (oder 
dem  Elasticitätscoefficienten).  —  Für  Leiter  ist  1^,  =  00  zu  setzen. 

Eine  ganz  analoge  Gleichung  gilt  filr  die  negativ  geladenen 
Ionen: 

^2     0^2    =  ^2  A  -^--    §2  —  ^2  ^2'    -^t     '  (*^) 

Auch  hier  sind  wj,  1^2»  ^2  positiv,  C2  ist  aber  negativ. 

Die  elektrische  Sti*ömung  nach  der  x-Axe  besteht  nun  aus  drei 
Bestandtheilen.  1)  Der  Strömung,  wie  sie  im  freien  Aether  (ohne 
Vorhandensein  ponderabler  Molecüle)  unter  Einwirkung  einer  Kraft 
X  besteht  Die  Stromdichte  (elektrostatisch  gemessen)  hat  nach 
(13)  auf  S.  248  den  Werth: 

ov)o  =  !-  'J .  (4) 


4n    öf 


1)  Alle  Grossen  («j,  X)  sollen  in  elektroRtatischcm  Maasse  gemessen  sein. 
Die  Gleichung  (1)  wörde  auch  gelten,  wenn  das  Ion  gar  keine  Masse  Wi  be- 
sitzty  aber  wenn  die  Selbstinduction  bei  seiner  Bewegung  zu  berücksichtigen  ist. 
Drade,  Lehrbach  d.  Optik.  23 
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2)  Der  Strömung  durch  die  Verschiebung  der  positiven  La- 
dungen. Hat  die  Verschiebung  während  des  Zeitelemeutei»  dt  dtn 
Werth  (/g,  und  bezeichnet  31'  die  Anzahl  positiver  Ionen,  welche 
auf  der  Längeneinheit,  5K"  die  Anzahl  der  Ionen ,  welche  auf  der 
Querschnittseinheit  vorhanden  sind,  so  tritt  durch  die  Querscbnitte- 
einheit  während  dt  die  Ladungsinenge 

wobei  %  =  9f'  •  31"  die  in  der  Volumeinheit  vorhandene  louenzahl 
der  Gattung  1  bezeichnet  In  der  Zeiteinheit  tritt  also  durch  die 
Querschnittseinheit  die  Elektricitätsmenge: 

(5)  0-^).  =e,  91,  ^=^e,9J,  ^, 

wobei   ^1   als  Differentialquotient  nach   der  Zeit  aufzufassen  i>t. 

(jx)i  bezeichnet  die  Stromdichte,  welche  durch  die  Bewegmig  der 
Ionen  der  Gattung  1  hervorgerufen  wird. 

3)  Der  Strömung  durch  die  Verschiebung  der  negativen  Ladungen 
Dieselbe  sclireibt  sich  analog 

(6)  Ü^)2  =  «2  %    f   , 

denn  eine  Verschiebung  einer  negativen  Ladung  nach  der  nejrativeii 
./•-Axe  ergiebt   (^inen  nach  der   positiven  x-Axe  gerichteten  Stmiiu 
Die  gesammte  Stromdichte  nach  der  ir-Axe  ist  also 

(7)  /.  =  0V)<.    I-  (ix),  +  0V)2  =  i  \^  -I-  l  (e,  %  g,  +  «2  9^2  &l  • 

Analog  lauten  die  Stroinc()mj)onenten  nach  der  ?/-  und  ^-Axe. 

Weil  jed(»s  abgjenzbare  Volumen  keine  freie  Ladung  hat,  nins> 
die  Beziehung  erfüllt  sein: 

(8)  ß,  %  +  c.^  31^  =  0. 

Wir  halten  nun,  wie  immer,  an  den  Grundgleichungen  (7)  und 
(11)  (S.  245,  247)  der  Max  well*  sehen  Theorie  fest,  und  setzen  die 
iMagnetisirun^i^sconstante  //  ^^  1,  sodass  Jjrsj-  =  ^ajöt  etc.  wird.  Wir 
liaben  dann  in  jenen  (Trundgleichungen,  sowie  in  (1),  (3)  und  i7i 
die  vollständig  ansreicliendt^-  theoretische  Grundlage  fiir  alle  Dis- 
persionsersclieinungen. 
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Das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichungen  (1)  und  (3) 
ässt  sich  nun  sofort  hinschreiben,  wenn  man  A'  als  periodische 
Function  der  Zeit  annimmt.  Es  wird  dann  nämlich  g,  und  ^^  Pi'^- 
3ortional  der  gleichen  periodischen  Function  der  Zeit  vermehii 
im  einen  gewissen  ßestandtheil,  der  die  Eigenschwingungen  der 
onen,  die  nach  (1)  und  (3)  für  A'=  0  stattfinden,  darstellt  Diesen 
kstandtheil  kann  man  aber  bei  Beti*aclitung  stationärer  Zustände 
ß^noriren,  da  er  wegen  der  Reibungswiderstände  r, ,  r.^  im  Laufe 
er  Zeit  gedämpft  wird.    Wir  ktinnen  daher  setzen 

r=T:2jt,  (10) 

obei  Ai  und  A^  noch  unbestimmte  Functionen  des  Ortes  sind, 
e  aber  die  Zeit  nicht  mehr  enthalten,  während  T  die  Periode  der 
m  aussen  eindringenden  Kraft,  d.  h.  der  Lichtschwingungen,  ist. 
igentlich  haben  g,  und  ^2  i^wi'  ^^^  Bedeutung  der  reellen  Tlieile 
•r  in  (9)  hingeschriebenen  coniplexen  Grössen,  indess  können  wir 
e  jenen  coniplexen  Grössen  zunächst  selbst  gleichsetzen,  und 
n  Schluss  der  Rechnung  wied(*r  zur  physikalischen  Bedeutung, 
h.  zu  den  reellen  Theilen,  übergehen.  Dadurch  weiden  die  Recli- 
mgen  bedeutend  vereinfacht. 
Es  ist  nun  nach  (9): 

öf,  _  t  ^     Hl  __.       1  .  ...^ 

hl   ~  T^^'    d/2  -     ~~  r2Sf  (11) 

Dalier  kann  man  (1)  schreiben  als; 


1er  für 


Igt 


^.-t'^^-S  (^^) 


'  "  "^  '-      1  H-  '■  «.  -  '"  ■  (13) 


T  T 


2 


nalog  ergiebt  sich  e.^  g.^  durch  Vertauscliung  des  Index  1  mit  dem 

23* 
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Index  2.    Wir  haben  daher  nach  (7): 


04)    J^-L'S 


Vergleicht  man  diese  Formel  mit  der  früheren  Formel  (17)  (Wr 
S.  249  jx  =  ^„ii  9  so  erkennt  man ,  dass  an  Stelle  der  Dielektri- 

citätsconstanten    e    die    complexe,    von    der   Schwingiingsperioik 
T=  T  -  2jt  abhängige  Grösse  tritt: 

(15)  *'= ^ '^"  2  ^_^ -,.;_*,. 

Z  X* 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist 

(15')  ^t:  =  ^h%.. 

Die  -T  ist  über  die  einzelnen,  schwingungsfähigen  Tonen  zu 
erstrecken.  Man  kann  eventuell  mehr,  als  zwei  Gattungen  der- 
selben annehmen.  Dieselben  sind  hier  (bei  den  schnellen  Wechsel- 
zahlen, welche  die  Lichtschwingungen  besitzen  und  in  Isolatoren) 
nicht  identisch  anzunelimen  mit  den  bei  der  Elektrolyse  gefundenen 
lonengattungen. 

Die  in  (15)  auftretenden  Constanten  können  wir  noch  anscliau- 
liclier  interpretiren.  Für  sehr  langsame  Perioden,  wie  sie  bei 
langsamen  elektrischen  Schwingungen  (oder  elektrostatischen  Ver- 
suclien)  eintreten,  ist,  falls  man  t  =  oo  setzt,  nach  (15) 

(16)  £  =  ^^=1  +  2^k. 

8  hat  die  Bedeutung  der  bei  solchen  Versuchen  massgebenden 
Dielektricitätsconstante.  »V  kann  nach  Gleichung  (2)  und  (13)  die 
Dielektricitätsconstante  der  /*'ten  lonengattung  genannt  werden. 
Die  resultirende  Dielektricitätsconstante  ist  also  di^ 
Summe  der  Dielektricitätsconstanten  des  Aethers  und 
aller  lonengattungen. 

Ferner  hängt  die  Constante  h  mit  der  Eigenschwingungsdau^^ 
Th  zusammen,  welche  die  fite  lonengattung  besitzen  würde,  falls i'»^ 
Reibungscoefficient  nh  vernachlässigt  würde.  Für  diesen  Fall  (A'^^' 
Oh  =  r/t  =  o)  folgt  nämlich  aus  (1) 

(17)  bh  =  Th'^ ,   Th=  Th:  2jt. 
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Nim  haben  wir  oben  S.  333  gesehen,  dass  eine  coniplexe  Di- 
*ktricitätsconstante  Lichtabsorption  bedingt.  Nennen  wir  n  den 
•ecliungsindex,  x  den  Absorptionsindex,  so  ist  nach  den  dortigen 
Qtwickelungen  [vgl.  die  dortige  Formel  (11)]  und  der  hier  abge- 
beten Formel  (15): 


/  =  n2  (1  —  Mc)2  =  7  +  2 


^H 


l^i^'h^^^'  (18) 


IS  dieser  Formel  kann  man  durch  Trennung  der  reellen  und  iraa- 
lären  Bestandtheile  zwei  Relationen  ableiten,  aus  denen  man 
und  X  berechnen  kann. 

2.  Normale  Dispersion.  Bei  den  durchsichtigen  Körpern  ist 
le  Absorption  nicht  zu  bemerken.  Man  muss  für  diese  Körper 
iidimen,  dass  die  Reibungscoefficienten  an  nur  klein  sind,  sodass 
,n  den  Betrag  «a/t  vernachlässigen  kann  gegen  1  —  (^a/^)^.  Dieses 
offenbar  immer  nur  gestattet,  wenn  die  Periode  T  des  Lichtes 
ht  nahe  bei  einer  Eigenschwingung  7X  der  Ionen  liegt,  denn 
ist  würde  Vi\x  ==  1  sein  und  es  würde  Absorption  auftreten,  selbst 
nn  ah  nur  klein  ist.  Die  durchsichtigen  Körper  sind  daher  als 
che  aufzufassen,  deren  Eigenschwingungsdauern  nicht  mit  den 
rioden  des  sichtbaren  Lichtes  zusammenfallen,  und  deren  Rei- 
igscoefficienten  klein  sind.  In  diesem  Falle  wird  bei  Vernach- 
sigung  von  «ä/t  die  rechte  Seite  von  (18)  reell,  sodass  x  =  0 
rd  und  der  Brechungsindex  den  Werth  annimmt: 


n-  — 7+  2  r     /rA\2-  (19) 


-  (?) 


Wenn  die  Eigenschwingungsdauern  sich  viel  von  den  Perioden 
i  Lichtes  unterscheiden,  so  kann  man  für  n'^  eine  schnell  con- 
rgirende  Reihenentwickelung  benutzen.  Es  sind  die  Eigenschwin- 
iigsdauern  im  ultravioletten  r«  zu  unterscheiden  von  den  Eigen- 
iwingungsdauern  im  Ultrarothen  rr.  Für  erstere  ist  r^\x  ein 
äner  Bruch,  daher 

m 

]_'^,y-'-'-^ry-^^^y+''^-     (20) 
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Für  letztere  ist.    Vrr  ein  kleiner  Bruch,  daher: 

'=  •  ,-rW = - 1  ('  -  U)'  + 1 


.t.) ,  _  (V)'       .-■  ,  _  (;)■ 


Benutzt  man  diese  Reihenentwickeluugen,  und  fiihrt 
Stelle  der  x  die  Perioden  T  selbst  ein  narh  (10)  und  (17),  so 
aus  (19) 


n2 = i  +  v^f/  +    -:,-^"  +  — w^-  + 


(22)  ■        "T^^'^  +  ^f^ 

T2  V  _/ T^  ^  -    ... 

"7V2  ^  TV* 

Es  hat  sich  nun  in  der  That  eine  vierc^nstantige  Disj 
formell 

(23)  n'  =  -  ÄT^  +  ^  +  J  +  J 

mit  positiven  Coefficienten  Ä,  A^  B,  C  bisher  den  Beoba« 
über  die  Abhängigkeit  des  n  von  T  bei  durchsichtigen 
meist  sehr  gut  angeschlossen.  Wir  erkennen  in  (23)  die 
ebenen  Reihenentwickelungen  von  (22)  und  verstehen  dal 
retisch,  weshalb  alle  Coefficienten  A\  A,  B,  C  positiv  sein 
Zugleich  ergiebt  sich,  dass  da^  von  der  Periode  T  freie 
der  Dispersionsformel  die  physikalische  Bedeutung  hat: 

(24)  A=l  +  2:^v. 

Da  nach  (16)  die  Dielektricitätsconstaute  t  die  Bedeutung 

t  -^  1  +  2;^a'  =  1  -I-  2:  {>;  +  2;^;, 

so  ergiebt  sicli 

(25)  f  —  .4  =  >;  d-/, 

d.h.  die  Differenz  zwischen  Dielektricitätsconsta 
dem  von  T  freien  Gliede  der  Dispersionsformel  i 
positiv  und  hat  die  Bedeutung  der  Summe  der  Di' 
citätsconstanten  der  Ionen,  deren  Eigenschwingu 
Ultrarothen  liegen.  Hierdurch  werden  also  die  obe 
constatirteu  Abweichungen  der  ursprünglichen  Maxw< 
Theorie  von  der  Erfahrung  erklärt. 

Eine  solche  Differenz  zwischen  e  und  A  muss  also  ii 
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stehen,  wenn  die  Dispersion  nicht  durch  die  dreiconstantige  Formel 


Bö 

f2      I'    fi 


n2  =  ^  +  f;  ^-  ^^  (26) 


[.  darziistdien  ist;  denn  der  Coefficient  A'  in  der  Formel  (23)  rührt 
l^erade  von  den  Ionen  her,  welclie  Eigenschwingungen  im  ültra- 
rothen  besitzen.  Für  diesen  Satz  bildet  das  Verhalten  des  Wassers 
eine  glänzende  Bestätigung.  Denn  unter  allen  durchsichtigen  Körpern 
erreicht  der  Coefficient  4'  der  vierconstantigen  Dispersionsformel  den 
grössten  Betrag  an  Wasser,  und  dies  steht  sowohl  im  Einklang 
^laniit,  dass  Wasser  am  meisten  von  allen  Körpern  Wärmestrahlen 
Hbsorbirt,  als  damit,  dass  bei  Wasser  die  Differenz  zwischen  e  und 
-4  am  gi-össten  ist.  —  Unter  der  Annahme,  dass  nur  ein  einziges 
Absorptionsgebiet  im  Ultrarothen  liegt,  kann  man  die  Lage  des- 
i^tilben  aus  Ä  und  s  —  A  berechnen.  Denn  es  ist  dann  (22),  (23) 
und  (25): 

^'  =  %i  e  —  A={hr\  d.  h.  Tr*^=  -"-"^  •  (27) 

Nach  Ketteier  ist  nun  für  Wasser  4'=  0,0128  •  10   •  c^  sec'^ 

^      10 
Wobei  c  =  3  •  10     ist.  Ferner  ist  €  —  ^  ==  77.  Hieraus  berechnet 

^ich  die  dem  ultrarothen  Absorptionsgebiet  entsprechende  Wellen- 
gänge (in  Luft  oder  Vacuum  gemessen)  zu 

^.  b. 

X^  =  7,75 .  Kr  '  cm  =  0,08  mm.  ("28) 

Diese  Wellenlänge  liegt  in  der  That  weit  im  Ultrarothen. 
Experimentelle  Untersuchungen  ergaben,  dass  das  Wasser  nicht  nur 
^  i «  Absorptionsgebiet  im  Ultrarothen  hat, ')  dass  die  Grössenord- 
^^Uiig  der  am  stärksten  absorbirten  Wellenlängen  aber  in  der  That 
^'^it  (28)  übereinstimmt. 2) 

Weitere  quantitative  Bestätigungen  der  Dispersionsformel  (19) 
**^ben  sich  am  Fliiltglas,  Flussspath,  Quarz,  Steinsalz,  Sylvin 
^^geben,   indem   man   zur  Untersuchung   auch    sehr   langwellige 


1)  Vgl.  F.  Paschen,  Wied.  Ann.  53,  S.  334,  1894. 

2)  Vgl.  Rubens  u.  Aschkinass,  Wied.  Ann.  65,  S.  252,  1898. 
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Strahlen  verwendete J)    Schreibt  man  (19)  in  der  Form 

w2=l  +i:^h+2J-i^-^^ 

d.  h.  in  der  Form: 

(29)  ^2=^2 +2;     ^* 


A2-V' 


so  erkennt  man,  dass  h'^  mit  der  Dielektricitätsconstante  «  iden- 
tisch sein  muss.  Bei  den  genannten  Körpern  konnte  man  nun  n* 
durch  die  Formel  (29)  in  der  That  gut  darstellen,  z.  B.  bei  Quarz 
(ordinärer  Strahl)  durch  die  Constanten: 

M^=     0,0106,    V=     0,0106, 

if2=    44,224,      X;^=    78,22, 

ifa  =  713,55,        V  =  430,56,       ^2=  4^59. 

Es  ist  Xh^=  Th'V  gesetzt,  und  Einheit  von  Xh  ist  der  tausendste 
Theil  eines  Millimeters  {fi).  Diese  7  Constanten  if,,  ifj,  M^,  i|, 
^2,  >t3,  h'^  müssen  nach  (29)  die  Eelation  erfüllen: 

(30)  ...-i=v^,'  =  5  +  0  +  0. 

Die  rechte  Seite  hat  hier  den  Zahlweith:  3,2;  die  linke  Seite  ist  3,6. 
Diese  Differenz  wird  veranlai>st  durch  Molecülgattungen,  deren 
Eigenperioden  so  weit  im  Ultravioletten  liegen,  dass  man  für  sie 
tä  =^  0  setzen  kann.  Nennt  man  die  Summe  ihrer  Dielektricitäts- 
constanten  1^0',  so  wird  nach  (29): 

Z,2  =  1  +  ^;  +  2:^/»',  Mk  =  ^h  •  Xk\ 
An  Stelle  von  (30)  tritt  daher: 

(30')  K^--\-       f'--^o. 

Die  Dielektricitätsconstante  des  Quarzes  hat  sich  nun  zu  €  =  4,55  bis 
4,73  ergeben,  was  mit  dem  Werth  h'^  sehr  gut  übereinstimmt 


1)  Vgl  Rubens  und  Nichols,  Wied.  Ann.  00,  S.  418,  1897.  —  Paschen, 
Wicd.  Ann.  54,  S.  072,  1895. 
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Flussspath:  i/,  ==  0,00612,    ;i,-=  0,00888, 

if2  =  5099,         ^/=  1258, 
6-^  =  0,09,    fc  =  6,7  bis  6,9. 

(Auch  hier  ist  (30)  nicht  genau  erfüllt) 

Steinsalz:    Jfi  =  0,018,    2,'- =  0,0162, 

if2=8977,     ^,'^  =  3149, 
62  =  548,    6=-  5,81  bis  6,29. 

[(30)  ist  annähernd  erfüllt    &o  ==  0,18.] 

Sylvin:  if,  =  0,0150,    V=^  0,0234, 
if2=  10747,     ^^-=4517, 
62  ===4,55,  f  =  4,94. 

(Die  Relation  (30)  ist  nicht  erfüllt  Es  ist  nach  (30')  i^o  =  0,53.) 
Der  Schluss,  dass  die  Differenz  zwischen  e  und  A  nach  For- 
mel (25)  auf  Eigenschwingungen  und  Absorption  im  Ultrarothen 
deutet,  lässt  sich  nicht  umkehren,  d.  h.  auch  wenn  die  Dielektrici- 
tätsconstante  e  und  das  von  der  Periode  freie  Glied  A  der  vier- 
constantigen  Dispersionsformel  (23)  übereinstimmen,  brauchen 
Eigenschwingungen  und  Absorptionen  im  Ultrarothen 
nicht  ganz  ausgeschlossen  zu  sein.  Nach  (25)  wären  nur  die 
Dielektricitätsconstanten  ^/  dieser  lonengattungen,  deren  Eigen- 
schwingungen im  Ultrarothen  liegen,  sehr  klein.  Trotzdem  kann 
aber  merkliche  Absorption  für  r  ==  tr  eintreten.  Denn  nach  (18) 
tritt  dann  in  s  das  Glied  ^Z :  *«r/r,.  auf.  Dieser  Term  hat  nach  (12) 
den  Werth  — i2Tr% :  vr,  wobei  vr  den  in  (1)  definirten  Reibuugs- 
widerstand  bedeutet  Der  Werth  dieses  Gliedes  bleibt  also  endlich, 
auch  wenn  ^r  sehr  klein  wird.  So  sehen  wir  in  der  That  bei  vielen 
Körpern,  z.  B.  den  Kohlenwasserst-offen,  dass  die  Differenz  zwischen 
s  und  A  sehr  klein  ist,  und  trotzdem  sind  diese  Körper  für  Wärme- 
strahlen nicht  vollständig  absorptionsfrei. 

Aus  der  Dispersionsformel  (22)  oder  (23)  folgt,  dass  7i^  bestän- 
dig abnimmt,  wenn  T  wächst.  Dies  kann  man  in  der  That  bei 
allen  durchsichtigen  Körpern  beobachten,  es  ist  der  nonuale  Ver- 
lauf, daher  bezeichnet  man  ihn  als  normale  Dispersion. 

3.  Anomale  Dispersion.  Normale  Dispersion  des  n^  tritt 
allemal  ein,  wenn  man  die  Untersuchung  beschränkt  auf  ein  Gebiet 
von  Schwingungsperioden  T,  welches  nicht  durch  eine  Eigen- 
schwingangsperiode  des  Körpers  hindurchgeht  Sowie  aber  das 
letztere  eintritt,  muss  der  normale  Verlauf  des  n^  gestört  werden. 
Denn  aus  (19)  folgt,  dass  für  Perioden  T,  welche  kleiner  als  eine 
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Eigenperiode  Th  ist,  für  welche  also  l  —  {^lix)^  den  negativen 
Wertli  — £  hat,  ti^  das  grosse  negative  Glied:  — ^/:5  enthält, 
während  für  T,  welche  grösser  als  Th  sind,  1  —  (^a/t)^  den  positivöi 
Werth  ^  annimmt,  daher  n^  das  positive  Glied  +  &h  :  ^  enthält 

Wenn  daher  Tbestän- 
dig  wächst,  so  nimmt 
n^  im  Allgemieineu  ab, 
beim  Hindurchgehen 
durch  ein  Absorp- 
tionsgeb'iet  aber  zu. 
Im  Absorptiousgebiet 
selbst  ist  die  Formel  (19) 
nicht  zu  gebrauchen,  viel- 
mehr ist  dann  »^  und  x 
aus  (18)  mit  Beiücksich- 
tigung  von  an  zu  berech- 
nen. Jedenfalls  müssen 
die  Wei-the  von  n^  continuirlich  zusammenhängen.  Man  erhält 
daher  den  in  Figur  (102)  dargestellten  Verlauf  des  n^  und  des 
Absorptionsindex  x.  Letzterer  ist  bei  kleinem  ah  nur  in  unmittel- 
barer Nähe  von  Tu  von  Null  verschieden,  aber  dann  auch  um  so 
bedeutender,  je  kleiner  an  ist.    Denn  aus  (18)  folgt  für  T==-  Tk: 


Fig.  102. 


(31) 


2n^x  = 


2n  a^ 


2T^ 


h 


n 


Je  kleiner  also  ah,  d.  h.  m  ist,  um  so  schärfere  und  schmalere 
Absorptionsstreifen  besitzt  der  Körper,  während  bei  gi'osseni  "* 
die  Absorption  sich  über  grössere  Gebiete  von  Wellenlängen  er- 
streckt, aber  mit  geringerer  Intensität. 

Der  in  Figur  (lü2)  angedeutete  Gang  der  anomalen  Dis- 
persion wird  nun  in  der  That  bei  Körpern  mit  auswählender  starker 
Absorption  (z.  B.  Fuchsin)  gut  bestätigt.')  Die  Gase  und  Metall- 
däinpfe  zeichnen  sich  dui'ch  sein*  schmale  und  intensive  Absorptions- 
streifen aus.  Auch  in  der  Nähe  dieser  schmalen  Absorptionsstreifen 
tritt  anomale  Dispersion  des  n-  auf. 

Exi)erimentell   kann   man   das  Vorhandensein   anomaler   Dis- 


1)  Vgl.  Ketteier,  theoret.  Optik,  Braunschweig,  1885.  S.  548 ft:  —  Eine 
gutt^  Beptiitigung  der  Theorie  auch  im  Absorptioiisgebiete  selbst  hat  Pflüger 
\\Vied.  Ann.  65,  S.  173,  1898)  am  Cyanin  erhalten. 
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liperswu  am  eitifachst#n   dadurch  erkt'tiiieii,  dass   ein  l'risiriii  des 

Btreffendeii  Köriiers  von  einer  Licbtlinie  ein  Öiiectnim  entwirft, 

welchem  die  Farhenfulge  niclit.  die  normale  ist.    Die  Ei*schei- 

lg  kann  aber  dadiu-cli  roinplicirt  werden,  dass  im  Spectnini  au 

rereii  Stellen  zwei  Farben  aufeinander  fallen  k5nnen.    Daher 

es  übersiditlicher ,   wenn   man  die  Kimdt'sche  Methode  der 

ikreuzteu  Prismen  anwendet,   indem  ein   durch  ein  GHaaprisma 

vertikaler    brechender    Kante    entworfenes    nnrmales,    sehr 

«■fimales,  hori2ijiitale8  Spectrum  betrachtet  wird  durch  eiu  Pri-sma 

der  zu  nntersudieuden  Substanz  mit  horizontaler  brechender  Kante. 

Es  üntüt^lit  eine  Lichtlinie,  welche  bei  anomaler  Dispersion  von  S 

am  Stücken  in  verschiedener  Höhe  besteht,  welche  durch  dunkle 

Stellen,  die  den  Absorptionsgebieten  entsprechen,    von  einander 

getrennt  sind. 

Ein  Uebelstand  dieser  Prisnieuniethoden  ist  ea,  dass  bei  starker 
Absorption    uur  Prismen   von    sehr    kleinem  brechenden  Winkel 


''^mitzt  werden  krmnen.  Daher  ist  die  Methode  von  Mach  und 
^rbe.s'i  günstig,  welche  die  anomale  Dispersion  aus  der  Total- 
•"•^flexiiui  erschliesst.  Eine  Fuchsiulösung  wird  in  den  ölastrog  G" 
'^'^fiillt,  und  auf  ihn  das  Flintglasprisnia  /'  gesetzt.  Von  der  LicLt- 
'  'üie  L,  die  in  einer  Verticalebene  liegt,  concentrirt  die  Sammellinse  a, 
•üe  Lichtstrahlen  auf  der  Grenzfläche  Glas-Fuchsinlfisung.  Die 
Linse  «j  sammelt  die  reflectii'ten  Strahlen  und  entwirft  ein  reelles 
ßild  von  L  auf  dem  Schirm  S,  Dieses  Bild  wird  aber  vorher  durch  ein 
S<?eignet  gestelltes  Glasprisma  in  ein  Spectrnm  verbreitert.  Dasselbe 
^igt  dann  die  in  der  Figur  dargestellte  Helligkeitsvertheilung,  in  der 
•lie  CniTe  mnpq  der  Totalreflex ii in  zu  erkennen  ist.    Das  Absetzen 


1)  E.  Mach  und  J.  Acbes,  Wied.  Ana.  27,  8.  43ö,  IBSö. 
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dieser  Curve  zwischen  n  und  p  läisst  auf  einen  Blick  die  anomaV 
Uispersion  erkennen.  (Zwischen  n  und  ;;  liegt  ein  dunkler  Streifen, 
da  für  die  dort  liegenden  Farben  der  Brechungsindex  des  Flim- 
glases  gleich  dem  der  Fuchsinlösung  ist,  sodass  überhaupt  keiue 
Reflexion  eintritt.)  Uirect  im  Gebiete  maximaler  Absorption  kaun 
man  allerdings  auch  nach  dieser  Methode  den  Brechungsindei 
nicht  immer  bestinmien,  denn  in  diesem  Gebiete  ist  oft  die  partielle 
Reflexion  wegen  der  hohen  Absorption  so  gi'oss  (cf.  Metallreflexion), 
dass  die  partielle  Reflexion  continuirlich  in  die  Totalreflexion  über- 
geht, sodass  keine  scharfe  Grenzcurve  auftritt  Man  kann  dann 
aber  n  und  x  aus  der  partiellen  Reflexion  wie  bei  den  Metallen 
bestimmen. 

Eine  glänzende  Bestätigung  der  hier  dargelegten  Anschauunjreü 
hat  sich  neuerdings  *)  duixh  die  Thatsache  ergeben,  dass  Quarz  für 
sehr  langwellige  Strahlen  [X  =  56  ^)  einen  viel  grösseren  Breclinn}r>- 
index  besitzt  (/*  =  2,18)  als  für  sichtbares  Licht.  Die  Formel  i29i 
liefert  mit  Annahme  der  auf  S.  :560  angegebenen  Const^ntvnwnllie 
des  Quarzes  n  =^-  2,20.  Wenn  man  daher  die  Strahlen  eines  Auer- 
brenners  durch  ein  Quarzprisma  spectral  zerlegt,  so  findet  man 
jenseits  der  violetten  Seite  des  Spectrums  diese  langA\'ellijreii 
Strahlen,  welche  daher  so  in  einfacher  Weise  durch  Abblenduiiir 
von  den  anderen  Strahlen  zu  isoliren  sind. 

Das  Gegenstück  zu  einem  sehr  schmalen  Absorpti«)nsstreif<ii 
bietet  der  Fall,  dass  in  (18)  oder  in  (15)  nicht  au,  scmdern  hi,  odtT 
Th  ZU  vernachlässigen  ist,  dass  wir  uns  also  in  einem  Absorpti«>n>- 
<j:el)iete  befinden,  in  welchem  keine  Eigenschwingungen  liegen  idi»- 
selbeii  würden  vielmehr  ei'st  bei  viel  kleineren  Schwingungen  ein- 
treten).   Dann  wäre  nach  (18): 


t2 


Die  2!  über  den  Index  v  bezieht  sich  auf  die  im  Ultra violettfu 
liegi'iiden  Kigenscliwingungen.  Nimmt  man  deren  Perioden  als 
sehr  klein  g^gen  7'  an,  so  wird  nach  (32),  falls  nnm  wiedennn  in 
UebiMeinstimmnng  mit  der  Bezeichnung  der  S.360  2jO^J  =  f^ '  setzt: 

1)  Kubens  u.  Aschkiiiass,  Wied.  Ann.  67,  S.  459,  1899. 
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Ist  nur  eine  lonengattung  h  vorhanden,  so  ergiebt  sicli,  dass 
n  mit  abnehmender  Periode  T  von  jT  =  oo  an  zunäclist  beständig 
abninunt  nnd  die  Absorption,  welche  ein  sehr  breites  Gebiet  ein- 
nimmt, ein  Maxinmm  für  eine  gewisse  Periode  T  erreicht.  Diese 
Formeln  scheinen  bei  manchen  Substanzen  die  Uispersionserschei- 
nungen  darzustellen,  die  man  im  Grebiete  der  durch  elektrische 
Vorgänge  erhaltenen  gi'ossen  Wellenlängen  von  Jl  =  oo  bis  zu 
etwa  ^  =  l  cm  herab  beobachtet.  *) 

*•  Die  Dispersion  der  Metalle.  Wenn  wir  Leiter  der  Elek- 
tricität  in  den  Kreis  der  Betrachtungen  ziehen,  so  haben  wir  zu 
berücksichtigen,  dass  in  Leitern  Elektricitätsmengen  unter  dem 
Einfluss  einer  constanten  elektrischen  Kraft  foi-tdauernd  ver- 
schoben werden,  ohne  eine  bestimmtt^  Gleichgewichtslage  an- 
zunehmen. Die  bei  den  Elektrolyten  benutzte  Vorstellung,  dass 
die  verschobenen  Elektricitätsmengen  an  bestiiTimte  Massen  (Ionen) 
geknüpft  sind,  übertragen  wir  insofern  auf  die  Metalle,  als  auch 
in  ihnen  die  Bewegung  der  Ionen  so  erfolgt,  als  ob  sie  träge 
Masse  m  besässen.  Dieselbe  kann  aber  audi  scheinbare  Masse 
sein,  indem  die  Trägheit  durcli  die  Selbstinduction  veranlasst  wird 
(cf.  oben  S.  353). 

Für  diese  (Leitungs-)  Ionen  muss  man  ihre  Constante  ih  un- 
endlich gross  setzen,  da  nach  (2)  i^,  proportional  ist  der  Ver- 
schiebung der  Ionen  aus  der  ursprünglichen  Lage  unter  der  Ein- 
wirkung einer  constanten  elektrischen  Kraft.  Die  Bewegungs- 
gleichung dieser  Ionen  entsteht  daher  aus  der  Gleicliung  (1)  der 
S.  353,  wenn  man  dort  t9-,  =^  cc  setzt,  d.  h.  sie  ist: 

oder  wenn  man  nacli  (5)  die  von  diesiMi  Ionen  hervorgerufene 
Strönmngyr  =  r.9i  ^^  einfülirt: 

Hierin  ist  m  die  (sclieinbare  oder  wirkliche)  Masse  eines  Ions,  e 
die  Ijadung  desselben,  3J  die  Anzalil  der  loui^n  in  der  Volumein- 
lieit.  Aus  (35)  erkennt  man,  dass,  falls  zwei  Leitungs-Ionengattungen 

1)  Die»  hahe  ich  näher  in  Wied.  Ann.  (hi,  S.  131,  1898  ausgeführt. 
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vorhanden  sind  (eine  positiv  und  eine  negativ  geladene  Gattung), 
deren  Reibungswiderstände  r,  und  r^  sind,  für  constante  Stnlme 
die  Beziehung  besteht 

/Oß\  ^^^   _1_  ^^2         ^ 

(36)  -^^   +    -  =0, 

wobei  c  die  nach  elektrostatischem  Maass  gemessene  specifische 
elektrische  Ijeitfähigkeit  des  Körpei's  ist  (cf.  S.  331). 

Für  periodische  Aenderungen  wird  nach  (35),  daA'=  — ir  ^  H 

.    i  i    m         r\ bX 

oder 


.  _    2   öx 
(37)  ^^~^47i  dt 


m  .  ( 


Durch  derartige  Zusatzglieder  ist  die  frühere  Formel  (14)  der 
S.  35()  zu  erweitern,  sodass,  wenn  man  zur  Abkürzung  setzt 

(»38)  m  :  e'^  =  m 

die   resultirende   complexe   DielektricitäisconstAnte  e    die  (lestelt 
annimmt: 

Nimmt  man  an,  dass  die  Scliwingnngen  weit  von  den  Eigt'n- 
scliwingungen  der  lonengattungen  h  entfernt  seien,  sodass  an  zn 
V(^rnachlässigen  ist,  so  entstellt  aus  (39),  da  s  =  n'^  [I  —  ix)'  ist, 
durcli  Trennung  des  Reellen  und  Imaginären: 

(40)  //•-'  (7       x'^)  --^  /  +N  )    V  -  -^^2  -     -  /    '^2  ' 


(41)  )ihc  =^  2jrr2 


r9i 


'-(")' 


Hieraus   ist    ersichtlich,   dass  bei  Metallen  wohl  x  >  1   sein 
kann,  da  die  rechte  Seite  von  (40)  niclit  nur  wegen  des  zweiten 
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ermes,  sondern  besonders  auch  wegen  des  dritten  Termes,  der 
it  der  Massem  der  Leitungs-Ionen  propoilional  ist^  negativ  werden 
mn.  Uies  wird  bei  bestimmten  m  und  r  um  so  eher  eintreten, 
I  kleiner  r,  d.  h.  je  grösser  die  specifische  Leitfäliigkeit  ist  Ferner 
^  durcli  die  Gleichung  (41)  der  zweite  Widerspruch  erklili-t, 
er  oben  auf  S.  339  constatirt  wurde,  dass  nämlich  bei  den  Metallen 
h.  kleiner  als  öT  ist  Setzt  man  nämlich  m  =--  0  (oder  r  =--^  a^), 
0  ergiebt  (41)  thatsächlich  [mit  Rücksicht  auf  (36)]  die  von  der 
rsprünglichen  Maxwell'schen  Theorie  gefordei-te  Beziehung 

'bald  aber  in'\x  nicht  vernachlässigt  wird  gegen  r  (und  gerade  bei 
hnellen  Perioden  [r  klein]  und  grosser  Leitfähigkeit  [r  klein] 
ird  dies  nicht  gestattet  sein),  so  ergiebt  sich  nach  (4t)  n^x  <  öTJ) 

Noch  allgemeinere  Formeln  als  (40)  und  (41)  könnte  man  durch 
inzuziehung  der  in  (33)  gebildeten  Ausdrücke  erhalten,  was  der 
tmahme  entspräche,  dass  ausser  den  eigentlichen  Leitungs-Ionen 
►ch  leitende  Bestandtheile  vorhanden  wären,  welche  aber  unter 
irkung  einer  constanten  elektrischen  Kraft,  nur  um  einen  end- 
;hen  Betrag  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  verschoben  werden 
)genannte  innere  Leitfähigkeit,  wie  man  sie  durch  Leiter,  welche 
einem  Isolator  eingebettet  sind,  im  Groben  nachahmen  kann). 
)  diese  erweitei*te  Annahme  nothwendig  ist,  fo'innte  erst  eine  weit 
llständigere  Untei'suchung  der  Dispersion  der  Metalle  ergeben, 
}  sie  bisher  ermöglicht  worden  ist 

Die  Formeln  (40)  und  (41)  geben  auch  Aufsclduss  darüber,  dass 
r  bei  so  guten  Leitern,  wie  sie  die  Metalle  sind,  Lichtabsorption 
rch  die  elektrische  Leitfähigkeit  hervorgerufen  wird,  während 
i  den  besten  elektrolytischen  Leitern  die  Leitfähigkeit  noch  immer 
gering  ist,  dass  sie,  wie  es  auch  die  Beobachtung  bestätigt,  sehr 
t  durchsichtig  sein  können,  z.  B.  ist  bei  bestleitender  Schwefel- 
ire oder  Salpetersäure  die  specifische   elektrische  Leitfähigkeit 

va  7  •  10 '     iTial  so  givjss,  als  beim  Quecksilber.    Da  bei  letz- 

em  (cf.  oben  S.  331)  0  ^--=  10      ist,  so  wäre  also  bei  den  best- 

tenden    Elektrolyten    ö  =  7  •  10   .    Nun    ist   aber  für  Licht- 

1)  Betrells  geimiieror  Aiisfrthrung  vgl.  meinen  Aufsatz  in  der  phys.  Zeitsch. 
161,  Jan.  liMK). 
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—  15  —4 

Schwingungen   etwa   r==  2  •  10       ,  daher  ist   oT  =  ii  -  10 
=  0,0014.    Nach  Formel  (41)  ist  aber  nhc  stets  kleiner,  jedenfUb 
nie  gi-össer  als  cT.    Daher  ist  x,  d.  h.  die  Lichtabsorption,  sehr 
gering,  wenigstens  die  durch  die  Leitfähigkeit  bedingte. 


Kapitel  VI. 

NatQrlich-aetive  Korper. 

1.  Allgemeine  Grundlage.  Wenn  ein  linear  polarisirter  Licht- 
strahl senkreclit  auf  eine  planparallele  Glasplatte  fällt,  so  hat  die 
Pohirisationsebene  des  austretenden  Strahles  dieselbe  Lage,  wie 
die  des  eintretenden.  Li  derselben  Weise  verhalten  sich  im  All- 
gemeinen alle  Kcirper,  auch  Krystallplatten ,  welche  senkrecht  zn 
einer  optischen  Axe  geschnitten  sind. 

Lidess  giebt  es  eklatante  Ausnahmen  von  dieser  Regel  bei  den 
sogenannten  natürlich')-activen  Körpern:  So  z.B.  dreht  eine 
senkrecht  zui'  optischen  Axe  geschnittene  Quarzplatte  die  Polari- 
sationsebene sehr  bedeutend,  und  sogar  in  Zuckerlösungen  ist  diese 
Drehung  leicht  nachweisbar.  Letzteres  Resultat  ist  um  so  auffal- 
lender, als  man  eine  Liisung  als  einen  völlig  isotropen  Körper 
anzusclu^n  geneigt  ist,  während  die  besprochene  Erscheinung  ent- 
scliieden  gegen  die  Isotropie  des  K(")rpers  spricht.  Denn  bei  voll- 
koniniener  Lsotropie  krmnte  aus  Symnu^trierücksichten  eine  Ablenkung 
dei"  Polarisationsebene  des  einfallenden  Lichtes  in  irgend  einem 
bestinnnten  Sinne  nicht  möglich  sein. 

Diese  Erscheinung  spricht  also  dafür,  dass  die  Zuckerlösunjr 
in  oi)iischer  Hinsicht  keine  einzige  Symmetrieebene  besitzt,  da  simst. 
wenn  z.  B.  die  Polarisationsebene  des  einfallenden  Lichtes  mit  ihr 


1)  I  )ic8cr  Zusatz  dient  zurUntersdicidiing  von  den  Kpater  zu  beHpret'hen- 
dcn  niapietisch-activen  Körpcnu 
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xusainmenfiele,  keine  Drehung  derselben  stattfinden  ktinnte.  Der 
Hatur  der  Lösung  entspricht  es  aber,  dass  sie  sich  in  allen  Rich- 
tungen gleich  verhält  Es  lässt  sich  hiernach  die  Gestalt  der  Diffe- 
rentialgleichungen, welche  die  optischen  Vorgänge  in  einer  Zucker- 
lösung beschreiben  können,  dahin  characterisiren,  dass  dieselbe 
ungeändert  bleiben  muss  bei  einer  beliebigen  Drehung  des  ganzen 
Coordinatensystems,  dass  dagegen  die  Gestalt  der  Differentialglei- 
chungen sich  ändern  muss,  wenn  nur  eine  der  t'oordinatenaxen  in 
die  entgegengesetzte  Richtung  gelegt  wird,  d.  h.  wenn  z.  B.  x  und  // 
unverändert  bleiben,  wälirend  x  mit  —  x  vertauscht  wird.  KcJrper, 
für  welche  Differentialgleichungen  dieser  Gestalt  gelten,  heissen 
dissymmetrisch -isotrope. 

Dagegen  nennt  man  einen  Krystall  der,  wie  Quarz,  keine 
optische  Symmetrieebene  besitzt,  einen  dissy  mmetrisch-krystal- 
linischen  Körper. 

2.  Isotrope  Korper.  Bei  einer  Lösung  kann  eine  Unsymmetrie 
nur  in  der  Gestaltung  des  Molecüles  selbst  liegen,  nicht  in  d(»r 
gegenseitigen  Anordnung  der  Molecüle,  und  in  der  That  haben 
le  Bei  und  van't  Hoff  das  Drehungsvermögen  direct  mit  der 
chemischen  Constitutionsformel  in  Verbindung  setzen  können.  — 
Bei  einem  festen  Körper  kann  die  Dissymmetrie  in  der  gegenseitigen 
Anordnung  der  Molecüle  liegen. 

Eine  Erweiterung  unserer  bislierigen  Theorie  versurh(Mi  wir  in 
den  Gleichungen  (1)  auf  S.  353  des  vorigen  Kapitels,  während  wir 
an  den  sogenannten  Grundgleichungen  der  MaxweirscluMi  Tlieorie 
(8.  247)  nach  wie  vor  festhalten. 

Die  dissymmetrische  Clonstitution  eines  Kiirpers  ist  nun  nur 
dadurch  zu  erkennen,  dass  man  die  Eigenschaften  an  einer  Stelle 
mit  denen  einer  benachbarten  Stelle  vergleirlit;  ein  genau  punkt- 
förmiges Gebilde  kann  keine  dissyiumetrisclie  Eigenschaften  liabeii, 
diese  können  immer  erst  bei  räumlich  ausgedehnten  G(*bilden  hei*- 
vortreten.  Die  nothwendige  Erweiterung  unserer  früheren  An- 
schauungen über  die  lonenbeweglichkeit  muss  also  darin  bestehen, 
dass  wir  die  Verschiebung  g  eines  Ions  nicht  nur  von  der  elek- 
trischen Kraft  A'  an  der  Stelle  des  Ions  als  abhängig  betrachtet), 
sondern  auch  von  den  elektrischen  Kraftcomponenten  der  unmittelbar 
benachbai*ten  Stellen.  Mathematisch  drückt  sicli  diese  Ide(^  dadurcli 
aus,  dass  in  der  Gleicliung  (1)  der  S.  353  oder  der  Gleichung  (2) 
ausser  X  auch  noch  die  Differentialquotienten  von  A',  F,  Z  nach 
den  Coordinaten  vorkommen  müssen.    Berücksichtigt  man  nun  die 

Drade,  Lehrbuch  d.  Optik.  24 
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Bedingung  der  Isotropie,  d.  h.  dass  keine  Coordinatenrichtong  vor 
der  anderen  ausgezeichnet  ist,  so  bleibt  als  mögliche  Erweiterung 
von  (2)  nur: 


ZU  welcher  Gleichung  sich  zwei  analoge  zuordnen,  die  man  durch 
cyklische  Vei-tauschung  der  Buchstaben  aus  (1)  ableiten  kann.  In 

(1)  kihiute  wegen  der  Isotropie  auch  noch  das  Glied  ^  auftreten. 

Dieses  niuss  aber  deslialb  verschwinden,  weil  sonst 


^  \bx  "^  öy  "^  ö^)  ~   bx^  "^  Vly»  ^'  (5 


wäre,   d.  h.  es  könnte  eine  Anhäufung  freier  Ladung   entstehen. 

da  die  rechte  Seite  im  Allgemeinen,  z.B.  bei  Lichtschwingungen, 

nicht  verschwindet 

Wir  würden  ein  dissymmetrisch-isotropes  Medium  erhalten,  wenn 

die  Molecüle  einer  Lösung  alle  dieselben  unregelmässigen  Tetraedt^r 

sind,  während  die  Tetraeder,  welche  zu  ihnen  spiegelbildlich  gleici 

sind,  nicht  vorhanden  oder  mindestens  kleiner  an  Zahl  sind.  — 

Kine  directe  Versinnlichung  der  Gleichung  (1)  erhält  man,  wenn 

man  annimmt,  dass  unter  dem  Einfluss  der  Molecularstructur  dit* 

Bahnen  der  loiu^n  nicht  kurze  gerade  Linien,  sondern  kurze,  in 

eiiit^in   Sinne   <r<*wnnd(»ne  Scliraubenlinien  sind,    deren  Axen  nun 

aber    regellos^  im  Räume  verschieden  g^ 

richtet    sind.     Betrachten    wir   z.  B.   eine 

reclits  gewundene  Schraubenbahn  (cf.  Figur 

104),  deren  Axe  parallel   zur  x-Axe  geht. 

Die  Komponente  X  treibt  das  geladene  L'n 

beständig    nach     rechts,    ein    positives   ) 
,f(hmtnit  ^^.^^j^^^     .^-^^^j,    ^^^    ^^^    ^^f    ^^^    Oberseitr 

L       ^;^     der  Schraube   nach  links,   auf  der   Unter- 

Fig.  104.  seit(j  nach  rechte    Es  resultirt  daher  eim* 

Wirkung  nach  rechts,  welche  prop<»rtional 

zu         .     ist,   da  es   auf  den  Unterschied  der  Y  oben  und  unt^n 

ankommt.    Ebenfalls  trei])t  ein  positives  Z  das  Ion  auf  der  Vordt^r- 
seit(^   der  Seliraube   nacli   links,   auf  der  Hinterseite   nach  recliis. 

Der  resultirende  Ell'ect  nach  rechts  ist  proportional  zu  4-  v '•  E> 

entsteht   daher  dcT  Ansatz  (1),   wobei  f  negativ  sein   würde  bt»! 


•J 
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ihts  gewundenen  lonenbahnen  und  wenn  das  Coordinatensysteni 
der  der  Figur  104  entsprechenden  Weise  gewählt  wird. 
Nach  dem  Ansatz  (1)  ist  die  frühere  Gleichung  (1)  der  S.  353 
erweitern  in 


/„  ,    ^  r^^"        ^^1\        4ne^   ^  «dg  ,^. 


ir  periodische  Veränderlichkeit  mit  der  Zeit  entsteht,  falls  wir 
:^  Strömung  O't),  =  c9i  ^f  einführen: 


)bei 


Wir  wollen  im  Folgenden  «/r  vernachlässigen,  was  gestattet 
;,  wenn  die  Lichtschwingungen  nicht  nahe  zusamiTienfallen  mit 
r  Eigenperiode  einer  lonengattung.  Die  ganze,  von  allen  Jonen- 
ttungen  und  vom  Aether  herrührende  Strömung  ist  dann 

►bei 

f  =  1  4-  2; 

'  -  o'  ■ 

Die  Grundgleichungen  (7)  und  (11)  der  S.  245,  247  werden  daher, 
Is  die  Magnetisirungsconstante  //  =  1  gesetzt  wird,  sodass  4jt  sx  = 
bt  etc.  ist: 


1   ö 

c    bt 


i    ö    /    .,     ,      .  rd^         bX^\        ba        by  _. 


d/  r^     ^'  ^  Iby         bx})  ~'  ^  "~  by' 


24 


372  Kapitel  VL 

v^^        c    bi         öx  ö?/  '    c   hi         bx         äV  *    e   bt         bp         bx  ' 

Als  Grenzbedingungen  beim  Uebergang  des  Lichtes  über  die 
Grenze  zweier  verscliiedener  Körper  ergiebt  sich  nach  denselben 
Ueberleguugen ,  wie  sie  oben  S.  251  angestellt  sind,  Stetigkeit  der 
der  Grenze  parallelen  elektrischen  und  magnetischen  Kraftcompo-  ' 
nenten. 

Wir  haben  damit  eine  vollständige  Theorie  der  Lichterschei- 
nungen in  natüj'lich  activen  Körpern  gewonnen. 

Aus  den  Gleichungen  (7)  folgt,  dass 

^^^  bt^bx  +   by  +   bx)        ^ 

ist.   Aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  erhält  man  daher  durch  Eli- 
minatiüii  von  a,  ß,  y  analog  wie  oben  S.  255: 

(.»)       /.s:.(«'-+^[S-g])-^^. 

i  02  /    ^   .    .  rö.x      bJ- 

C2   d72 


(•^+^e-a)-^^- 


Gleichungen  derselben  Form  genügen  a,  ft  7. 

3.  Die  Drehung  der  PolarisatioiiHebene.    Pflanzen  sich  ebene 
Wellen  nach  der  ^-Axe  fort,  so  ist  zu  setzen: 

(11)  A'=--.Vr  ,     Y^Ne  ,     Z--0. 

]*  bedeutet  die  reciproke  Foiipflanzungsgeschwindigkeit  der  Weih*. 
Setzt  man  (lie^^'erthe  (11)  in  (10)  ein,  so  erhält  niandieBeziehunji:»'!): 

Diesen  Gleichungen  kann  man  durch  zwei  Wei-thsystenie  genügen, 
nämlich  durch 

(12)  ^-P'c'^^j ,    M^iN, 
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und 

£—p2c2  =  ^Pf^    M=  —  iN.  (13) 

Es  ergiebt  sich  also  hier  das  eigenthüniliche  Resultat,  dass  zwei 
Wellen  mit  verschiedenem  jh  d-  h-  auch  mit  verschiedenen  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten existiren.  Ferner  haben  die  Wellen 
imaginäre  ^-Amplituden,  wenn  sie  reelle  a:-Amplituden  besitzen. 

Um  die  physikalisclie  Bedeutung  hiervon  zu  erkennen,  ist  zu 
berücksichtigen,  dass  die  eigentliche  physikalische  Bedeutung  von 
X  und  Y  erhalten  wird,  wenn  auf  der  rechten  Seite  von  (11)  nur 
der  reelle  Theil  genommen  wird.    Es  folgt  daher 

für  iN=M: 

X  =  Mcos  ^  {t  —p^) ,      Y=  Msin  ^  {t  —  pz) ,  (14) 

für  iN=  —  M: 
X  =  J^fcos  -  {t  —pz),    r  =  —  M  sin      (t  —  px) .         (15) 

Diese  Gleichungen  stellen  circular  polarisirte  Wellen  dar, 
und  zwar  ist,  da  bei  unserer  oben  S.  244  festgesetzten  Lage  des 
Coordinatensystems  die  a:-Axe  nach  rechts,  die  y-Axe  nach  oben 
geht,  wenn  man  der  ^-Axe  entgegensieht,  die  erste  Welle  links 
circular  polarisirt,  da  sie  eine  dem  Uhrzeiger  entgegengerichtete 
Drehung  darstellt;  die  zweite  Welle  ist  reclits-circularpolarisirt 
(Definition  vgl.  oben  S.  230). 

Diese  beiden  Wellen  haben  nun  also  verschiedene  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten r,  und  zwar  ist  nach  (12)  für  die  erste  Welle: 


für  die  zweite  Welle  nach  (13): 

7>"  =  jl.  =  +  ,(„H-  [  P'X+^-  (17) 

Es  ergiebt  sich  hiernach  das  Resultat,  dass  der  Brechuugs- 
exponent  für  rechts-  und  links-circularpolarisirtes  Licht  in  activen 
Körpern  etwas  verschieden  sein  muss,  und  dass  ein  natürlicher 
Lichtstrahl  bei  schiefer  Incidenz  in  zwei  räumlich  getrennte  Strahlen 
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zerlegt  wird,  von  denen  der  eine  rechts-,  der  andere  links-circnlar- 
polarisirt  ist.  Diese,  Folgerungen  der  Theorie  hat  in  der  That 
V.  FleiscliP)  an  Zuckerlösnngen  und  anderen  Flüssigkeitdi 
experimentell  nachweisen  können. 

Der  Effect  der  Superposition  zweier  sich  mit  den  Geschwindig- 
keiten r'  und  T'"  fortpflanzenden  recht«-  und  links-circularpolari- 
sirten  Wellen  ist 

X=  X'  +  .Y"=  2Mcos  l  (/  -  ^-^^y  x)  cosl  ^^  x, 

(18) 


Y^^Y  ^^  y"  =^  2M  cos  l  (/  -  ^'t,  ''"  ^)  sin  [ 


7     1»        » 


An  einer  bestimmten  Stelle,  d.  h.  für  ein  bestimmtes  ^,  besteht 
daher  eine  linearpolarisirte  Lichterregung,  da  nach  (18)  A'  und  1' 
von  gleicher  Phase  sind.  Die  Lage  der  Polarisationsebene  zur 
x-Äxe  bestimmt  sich  aus 

d.  h.  diese  Lage  wechselt  mit  x.  Die  Polarisationsebene  dreht  sich 
also  um  die  Fortpflanzungsrichtung  des  Lichtes  gleichmässig  herum, 
und  zwar  auf  der  Strecke  %  um  den  Winkel: 

I  un  fj        ^  P  "  i*  -      f.     .^ .  -  9j,'i  f  ^ 

(  1V#)  O  .^  Orlnl  "*    "^      3    2^» 

falls  X,,^.-  Tc  die  Wellenlänge  der  betreft'enden  Lichtsorte  im 
Vacuum  bezeichnet.  Da  jk-  den  Brechungsindex  n  des  Kuri>ers 
gegen  das  Vacuum  bedeutet,  so  ist 


%   n* —  //'  n  i  tt 


(19)  0  ^^  ^,  X  ^^(ll    "-/O, 

falls  n'  und  //'  den  Brechungsindex  des  Körpers  für  eine  rechts- 
und  eine  links-circularpolarisirte,  Welle  bedeuten.  Nach  (19)  und 
(11)')  gilt  also: 

(19  )  2jt  [         n        n  . 

1)  K.  V.  Fh'iHrhl,  Wied.  Ann.  24,  8.  127,  ISST).  —  Leichter  gelingt  (% 
die  circul»rc  Doppelbrechung  für  t^uarz  in  Richtung  der  optischeD  Axe  Mch- 
zuweisen.    Bei  Quarz  ist  die  Constante  f  viel  grösser,  als  in  Flüssigkeiten, 
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Wenn  also  linear  polarisiiles  Licht  senkrecht  auf  eine  Platte» 
der  Dicke  x.  eines  activen  Körpers  fallt  so  ist  die  Pohirisat  ions- 
ebene nach  dem  Austritt  aus  der  Platte  um  den  Winkel  6  gedrelit. 
Je  nach  dem  Vorzeichen  von  f  kann  der  Drehunp^winkel  d  in  ver- 
schiedenem Sinne  stattfinden.  Aus 6  bereclmet  sich  n' —  n  nach (19'). 

um  diese  Drehung  bequem  und  scharf  zu  beobachten,  sind 
besondere  Apparate  constmirt  worden.')  Die  sogenannten  Hal]>- 
schatt<?napparate  beruhen  auf  der  Benutzung  eines  zweifach  g»- 
theilten  Gresichtsfeldes,  dessen  Theile  schwacli  gegem*inander  ge- 
neigte Polarisationsebenen  besitzen.  Aber  schon  bei  AnwiMulung 
zweier  einfacher  NicoPscher  Prismen  als  Polarisator  und  Analy- 
sator kann  man  bei  genügend  intensiver,  homogent^r  Beleuchtung 
die  Lage  der  l\)larisationsebene  bei  wiederholten  Ablesungen  auf 
drei  Bogensecunden  genau  bestimmen,  wenn  nmn  als  Einstellungs- 
criterium  den  sogenannten  Ijandol tischen  Streifen  benutzt.  Weil 
näiTilich  bei  Anwendung  NicoPscher  Prismen  das  Gesichtsfeld  nie 
genau  homogen  überall  polarisirt  ist,  so  ist  bei  gekreuzten  Nicols 
nicht  das  ganze  Gesichtsfeld  völlig  dunkel,  sondern  es  zieht  sich 
ein  schwarzer,  gekrümmter  Streifen,  auf  den  Landolt  zuerst  auf- 
merksam gemacht  hat,  durch  das  Gesichtsfeld.  Die  Lage  dieses 
Streifens  wechselt  nun  sehr  schnell,  wenn  die  Polarisationsi^bene 
des  in  den  Analysator  einfallenden  Lichtes  sich  verändert.-) 

4.  Krystalle«  Um  zu  einem  Ansatz  für  Krystalle  zu  gelangen, 
muss  man  berücksichtigen,  dass  die  in  den  Gleichungen  (1)  (S.  353) 
der  Dispersionstheorie  auftretenden  konstanten  ^, ,  r,  von  der 
(*oordinatenrichtung  abhängen.  Auch  die  in  diesem  Kapitel  an- 
gebrachten Zusatzglieder,  welche  der  optischen  Activität  ent- 
sprechen, können  in  eineiTi  Krystall  eine  viel  allgemeinere  Gestalt 
besitzen,  als  sie  im  Ansatz  (1)  der  S.  370  enthalten  ist.  .[(mIocIi 
wollen  wir  die  Annahme  machen,  dass  hinsichtlich  dieser  activen 
Zusatzglieder  der  Krystall  wie  ein  dissymmetrisch-isotroper  Kr)ri)er 
behandelt  werden  soll.  Diese  Annahme  ist  unbedenklich,  da  die. 
Coefficienten  f  der    activen   Zusatzglieder    bei    allen   thatsächlich 


1)  Betreffs  der  genaueren  Besehreibiing  dieser  Apparate  sei  verwiesen  auf 
Laudolt,  Das  optische  Drehungsvermögen  organischer  Substanzen.  Braun- 
schweig, 2.  Aufl.  —  Müller-Pouillet  (Laimmer),  Optik,  S.1166ff.  —  Die 
Beobachtung  der  Drehung  der  Polarisationsebenc  wird  zur  quantitativen  Zucker- 
bcstimmung  practisch  verwcrthet. 

2)  Vgl.  hierüber  F.  Li p pich,  Wien.  Ber.  (2)  85,  S.  268,  1892.  — 
Müller-Pouillet  (Lummer),  Optik,  S.  1115. 
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vorliegenden  Körpern  überhaupt  nur  so  klein  sind,  dass  die  durch 
die  Krystallstinictur  bewirkte  Veränderlichkeit  der  f  mit  der 
Richtung  zu  vernachlässigen  ist 

Wählt  man  als  Coordinatenaxen  diejenigen  Richtungen,  welche 
die  optischen  Symmetrieaxen  des  Krystp-lls  sein  würden,  falls  der- 
selbe keine  optische  Activität  besässe,  so  würden  sich  unsere  Glei- 
chungen (7)  und  (8)  erweitern  in  ^): 

^  ^  i.\A^f\^^ - ^^1^ -  ^y  -  V 

C  U  r»^^  ^  ^  \jsx         öyj)  ^  by         d*  ' 
(20)  ^.  ^,  [f,  }   +  /  [^^  -  ^  J)  =  ^^-  -  ^  , 

^  ^  (     y  ^  f  \^^  _  \L\\  _^ß  _^cc 
C  0/  V  ^  ^  "^  ^  Iby         bxj)  ~  öx        by' 

(OU         1  bct  _bY  _bZ      1  bß  _bZ  _bX     Iby  _bX  _bY 
^--^         Cbt~bx        by'    Cbt~bx         'bx'~Öhi~by         bx' 

wobei  ist: 

^-C)  ^-C)         ^-C) 

Hierin  bezeichnen  d-h'')lhy  fhi'%i,  d-h"'ihi  die  drei  verschiedenen 
Diclektricitätsconstanten  der  7^^«"  lonengattung  nach  den  drei 
('oordinatenrichtung(^n,  r//,  ry,",  r/»'"  sind  proportional  zu  den  drei 
8clnvingungi?dauern  nacli  den  drei  Axen;  in  (23)  bezeichnen  (^a,  r^. 
Älittelwei-the  von  d^n,  i>h\  ^^'"  bezw.  r//,  ta",  t/". 

Setzt  man  zur  Integration  analog  wie  oben  auf  S.  340 

(24)  u  -     f ,  A'  --   Mr  ^y\   r  =-.  e.^  Y  ^  Ne  '"P,   w  =  f^Z  =  II c  *>, 

wobei  man  tt,  i\  w  als  C'oniponenttMi  des  Lichtvectors  interpretireii 
kann,  so  folgt-)  aus  (20)  und  (21\  wnm  man  zur  Abkürzung  setzt: 

1)  Es  ist   C  für  <;  geschrieben. 

2)  Dies  ist  näher  ausgeführt  in  Winkel  mann 's  Hdb.  d.  Phys.  Optik, 
S.  791  ir.  —  Die  Nornialenfläche  und  Strahlenfläche  activer  Kr\'8talie  ist  näher 
discutirt  von  O.  Weder,  Die  Lichtbewegung  in  zweiaxigeu  activen  RrysUüieo, 
Dissertation,  Leipzig  18U0.  —  Ztöclir.  f.  Krystallogr.  1806. 
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Cr^ :  £,  =  a\     C^:e^  =  h\     C^ :  63  =  c\  (25) 

wobei  £  ein  Mittelwerth  von  £,,  e^^  £3  bedeutet,  das  Gesetz  für 
die  Greschwindigkeit  V  als  Function  der  Richtung  w,  «,  ^>  der 
Wellennormale  in  der  Form: 

m'i  (72  _  ^2)  (72  __  c2)  4-  ,j2  (J72  _  ^2)  (  jr2  _  ^2j 

4-  p2  (72  _  «2)  (72  _  ^2)  _  y^2.  (27) 

Durch  Einführung  der  Winkel  g^  und  ^2»  welche  die  Wellen- 
normale mit  den  optischen  Axen  bildet,  ergiebt  sich  analog  wie 
oben  S.  297: 

2  V^  =  «2  -|-  c^  +  {a^  —  c^)  cosg^  cosg^ 

+  y(a2  — c2)2  ^^2^1  si7i'^g^  +  4ri'^ 

2  V^  ==  a2  +  c2  +  (a2  —  c^)  cosg^  cosg^ 

—  y  (a2  —  c2j2  sir^ig^  sin^g2  +  '/^^. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  in  keiner  Richtung,  auch  nicht  für 
die  Richtung  einer  optischen  Axe,  die  beiden  Geschwindigkeiten 
l",   und  V2  identisch  werden. 

Eine  in  einen  activen  Krystall  eindringende  Welle  zerlegt 
sich  also  stets  in  zwei  Wellen  verschiedener  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit Diese  beiden  Wellen  sind  elliptisch  polarisirt, 
in  beiden  Wellen  ist  die  Erregungsbahn  die  gleiche  Ellipse,  die 
Ellipsen  liegen  aber  invers  zu  einander,  und  werden  in  entgegen- 
gesetztem Rotationssinne  durchlaufen.  Das  Axenverhältniss  h  der 
Erregungsellipse  bestimmt  sich  aus: 

h  +  1.  =  -/(g^  —  c^)^  sin^  ff,  sin^g^  +  ^^  /29) 

In  der  Richtung  der  optischen  Axen  (^,  oder  g^  ==  0)  ist  daher 
das  Axenverhältniss  ä  =-=  1,  d.  h.  es  findet  dann  Circularpolarisation 
statt.  Bei  kleiner  Abweichung  der  Wellennormale  von  der  Rich- 
tung einer  optischen  Axe  ist  aber  die  Erregungsbahn  schon  eine 
sehr  flache  Ellipse,  da  2^  selbst  bei  stark  activen  Krystallen  stets 
sehr  klein  gegen  die  Differenz  a^  __  ^2  ^^j.  Quadrate  der  beiden 
Haupt-Lichtgeschwindigkeiten  ist. 

Zweiaxige  active  Krystalle  sind  in  der  Natur  bisher  nicht 
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aufgefunden  worduni  dagegen  sind  nieliifn^  Eepräsentantf-n  m- 
asiger  activer  Krystallu  vorhanden,  z.  B.  Quarz.  Dei'selbi'  kunimt 
in  zwei  spiegelbildlich  gleielien  ki7staUiigrap!iisi^heu  Formen  vor, 
und  dalier  giebt  es  auch  sowulil  rechts-  ala  linksdri-hfiiden  Quarz, 
nie  Drehiuig  der  IVdarisatiunsebene  durch  eine  senkrecht  inr 
"Iitischen  Axe  geschnittene,  (^iiarzplatti:  der  Dicke  ;  hc-stiinint  ?idi 
gerade  wie  bei  isotropen  Medien  durch  die  Foniit^l 


(310 


Für    1  =  1  iinii    und   gelbes  Licht   Uo  =  0,«im589  inni)    belrii^ 
d^  21,7*=  0,I2ji  absolutes  Bogenmaass.    Daraus  liereclmet  »icli 


(31) 


Dabei  bezeichnen  «',  n"  die  beiden  Brechungsind i ich.  welche  il'-r 
Qnarz  in  der  Kichtnug  der  optisclien  Axe  iu  Folge  si-incr  Activität 
haben  tiinss.  Eine  Doppelbrechung  n"  —  n  in  dem  aus  i'M)  ach 
ergebenden  Betrage  hat  nun  thatrSächlich  V.  v.  Lang  am  (Jiiarz  in 
Richtung  seiner  optischen  Axe  gefitnden.  Zur  besseren  Demon- 
stration dieser  Doppelbrechung  lässt  man  nachFresnelzwedcmÄ-tsitf 
das  Licht  abwechselnd  durch  reclit*- 
niid  liiiksdrehenileynarzprismen  gehen, 
(liri'ii  Keil  Winkel  abwechselnd  nach 
Viiscliieileneii  Selten  zn  liegen. 

Delrachtet  mau  eine  einige  Milli- 
meter dicke,  senkrecht  zur  Axe  p- 
scliiiittene  (^uarzplatt*  zwisehen  ge- 
kn'UzleiiNic'ils  beieitifallendeniwfisse.il 
l.r<-hte,  so  eisclieitit  die  Platte  farbip. 
nie  eiiil'alleüilc  l'olarisaticnseben«  irt 
nämlich  nach  dem  Durchgang  dun^li 
die  I'Iatte  für  die  verschiedenen  Fa^ 
ben  verschieden  gedreht,  und  ca 
müssen  im  öesichtafi'lde  alle  dieji^iiigen  Farben  ausgidiisclil 
werden,  deren  Polarisationsebene  senkrecht  zu  der  de»  Analy-Hst-ns 
liegt  Die  Farbe  der  Quarzplatte  wechselt  daher  auch  bei  Ürehiuft',  ii 
des  Analysators.  —  Benutzt  man  einfallendes  Mnvergwntea  I 
sü  tritt  die  oben  8.  329  füi-  eiuaxige  Krystalle  beschriebene  I 
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ferenzfigur  zwischen  gekreuzten  Nicols  erst  in  einiger  Entfernung 
von  der  optischen  Axe  auf.  In  der  Nähe  derselben  macht  sich  die 
Circularpolarisation  in  der  Zerstörung  des  schwarzen  Kreuzes  der 
Hauptisogyren  geltend.  Eine  senkrecht  zur  Axe  geschnittene 
Quarzplatte  zeigt  daher  zwischen  gekreuzten  Nicols  bei  con- 
vergenter  Beleuchtung  das  in  Figur  105  dargestellte  Interferenzbild. 

Spiralige  Interferenzfiguren  treten  auf,  wenn  man  circular- 
polarisirtes  Licht  einfallen  lässt  Die  Berechnung  dieser  Airy- 
schen  Spiralen  ist  in  den  „Vorlesungen  über  theoretische  Optik" 
von  F.  Neumann,  herausg.  v.  Dorn,  S.  244 ff.,  Leipzig  1S85, 
gegeben. 

5.  Die  Dispersion  der  Rotationspolarisatlon.  Die  Drehung  ä 
der  Polarisationsebene,  welche  eine  Platte  eines  activen  isotropen 
Körpers  oder  die  senki^echt  zur  Axe  geschnittene  Platte  eines 
activen  Krystalls  bewirkt,  muss  mit  der  Farbe  variiren.  Wir 
erhalten  das  Dispersionsgesetz  aus  den  Formeln  (6)  und  (19),  falls 
wir  die  Dicke  der  Platte  z=  1  setzen  und  anstatt  der  Wellen- 
länge Xo  im  Vacuum  die  Wellenlänge  X  der  betreffenden  Farbe  in 
Luft  einführen  *) 

;.2-^__/T,y'  (32) 

worin  k  eine  Constante  bedeutet. 

Wenn  die  Eigenschwingungsdauern  der  activen  lonenarten^) 
so  viel  kleiner  sind,  als  die  Periode  des  angewandten  Lichtes,  dass 
{vh  :  r)^  gegen  1  zu  vernachlässigen  ist,  so  resultirt  die  einfachste 
Form  des  Dispersionsgesetzes 

rf  ==  ,^i  •  (33) 

Annäherungsweise  genügt  diese  Bio t\sclie  Formel,  doch  ist  sie 
nicht  genau.  Wenn  alle  Eigenperioden  der  activen  Ionen  im  Ultra- 
violetten liegen,  so  kann  man  (32)  nach  steigenden  Potenzen  von 
(tä  :  r)'^  entwickeln  und  erhält  dann  die  Form 

^-i  -i-i'  ^-l•  +•••  (3-1) 

1)  In  Anbetracht  der  geringen  Dispersion  der  Luft  ist  dies  gestattet. 

2)  Wir  wollen  darunter  aUe  diejenigen  lonenarten  verstehen,  die  einer 
Bewegungsgleichung  nach  der  Formel  (2)  genügen,  während  wir  diejenigen  lonen- 
arten inactiv  nennen  wollen,  für  welche  die  Constante  f*  io  jener  Gleichung  (2) 
den  Werth  Null  hat. 
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Meist  genügt  uiiii  schon  in  der  That  diese  Formel  mit  Be- 
nutzung der  ersten  beiden  Glieder  (Boltz  mann 'sehe  Formel)  Jedoch 
reicht  sie  für  Quarz,  bei  dem  man  -ö  über  ein  sehr  grosses  Bereich 
von  Wellenlängen  gemessen  hat  (von  >l  =  2jm  bis  >l  =  0,2/m),  nicht 
aus.  —  Die  einzelnen  Constanten  äti,  A^,  ä:3  können  verschiedene 
Vorzeichen  haben,  da  die  /}/  der  verschiedenen  activen  lonen- 
gattungen  nicht  dasselbe  Vorzeichen  zu  haben  brauchen. 

Wenn  auch  Eigenschwingungen  t  im  Ultrarothen  bei  den 
activen  Ionen  vorhanden  wären,  so  würde  (32)  nach  Potenzen  von 
(r  :  Tr)^  zu  entwickeln  sein.    Man  erhielte  dann  die  Form: 

(35)        ö^^  ^;;  -\-  J^  +  Jl  +  •  •    +fc'  +  k,'  ^2  -t-  XV  A4  +  . . . 

Wenn  man,  wie  beim  Quarz,  die  Dispersion  über  sehr  gi-ns.se 
Gebiete  von  Farben  darstellen  will,  welche  zum  Theil  den  Eigen- 
perioden ziemlich  nahe  kommen,  so  vermeidet  man  zweckmässiger 
Poteuzentwickehmgen  und  schreibt  nach  (32): 


2 


Un\u  Quarz  kennt  man  nun  die  Wellenlängen  Xh  der  dem  Lirlite 
am  nächsten  benachbarten  Eigenperioden  für  die  ordinäre  Well<\ 
sie  betrugen  (cf.oben  S.360)  ;.,--=  0,010627,  V  =  78,22,  ;.,;-'=.-. 430A 
Einheit  von  Zh  ist  dabei  lfi=^  0,001  mm.  Wir  scldossen  aber  sclinii 
oben  nacli  der  dortigen  Formel  (30'),  dass  Quarz  noch  loneii- 
gattuiigen  liaben  Avird,  für  welche  ihr  Xu  so  klein  ist,  dass  man 
noch  immer  nicht  mit  den  Wellenlängen  des  benutzten  Lichtes  in 
die  Nälie  dieser  Xh  gelaugt.  Die  Activitätscoefficienten  k'  dieser 
lonengattungen,  deren  X/r  gegen  X-  also  in  (36)  zu  vernachlässigen 
ist,  müssen  wir  aber  berücksichtigen,  sodass  folgende  Dispersions- 
formel für  Quarz  entstehen  würde: 


CM)  ö=^  '  1         -^        -I-  '-       A- 


Wendet  man  diese  Formel  auf  die  Dispersion  des  Quarzes  an. 
so  (M'giebt  sich  aus  den  Beobachtungen,  dass  Ä-j  =  /.;»  =  0  sind 
d.  li.  dass  die  lonengattungen.  deren  Eigenschwingungen 
im  Ultrarotlien  liegen,  inactiv  sind,  dagegen  ergiebt  sich  A-, 
und  //  von  verschiedenem  Vorzeichen.    Es  spricht  nun  selir  zu 
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Gunsten  der  ganzen  Grundlagen  der  hier  dargelegten  Theorie,  dass 
man  mit  Hülfe  der  Formel 


(38) 


welche  nur  zwei  Constanten  enthält,  da  X^  aus  der  Dispersion  des 
Brechungsihdex,  und  nicht  aus  der  Drehung  der  Polarisationsebene 
entnommen  ist,  die  Dispersion  des  ö  recht  gut  darstellen  kann,  wie 
folgende  Tabelle*)  lehrt,  in  der  die  Drehung  6  in  Graden  pro  1  mm 
Dicke  angegeben  ist: 

A-,  =  12,200    A'  =  —  5,046. 


X  (in  n)    '"■ 

i 

d  beob. 

1,00 

ö  ber. 

2,140 

1,57 

1.770 

2,28 

2,29 

1,450           ii 

3,43 

3,43 

1,080 

6,18 

6,23 

0,67082 

16,54 

16,50 

0,65631 

17,31 

17,33 

0.589322) 

21,72 

21,70 

0.57905        Ii 

22.55 

22,53 

0,57695 

22,72 

22,70 

0,54610        ' 

25,53 

25,51 

0,50861        1 

29,72 

29,07 

0,49104 

31,97 

31.92 

0,480()1        ] 

33,07 

33,(R) 

0,43580       1 

41,55 

41,40 

0,40468        ;, 

48,93 

48,85 

0,34400        i 

70,59 

70,01 

0,274f>7         ' 

121,00 

121,34 

0,21935         ' 

220,72 

220,57 

Vielleicht  könnten  auch  die  (konstanten wertlie  /.-,  und  //  nocli 
etwas  besser  den  Beobachtungen  angepasst  werden.  Jedenfalls  ist 
es  von  Wichtigkeit,  dass  sich  diese  zweiconstantige  Formel  (38)  d(Mi 
Beobachtungen  genügend  anschliesst,  dagegen  stellt  die  dreicon- 
stantige  Formel  (37),  wenn  man  darin  // =  0  setzen  würde,  die 
Beobachtungen  nicht  befriedigend  dar.   Wir  müssen  beim  Quarz 


1)  Die  Beobachtiingsdaten    sind   der  Zusammenstellung   bei  Gumlich, 
Wied.  Ann.  04,  S.  349,  1898  entnommen. 

2)  />-Linie. 
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also  noch  lonengattungen  annehmen,  deren  Eigenwellen- 
länge  äusserst  klein,  viel  kleiner  als  li  ist 

Wie  die  Tabelle  lehrt,  nimmt  d  mit  abnehmendem  X  zu.  Dies 
ist  der  normale  Dispersionsverlauf.  Wie  aber  aus  (38)  hervorgeht 
würden  Störungen  entstehen  (anomale  Rotationsdispersion), 
wenn  die  Wellenlänge  noch  kleiner  als  X^  wii'd,  denn  dann  würde 
6  negativ  werden.  Ueberhaupt  entsteht  anomale  BotationsdispersioD, 
sowie  X  in  die  Nähe  einer  Eigenschwingung  Xh  kommt  Aber  auch 
wenn  X  viel  grösser  als  die  Xk  ist,  kann  ein  Vorzeichenwechsel 
von  6,  wie  selbst  die  allgemeine  Formel  (36)  lehrt,  stets  eintreten, 
sowie  mindestens  zwei  active  lonengattungen  vorhanden  sind,  welche 
verschiedenes  Vorzeichen  ihres  Activitätscoefficienten  kh  besitzen. 
Ebenfalls  können  in  diesen  Fällen  Maxima  und  Minima  von  ö  bei 
Variation  von  X  auftreten. 

Die  Fälle  sogenannter  anomaler  Rotationsdispersion  sind  that- 
säclilich  mehrfach  beobachtet  worden  (vgL  das  oben  citirte  Werk 
von  Landolt,  S.  135.  G.  H.  v.  Wyss  (Wied.  Ann.  33,  S.  554,  18SS) 
hat  durch  Mischung  rechts-  und  linksdrehenden  Terpentinöl  ano- 
male Rotationsdispersion  erzeugt).  Im  Allgemeinen  muss  jede 
Substanz  in  gewissen  Schwingungsgebieten  anomale  Rotationsdis- 
persion zeigen,  nur  werden  allerdings  diese  Schwingungsgebieti- 
nicht  iniiuer  in  den  Bereich  der  experimentell  herstellbaren  Strah- 
hin<^  fallen. 

6.  Absorbirende  active  Körper.  Wenn  die  W^ellenlänge  X  in 
(Um-  Nähe  (4ner  Eigeinvellenlänge  Xh  einer  activen  lonengattuni? 
liegt,  so  wird  nacli  (30)  die  Rotation  6  der  Polarisationseben«»  sclir 
j^rnss.  In  diesem  Falle  nmss  aber  Rücksicht  auf  die  oben  S.  357 
vernachlässigten  KiMbnngscoefficienten  (tu  genommen  werden.  Eben- 
falls müssen  die  an  berücksichtigt  werden,  falls  der  Körper  breite 
Absorptionsgebiete  zeigt.  In  diesen  Fällen  wird  sowohl  e  als  /in 
den  P'orineln  (10)  complex,  nänilicli 


(39) 
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Die  Grösse  y>  der  Formeln  (11)   ist   daher  ebenfalls  C4»mplex 
anzunehmen.    Schreibt  man  sie  in  der  Form  (vgl.  S.  333): 
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P  =  ^^ ,  (40) 

SO  bedeutet  V  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  x  Absorptionsindex 
der  Wellen.     Da  es  zwei  verschiedene  Werthe  p  giebt,  welche 
durch  (16)  und  (17)  gegeben  sind,  so  giebt  es  also  auch  zwei  ver- 
schiedene Absorptionsindices  x  und  x'\  welche  für  eine  links-  und 
eine  rechts-circularpolarisirte  Welle  gelten.    Dies  ist  in  der  That 
von  Cotton  (Compt.  rend.  120,  p.  989,  1044.  —  Ann.  de  chini.  et 
de  phys.  [7]  8,  p.  347,  1896)  bei  Lösungen  von  Kupfertartrat  und 
Chromtartrat  in  Kalilauge  beobachtet  worden.  Dass  diese  Bösungen 
auch  anomale  Rotationsdispersion  zeigten,  erscheint  nach  dem  Vor- 
hergehenden leicht  verständlich,  da  die  starke  Absorption  anzeigt, 
dass  X  dem  Gebiet  der  Eigenschwingungen  nahe  liegt. 

Nach  (16),  (17)  und  (18)  ist,  wenn  man  die  beiden  Brechungs- 
indices  » ,  n"  für  links-  und  rechts-circularpolarisirte  Wellen  ein- 
führt: 

c(p    --  p)  =  n    —n—i(nx    —7ix)  =  ^^--=  - ^'  -      (41) 

Ist  ein  scharfer  Absorptionsstreifen  vorhanden,  dem  nach  Früherem 
ein  kleines  an  entspricht,  so  wird  der  Unterschied  von  x"  und  x 
für  den  Absorptionsstreifen  selbst  sehr  bedeutend.  Denn  für  r'^  =  bh 
folgt  aus  (42)  und  (44): 

n    —  n  =  0,     n  X    —  w  x  — •  fi)) 

Liegt  T  weiter  von  der  Eigenperiode  Xh  entfernt,  und  ist  a/.  ge- 
nügend klein,  sodass  man  nur  bis  auf  erste  Ordnung  in  x  oder  an 
^n  entwickeln  braucht,  so  wird  nach  (44)  und  (42)  das  Dispersions- 
S^setz  für  die  Differenz  der  Absorptionscoefficienten  von  der  Form: 

"    "  '    '         -»•*   %.-»  eck  , 

n  X    -nx  =-~^Vl  (A2--  V)2  •  (43) 

Bei  Variation  *  des  X  können  Vorzeichenwechsel,  ferner  Maxima 
nnd  Minima  von  n'x'  —  nx  eintreten,  sobald  mehrere  lonenarten 
lüit  verschiedenem  Vorzeichen  ihres  Activitätscoefficienten  ^'  vor- 
handen sind. 

Uebrigens  sind  die  unterschiede  in  der  Absorption  der  rechts- 
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und  links-circularpolarisirten  Wellen  immer  nur  klein  gegen  4i 
Absorptionen  selber. 

Denn  man  leitet  aus  (16)  und  (17),  wenn  man  p  vernachlässigt, 
und  falls  nur  ein  Absorptionsstreifen  vorhanden  ist,  leicht  ab 

. ^  ^ .  n' x"  —  n  X  ^^fh 

wobei  n  das  Mittel  aus  w   und  n'  bedeutet. 

Es  ist  nun  aber  fh  :  X  stets  eine  kleine  Zahl. 

Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  nicht  jeder  active  Körper,  welcher 
Absorptionsstreifen  besitzt,  die  hier  besprochenen  Erscheinungen 
zu  zeigen  braucht.  Denn  dazu  ist  nothwendig,  dass  dieselben  lonen- 
arten,  welche  die  Absorption  veranlassen,  auch  activ  sind.  Es  kt 
aber  wohl  denkbar,  dass  Absorption  und  Activität  verschiedenen 
lonengattungen  ihre  Entstehung  verdanken. 


Kapitel  YII. 

Magnetisch-active  Korper. 

A.   Hypothese  der  Moleoularströme. 

1.  Allgemeine  Grundlage.  Bei  sänuntlichen  Körpern  be- 
obachtet man  besondere  optische  Kigentlühnlichkeiten,  wenn  sie  in 
starke  Maj2:netfelder  orebracht  werden.  Schon  in  rein  niagnetisrlier 
Hinsicht  verbalten  sich  die  verschiedenen  Körper  verschieden,  näm- 
lich hinsiclitlicli  ihrer  sojj^enannten  Magnetisirungszahl  fi  (ef.  oben 
S.  21S).  Dieselbe  ist  grösser  als  1  bei  paramagnetisclien  Kör- 
pern, kleiner  als  1  bei  dianiaf^netischen  Körpern.  Dies  Ver- 
halten hat  zur  Folge,  dass  ein  ^fagnetfeld  in  paramagnetischen  Körpern 
eine  grössere  Dichte  magnetischer  Kraftlinien  hervorruft,  als  im 
freien  Aether,  in  diamagn(*tischen  Kin-pern  dagegen  eine  geringere 
Kraftliniendichte,  als  im  freien  Aether.  Zur  Erklärung  dieser  Er- 
scheinung hat  man  sich  nach  Ampere  und  Weber  die  Vorstellung 
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bildet,  dass  in  paramagnetischen  Körpern  sogenannte  Molecnlar- 
"öme  vorhanden  sind.  Diese  werden  nach  der  hier  benutzten 
HDdlage  der  Dispersionstheorie  durch  Rotation  der  lonenladungen 
rvorgemfen.  Bei  vorhandener  äusserer  magnetischer  Kraft  werden 
fse  Molecularströme  theilweise  oder  ganz  gleich  gerichtet,  sodass 
5  magnetischen  Kraftlinien,  welche  diese  Ströme  erzeugen,  sich 
iichsinnig  superponiren  über  die  durch  die  äussere  magnetische 
aft  hervorgerufenen  Kraftlinien. 

Diamagnetische  Körper  hingegen  sollen  im  unmagnetischen 
Stande  keine  Molecularströme  besitzen.  Sowie  aber  diese  Körper 
ein  Magnetfeld  gebracht  werden,  so  sollen  durch  Induction  Mole- 
arströme  erzeugt  werden,  welche  sich  in  unveränderter  Stärke 
lalten,  so  lange  das  äussere  Magnetfeld  unverändert  bleibt;  man 
SS  sich  vorstellen,  dass  die  lonenladungen  in  reibungslosen 
hnen  rotiren  können,  sodass  die  Erhaltung  dieser  Molecularströme 
nen  Energieaufwand  erfordert.  Die  Kraftlinien  der  durch  Induc- 
Q  hervorgerufenen  Molecularströme  müssen  den  Kraftlinien  des 
»seren  Magnetfeldes  entgegen  wii'ken,  da  die  Inductionsströme 
!h  der  allgemeinen  Lenz'schen  Eegel  immer  in  der  Richtung 
ssen,  dass  sie  die  Veränderung  der  magnetischen  Kraftlinien, 
Iche  durch  eine  äussere  magnetische  Kraft  hervorgerufen  wird, 
hemmen  suchen. 

Wenn  wir  die  optischen  Eigenschaften  eines  Körpers  in  einem 
rken,  durch  eine  äussere  magnetische  Kraft  hervorgerufenen 
gnetfelde  berechnen  wollen,  so  haben  wir  also  stets,  sowohl  bei 
•a-  als  bei  diamagnetischen  Körpern,  zu  berücksichtigen,  dass 
visse  lonengattungen  in  Rotation  begriffen  sind  und  Molecular- 
öme  bilden.  Wenn  wir  e  die  Ladung  eines  rotirenden  Ions  einer 
lengattung  1  nennen,  und  T  seine  Umlaufsdauer,  so  ist  die  Stärke 
;  von  ihm  hervorgerufenen  Molecularstroms 

i  =  c:T.  (1) 

Wenn  nun  ein  solches,  um  einen  Punkt  ^  rotirendes  Ion  von 
:  elektrischen  Kraft  einer  Lichtwelle  getroffen  wird,  so  muss  es 
ne  Bahn  ändern.  Wenn  die  Umlaufsdauer  T  sehr  klein  ist  gegen 
)  Schwingungsperiode  des  Lichtes,  so  bleibt  die  Bahn  des  Ions 
ilirer  Gestalt  und  Umlaufsdauer  unvtu*ändert,  das  Ion  rotirt  aber 
zt  um  einen  Punkt  '^J',  welcher  von  ^  um  eine  Strecke  g  in 
chtung  der  elektrischen  Kraft  der  Lichtwelle  verschoben  ist  und 

Drade,  Lehrbuch  d.  Optik.  25 
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periodisch  wie  die  elektrische  Kraft  der  Lichtwelle  oscillirt  —  Der- 
selbe Effect  muss  im  Mittel  eintreten,  wenn  die  Unilaufsdauer  T 
beliebig  gross  ist  und  nicht  in  rationalem  Verhältniss  zur  Licht- 
periode  T  steht.  Von  einer  Drehung  der  Bahnebene  durch  die 
magnetische  Kraft  der  Lichtwelle  können  wir  absehen,  da  diese 
stets  viel  kleiner,  als  die  äussere  magnetische  Kraft  ist  —  Durch 
diese  Verschiebung  des  Molecularstroms  werden  nun  die  magneti- 
schen Kraftlinien,  welche  er  erzeugt,  mit  verschoben,  sodass  da- 
durch eine  besondere  Inductionswirkung  ent-steht,  welche  wir  be- 
rücksichtigen müssen,  falls  eine  Lichtwelle  auf  Molecularströiiie 
trifft. 

Wir  können  diese  Inductionswirkung  sofort  berechnen,  wenn 
wir  die  Kraftlinienzahl  kennen,  welche  an  den  Molecularströmen 
haftet. 

Diese  ist  nun  leicht  zu  finden.  Die  Bahnen  der  Molecnlar- 
strönie  seien  alle  parallel  einer  Ebene,  welche  senkrecht  zu  einer 
Richtung  7?,  der  Richtung  der  äusseren  magnetischen  Kraft,  st<?lit. 
Wir  fassen  zunächst  eine  Linie  der  Länge  /  parallel  der  Richtung  R 
ins  Auge.  Auf  derselben  m(')gen  l  •  91'  Molecularströme  (der  lonen- 
gattung  1)  liegen,  9J'  bezeichnet  also  die  Anzahl  Molecularströme 
auf  der  liängeneinheit.  Diese  Ströme  kann  man  als  ein  Solenoid 
auffassen,  q  sei  der  Querschnitt  der  Strombahn,  d.  h.  des  Solenoids. 
Die  Kraftlinienzahl  in  diesem  Solenoid  ist^) 

Jlf  =  4jt3l'iq  :  c. 

Wenn  nun  auf  der  Flächeneinheit  31"  solcher  Solenoide  vorhanden 
sind,  so  ist  Au)  Anzahl  magnetischer  Kraftlinien  auf  der  Flächen- 
einheit, welche  diesen  Molecularströmen  anhaftet, 


wobei  S)t  die  Anzahl  der  rotirenden  Ionen  der  Gattung  1  in  der 
Volumeneinheit  bedeutet. 

Die  Componenten  von  M^  nach  den  Coordinatenrichtungen  sind: 

(2)  a,  ==    --iqyicos{Kr),  ßi^^  -   i 7 9i cos (A'y),  Y^  =  -—  %q3lcos{Kx). 

0  C  O  ' 


1)  Die  Kraftlinien  eines  Solenoids  sind  47t  niq,  falls  n  die  Anzahl  Win- 
dungen pro  Längeneinheit  ist  und  i  die  Stromstarke  nach  elektromagnetischem 
Maass  bedeutet.    Da  hier  /  elektrostatisch  definirt  ist,  so  tritt  r  als  Divisor  auf. 
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2.  Herleitung  der  Dlfferentialgleiehungeu.  Wir  halten  fest 
an  den  Grundgleichungen  (7)  und  (11)  der  MaxwelTschen  Theorie 
(cf.  S.  245,  247): 

Während  aber  bei  den  bisher  betrachteten  Erweiterungen  der 
Max weir sehen  Theorie  nur  der  Ausdruck  jx  für  die  elektrische 
Stromdichte  durch  die  lonenhypothese  niodificirt  wurde,  die  mag- 
netische Strouidichte  sj  dagegen  beständig  gleich  V4  n  •  ^"/ö/  war, 
so  muss  hier,  bei  der  Vorstelhmg  rotirender  Ionen,  auch  sr  eine 
andere  Form  annehmen.  4jijx  und  djtsx  sind  nach  (12)  auf  S.  247 
stets  definirt  durch  die  Aenderung  der  elektrischen  bezw.  mag- 
netischen Kraftliniendichte  in  der  Zeiteinheit. 

Um  nun  hier  4jtsx  zu  berechnen,  ist  zu  berücksichtigen,  dass 
es  aus  mehreren  Antheilen  zusammengesetzt  ist.  Die  Aenderung 
des  Kraftlinien  verlauf  es  im  Aether,  welche  die  Lichtwelle  direkt 
hervorruft,  giebt  den  Antheil  dydz  •  ^aj^t  zum  Kraftlinienfluss 
durch  das  Rechteck  dy  dz.  Hierzu  kommen  nun  aber 
noch  Antheile,  welche  durch  die  von  der  Licht-  '  ^ 
welle  bewirkte  Bewegung  der  Rotationsmittel- 
punkte Sß  der  lonenbahnen  veranlasst  werden, 
da  die  Kraftlinien  if,  die  Bewegung  der  ^  mit- 
machen. 

Um   diese  Antheile  für    sx   zu    berechnen,  ^*  ^^' 

fassen  wir  ein  Rechteckselement  dydz  senkrecht  zur  x-Axe  ins  Auge 
ttnd  fragen,  welches  ist  die  Zahl  der  Kraftlinien ,  welche  bei  der 
Bewegung  von  %  deren  Componenten  g,  rj,  g  sind,  die  4  Seiten 
«^  des  Rechtecks  schneiden. 

Berücksichtigen  wir  zunächst  nur  die  Kraftlinien  ay  parallel 
Zur  x-Axe,  so  tritt  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Seite  a  in  das 

Rechteck  ein  die  Kraftlinienzahl  (ai  •  ^^^  dz,  dagegen  durch  die 

Seite  c  tritt  aus  die  Zahl  (a^  •  J)^  dz.    Die  unteren  Indices  a,  c 

sollen  bedeuten,  dass  der  Werth  des  Termes  «i  •  ^vlbt  am  Orte  der 
betreffenden  Seite  des  Rechtecks  zu  nehmen  ist    Es  ist  daher 

Es  ist  hier  «i  noch  unter  dem  Differentialzeichen  nach  y  stehen 

25* 
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gelassen,  um  zugleich  den  Fall  der  inhomogenen  Medien,  bei  denen 
«i,  /?,,  7i  Functionen  des  Ortes  sind,  mit  einzubegreifen.  In 
homogenen  Körpern  sind  «j ,  /9, ,  /j  constant.  Die  Kraftlinien  c^, 
welche  bei  ihrer  Bewegung  die  Seiten  a,  e  schneiden,  bewirken 
also  eine  Vermehrung  der  Kraftlinienzahl,  welche  das  Eechteck 

durchsetzt,  im  Betrage  von:  —  dydz^  (a^  ^j.   Analog  geben  die 

Kraftlinien  a^ ,  welche  bei  ihrer  Bewegung  die  Seiten  6,  d  des 
Rechtecks  schneiden,  zum  Kraft;fluss  durch  das  Bechteck  den  An- 

theil  -%rf^i(«i-ö^- 

Die  Kraftlinien  /9,,  welche  parallel  zur  y-Axe  laufen,  können 
durch  die  Bewegung  g  von  ^  die  Seiten  des  Rechtecks  abed 
schneiden,  und  zwar  nur  die  Seiten  a  und  c.  Die  Kraftlinienzahl 
welche  das  Rechteck  durchsetzt,  ändert  sich  nun  nur  durch  eine 
Drehung  der  Kraftlinien  ß^  um  die  ^-Axe,  und  zwar  im  positiven 
Sinne,  falls  die  Kraftlinien  /9j  sich  von  der  +  y-Richtung  eti^as  znr 
+  j-Richtung  drelien.  Den  Effekt  dieser  Drehung  kann  man  da- 
durch berechnen,  dass  man  von  dem  Ausdruck  (ßi  •  J,\  dz,  welcher  die 
Kraftlinienzahl  ergiebt,  welche  die  Seite  c  in  der  Zeiteinheit 
schneidet,  snbtraliirt  den  Ausdruck  (ß^  •  .fj  dx,  welcher  die  die 
Seite  ff  schneidende  Kraftlinienzahl  darstellt.    Da  nun  ist: 

so   i\)]<xt   durch    die   I)reliun<>:  von   ß^    zum     Krafttiuss   durch  das 

Rechteck  der  Antheil:  +(/,/,/;;  ^^^  (^  ö!)' 

Analog  folo'l  durch  die  Di'ehung  der  Kraftlinien  /i  um  die//-Axe 

zmii  KraftHnss  durch  das  Rechteck  der  Antheil;  +  dt/dz  .    (y,  ^^V 

Durch    Addition     aUer    Antheile    zum    Kraftfluss    durch    da< 
Rediteck  wild  daher  dieser  Kraftlinienfluss: 

Die   Aend(Mung    der   Kraftlinienzalil    in    der  Zeiteinheit    für  ein 
Flächenelement  der  Grösse  1 ,   welcln^s  senkrecht  zur  J!--Axe  liegt, 
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»t  daher,  da  bei  constantem  äusseren  Magnetfeld  aj,  ß^^  yy  von  t 
icht  abhängen: 

4j^s.=  li  {a  +  l  (r,§  -  «lÖ  -  öy  («.^  -  AS)}.  (4) 

Die  Stromdichte  wird,  genau  betrachtet,  durch  die  Rotation 
er  Ionen  in  complicirter  Weise  uiodificirt  Wenn  aber  die 
totationsdauer  der  Ionen  nicht  in  einem  rationalen  Verhältniss 
ur  Lichtperiode  steht,  so  braucht  man,  um  den  mittleren  Effekt 
a  finden,  nur  Rücksicht  zu  nehmen  auf  die  Bewegung  §,  jy,  g  des 
lotationsmittelpunktes  ^. 

Die  Stromdichte  jx  schreibt  sich  daher  wie  früher  (vgl.  Formel  (7) 
er  S.  354)  in  der  Form: 

ur  die  Bewegung  eines  Punktes  %  der  Mittellage  eines  rotireuden 
ns  der  Gattung  1,  setzen  wir  dieselbe  Gleichung  an,  wie  oben 
353: 

3nn  ^  um  eine  Gleichgewichtlage  schwingen  kann   (isolirende 
nen),  dagegen  verwenden  wir  die  Gleichung  (34)  auf  S.  365: 

.nfi=eX-re^§,  (7) 

^nn  ^  einer  constanten  Kraft  X  dauernd  folgt,  d.  h.  wenn  e  ein 
dtungsion  ist,  wie  es  in  Elektricitätsleitern,  z.  B.  Metallen  vor- 
mmt.    m  bezeichnet  die  ponderabele  Masse  des  Ions. 
Wenn  man  es  mit  periodisclien  Aenderuugen  zu  thun  hat,  bei 

nen  alle  X  und  g  proportional  zu  r*  t  sind,  erliält  man  aus  (6): 

(8) 


•:f{'+ 

4ne'^ 

■:•) 

^    ÖX 
4n  U   ' 

gegen 

aus 

py- 

'IH' 

4-  *  -'"1 

—  X- 

=  — 

.    hX 

(9) 
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Setzt  man  daher,  wie  früher 

(10)  i-  =  a,   4ne^-^-^i'^    ei  =  ^  . 

SO  wird  nach  (5),  falls  e  ein  nicht  leitendes  Ion  ist; 
wenn  dagegen  e  ein  leitendes  Ion  ist: 


In  jedem  Falle  können  wir  setzen 


•  _  j  hx      .    _  jI  öY      .   _  _i  ^Z 

(13)  Jx  —  ^^    ^y  y   Jy  —  4jt    ÖM    •^*  ~  4;r  "d^  ' 

worin  e  eine  im  allgemeinen  complexe,  von  t  abhängige  Gröss( 
Wir  gewinnen  ferner  aus  (1),  (2)  und  (8)  für  ein  isolirendes 

(14)  n  g  =  r+^/tir6/72-  Ä  "^^  (^'*)  ^' 
aus  (9)  erhalten  wir  für  ein  leitendes  Ion: 

(15)  7,  §  =  ^-^/^ .  -?f  cos  (Kx)  X  . 

In  jedem  Falle  können  wir  setzen 

(16)  7i  ^--vcos{K%)X, 

wobei  V  eine  im  allgemeinen  complexe  Grösse  bedeutet,  w 
von  T  abhängt.  Analog  kann  man  die  Producte  a,  g  etc.  schrt 
Setzt  man  noch 

(17)  V  cos  {Kx)  =^^  Vx ,    V  cos  (Kij)  =  Py  ,    vcos  {Kx)  =  Vx  , 

so  werden  nach  (13),  (4)  und  (16)  die  Fundamentalgleichunge 

a8)^M^+<^('''^'-'''^)-öi(''v2-''«^}=lf- 
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c     ^i         hy        bx^    c    bt      ~  bx         bx^   c    bt         du:        bt/ '        ^ 

Sind  mehrere  Molecülgattungen  vorhauden,  so  gelten  dieselben 
Formeln  (18)  und  (19),  aber  die  Coustanten  e  und  v  bestehen  aus 
Summen: 

,'  =  1  +  ^ ??^        -1- 4^  ^  V .  JL'-^  ,  (20) 

Der  Index  h  bezieht  sich  auf  die  isolirenden  (nicht  leitenden) 
Ionen,  der  Index  k  auf  die  leitenden  Ionen.  Th  ist  mit  verschie- 
denem Vorzeichen  einzuführen,  je  nachdem  das  positiv  geladene 
rotirende  Ion  die  Kraftlinien  des  äusseren  magnetischen  Feldes 
verstärkt  (Th  positiv),  oder  schwächt  (Th  negativ).  Bei  einem 
negativ  geladenen  Ion  ist  Th  negativ  zu  nehmen,  wenn  die  Kraft- 
linien des  Molecularstromes  in  gleichem  Sinne,  wie  die  des  äusseren 
Magnetfeldes,  liegen.  Bei  rein  paramagnetischen  Ionen  ist  daher  Th 
positiv  für  die  positiv  geladenen  Ionen,  negativ  für  die  negativ 
geladenen  Ionen.  Bei  rein  diamagnetischen  Ionen  ist  es  gerade  um- 
gekehrt. Ferner  ist  qk  als  abhängig  anzusehen  von  der  Stärke  des 
äusseren  Magnetfeldes,  denn  bei  Magnetisirung,  welche  nicht  bis 
zur  Sättigung  getrieben  ist,  sind  nicht  alle  Molecularströme  parallel 
gerichtet,  was  wir  am  einfachsten  dadurch  ausdrücken,  dass  dann 
qh  kleiner  ist  qh  ist  daher  proportional  zur  Magnetisirung  des 
Körpers  anzunehmen.  —  Nach  ihrer  Herleitung  (cf.  oben  S.  388) 
gelten  die  Gleichungen  (18),  (19)  ganz  allgemein,  d.  h.  auch 
in  inhomogenen  Körpern,  bei  denen  b  und  v  Functionen  des 
Ortes  sind, 

3.  Die  magnetische  Drehung  der  Polarisationsebene.  Wir 

wollen  den  Fall  annehmen,  dass  die  Lichtstrahlen  parallel  zur 
Magnetisirungsrichtung  liegen  sollen.  Als  solche  wählen  wir  die 
%-Ax^.  Es  hängt  dann  X,  Y,  a,  ß  nur  von  x  und  t  ab,  falls  ebene 
Wellen  nach  der  z-Axe  sich  fortpflanzen,  ferner  ist  Z  =  y  ==  0. 
Ferner  ist 


(23) 
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daher  werden  die  Fimdamentalgleichimgen  (18),  (19): 

(22) 

c  ya^  ■*"  ^  M  ""  ~  "Si ' 

e    hX  ^  _hß       b'  bY^ha 
c     ht  bx^      e    bt         bz' 

Differentiirt  man  die  Gleichungen  nach  t  und  setzt  füi*  ^^ 
ihre  Werthe  nach  (22),  so  folgt 

c2    bO  bx^~  +  c  0/  ö»2  » 

(24) 

Zur  Integration  setzen  wir  wie  oben  S.  372: 

(25)  x^Me-r^'-^^'K   y=  iVe  7  (' "P^)  . 
Dann  ergiebt  (24): 

Diesen  Gleichungen  kann  man  durch  zwei  Werthsystem« 
nügen,  nämlich  durch: 

(26)  ^''^' (^  +  .t)  =  ^'»  M=iN, 
und 

(27)  p'c'{\     ;;)  =  ^',  yr=-iN, 

Nach  der   oben  S.  373  gegebenen  Interpretation  der  dortigen 
logen  Gleichungen   (12)   und   (13)   pflanzen   sich  also  eine  n 
und    eine   links-circularpolarisirte   Welle   mit    verschiedenen 
schwindigkeiten  fort.  Die  erste  Welle  (26)  ist  links-circularpolai 
ihr  zugehöriges  p  ist 


(28)  ■         r   ,^y 


V, 


CT 
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Das  zugehörige  p  der  rechts-circularpolarisirten  Welle  ist 


ex 


(29) 


Durch  Superposition  beider  circularpolarisiilen  Wellen  ergiebt 
sich,  wenn  wir  zunächst  annehmen,  dass  b  und  v^  d.h.  auch  ;/ 
und  ;/'  reell  sind,  linearpolarisirtes  Licht,  dessen  Polarisations- 
ebene sich  beim  Fortschreiten  nach  ;;  gleichmässig  dreht  um  den 
Winkel 

<'  =  ?^'-  (30) 

AVenn  v :  er  klein  gegen  1  ist,  wie  es  im  Allgemeinen  stets  der 
IFall  ist,  so  erhält  man  aus  (30): 

Bei  positivem  v  ist  der  Drehungssinn  von  rechts  nach  links, 
d.  h.  dem  Uhrzeiger  entgegen,  wenn  man  der  Fortpflanzung  des 
Ijichtes  entgegenblickt.  In  gleichem  Sinne  rotiren  beiMagnetisirung 
nach  der  positiven  it-Axe  die  positiven,  paramagnetischen  Ionen. 
Wenn  also  i^  positiv  ist,  so  erfolgt  eine  Drehung  der  Pola- 
risationsebene imSinne  der  paramagnetischenMolecular- 
ströme. 

Da  der  Drehungssinn  nur  von  derMagnetisirungsrich- 
tung  abhängt,  so  geht  bei  bestimmter  Magnetisirung  des  Körpers 
die  Drehung  der  Polarisationsebene  weiter,  wenn  die  Foi-tpflanzungs- 
richtung  des  Lichtes  umgekehi-t  wird.  Lässt  mau  daher  linear- 
polarisirtes Licht  in  einen  magnetisii-ten  Körper  einfallen  und  an  der 
Hinterfläche  desselben  reflectiren,  so  ist  die  Polarisationsebene  des 
an  der  Vorderfläche  wieder  austretenden  Lichtes  doppelt  gedreht 
gegen  die  ursprüngliche  Lage.  —  Bei  einem  natürlich-activen 
Körper  wäre  bei  dieser  Anordnung  eine  Drehung  der  Polarisations- 
ebene nicht  vorhanden.  Denn  in  einem  natürlich-activen  Körper 
ist  der  Sinn  der  Drehung  der  Polarisationsebene,  wenn  man  immer 
der  Fortpflanzungsrichtung  entgegen  sieht,  stets  derselbe,  d.  h. 
die  Drehung  nach  ihrer  absoluten  Lage  wechselt  mit  der  Fort- 
schreitongsrichtung  der  Wellen. 

Ob  nun  dieDrehnng  Jim  Sinne  der  paramagnetischen 
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Molecularströme  erfolgt,  oder  ihueu  entgegeu,  ist  aus  dtm 
Magaetisirungscharacter  des  Körpers  (para-  oder  dia- 
magnetisch) nicht  zu  bestimmen,  denn  das  Vorzeichen  von  r 
kann  man  aus  der  Magnetisirungszahl  ^  des  Körpers  nicht  be- 
rechnen, sobald  mehr  als  eine  rotirende  lonengattung  vorhanden 
ist  *)  Die  Magnetisirungszahl  ii  ist  nach  (19)  der  S.  249  dadurch 
definii-t,  dass  die  gesammte  Kraftliniendichte  Mx  nach  der  *-Axe 
gleich  HY  ist.  Nach  (2)  ist  nun  bei  Magnetisirung  nach  der  «-Axe 
die  gesammte  Kraftlinicnanzahl  der  Flächeneinheit  (die  sogenannt 
Iiiduction): 

(31)  M.  ^  w  =--  r  +  V  ^'^"^  =  7  +  -^  -TcSi  I . 


Hierdurch  ist  die  Magnetisiningszahl  n  anschaulich  interpretirt 
Je  nachdem 

4n 
c 


(32)  ^r-Se^l^^O, 


ist  daher  der  Körper  para-  oder  diamagnetisch.  Aus  dem  Voraeicheu 
dieser  Summe  kann  man  aber  nicht  auf  das  Vorzeichen  von  v 
schliessen.  —  Nehmen  wir  z.B.  den  einfachsten  Fall,  dass  z>vei 
nicht  leitende  paramagnetische  lonengattungen  1  und  2  vorhanden 
sind,  es  sei  c^  =  —  e2^^c,  %  =  Sij  =  3^?  'A  =  —  %  '-^  "^^ 
7i  =  ^2  '^  <?•    l^ann  wii'd  nach  (31): 

(^-1)  7--^;'.2c5W|>ü. 
Nach  (21)  ist  aber,  wenn  wir  an  und  hh  vernachlässigen: 

Das  Vorzeichen  von  v  hängt  also  von  der  Differenz  der  beiden 
Dielektricitätsconstanten  Ui^,  und  3i^2  *^^- 

In  der  Tliat  ergeben  aucli  die  Beobachtungen,  dass  der  Cha- 
racter  der  Maguetisirbarkeit  nicht  auf  den  Sinn  der  magnetischen 
Drehung  der  Polarisationsebene  schliessen  lässt 

1)  Auf  diesen  Punkt  hat  auch  Reiff  in  seinem  Buche:  „Theorie  nioK'- 
cularclektrischcr  Vorgänge"  1896  auftnerksam  gemacht.  Der  Reiff'sche  Stand- 
punkt unterscheidet  sich  dadurch  von  dem  hier  benutzten,  dass  er  nicht  rotireude 
Ionen,  sondern  drehbare  Molccularmagnete  voraussetzt,  welche  nicht  mit  elek- 
trischer Ladung  behaftet  sind. 
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4.  Die  Dispersion  der  ma^netisehen  Botationspolarisation. 

Führt  man  die  Wellenlänge  2.o  =^  Tc  der  benutzten  Lichtsoite  im 
Vacuum  ein,  so  schreibt  sich  (30'): 

6  =  2j^yZ^_2n^vn^^  (33) 

wobei  V?  =  n  den  Brechungsindex  des  (unmagnetisirten)  Körpers 
bezeichnet. 

Wenn  man  zunächst  n  als  constant  annimmt,  was  in  roher 
Annäherung  gestattet  ist,  so  würde  auch  v  als  constant  anzusehen 
sein.  Dann  ist  also  ö  umgekehrt  proportional  zu  >lo^  analog  wie 
bei  der  natürlichen  Rotationspolarisation.  Als  rohe  Annäherung 
kann  man  dies  wirklich  annehmen. 

Schreibt  man  aber  e  =  n^  in  der  Form  ^)  (es  ist  k  die  Wellen- 
länge in  Luft,  anstatt  Xo  eingeführt): 

so  wird  nach  (21): 


'  -  m'  '-(?)'-  ao 


wobei  die  ^/,  ^2»  -^a'  •  •  Constanten  sind,  welche  unabhängig  von 
den  ^, ,  ^2>  ^  •  •  •  sind. 

Die  Anzahl  der  Constanten,  welche  in  die  Dispersionsformel 
der  magnetischen  Rotationspolarisation  eingehen,  hängt  also  von 
der  Constantenanzahl  ab,  welche  zur  Darstellung  der  Dispersion 
des  Brechungsindex  n  nothweudig  sind,  d.  h.  von  der  Anzahl 
der  Eigenschwingungsperioden,  welche  zu  berücksichtigen  sind. 

Innerhalb  des  sichtbaren  Lichtes  kommt  man  in  den  meisten 
Fällen  damit  aus,  dass  man  eine  ultraviolette  Eigenschwingung  X^ 
annimmt,  und  ausserdem  noch  beliebig  viele  ultraviolette  Eigen- 
schwingungen, deren  ^2,  A3  etc.  gegen  X  zu  vernachlässigen  ist. 
Dann  wird  die  Dispersionsformel  (34): 


'  —  1  I  -^2  I  -^3  I  • '  H"  ^'2 X  ^ 


AX,' 


=  i  +  Ai  +  A^+A3  +  ..  +  ^^^, 


k" 


1)  Vgl.  Formel  (19)  auf  S.  357.    Diese  Form  gilt  nur  im  Bereich  der 
normalen  Dispersion  und  falls  kdne  Leitiingsionen  zu  berücksichtigen  sind. 
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oder 

(36) 


;i2— =  ^  >j_ 


;i2— Ai» 


In  diesem  Falle  muss  sich  nach  (35)  die  Dispersionsformel  für 


V  schreiben: 


(37) 


V  =  p2_-;^^2  +   A     +   ^3     +..  =  «    + 


b'X^ 


X^  —  Xi^' 


d.  h.  die  Dispersionsformel  für  die  magnetische  Drehung  d  nacli  (33) 
in  der  Form,  falls  2:t2ä=  1  gesetzt  wird: 


(38) 


^  =  ^'G  +  r2--xO 


Dies  ist  eine  zweiconstantige  Dispersionsformel,  da  X^  aus  der 
Dispersion  des  n  zu  entnehmen  ist  Sie  genügt  in  der  That  den 
Beobachtungen  gut,*)  wie  folgende  Tabellen  lehren: 


Schwefelkohlenstoff. 

;ii  =  0,212^,        ;i/^=  0,0450, 
a  -=2,51G,  i,  =  0,0433, 

a  =  —  0,0 1 36 ,      h'=  -\    0,1530. 


iSpectr.  Linie 

1 

;  //  ber. 

i_ ._ 

1,6115 

n  beob. 

6  ber. 

1 

1 

ö  beob. 

A 

1,6118 

-^ 

— 

n 

1,0170 

1,0181 

— 

c 

1,0210 

1,0214 

0,592 

0,592 

1) 

1,0307 

1 ,0308 

0,762 

0,760 

E 

1,0439 

1,6438 

0,999 

1,000 

F 

1,0500 

1,0555 

1,232 

1,234 

G 

i,(ksor) 

1,0800 

1,704 

1,704 

Jl 

1,703;; 

1,7032 

1)  Eine  ZusamineiiBtclluDjj:  anderer,  bisher  vorgeschlagener,  einconstaii- 
liger  Dispersionsfonneln  hat  Poincare  gegel)en  in  der  Ztsehrflt.  LY*olairage 
^Icctrique  XI,  S.  4S8,  1897.  Diese  Formeln  stellen  die  ßcobachtuDgen  säniml- 
lich  nicht  befriedigend  dar. 
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^.= 


a  = 
a 


Creos 

sot. 

—  0,1845//. 

—  2,2948, 

—  —  0,1799, 

b 
b' 

—  0,0340 , 

—  0,0227 , 

—  +  0,3140. 

Spectr.  Linie 

n  ber. 

n  beob. 

6  ber. 

6  beob. 

B 

1,5319 

1,5319 

0,515 

_ 

G 

1,5336 

1,5335 

0,573 

0,573 

D 

1,5386 

1,5383 

0,745 

0,758 

E 

1,5454 

1,5452 

0,990 

1,000 

F 

1,5515 

1,5515 

1,226 

1,241 

0 

1,5636 

1,5639 

1,723 

1,723 

H 

1,5744 

1,5744 

2,206 

Wenn  man,  was  das  einfachste  ist,  die  Vorstellung  zu  Grunde 
legt,  dass  eine  positiv  geladene  und  eine  negativ  geladene  rotirende 
lonenart  vorhanden  ist,  so  zeigt  die  Verschiedenheit  des  Vor- 
zeichens von  a  und  h\  dass  diese  Ionen  in  entgegengesetztem  Sinne 
rotiren. 

Die  Dispersionsformeln  (33),  (34)  und  (35)  zeigen,  dass  die 
Drehung  ö  sehr  gross  wird,  wenn  X  in  der  Nähe  einer  Eigen- 
wellenlänge X^  liegt.  Dieses  Resultat  ist  in  der  That  kürzlich  von 
Macaluso  und  Korbino*)  am  Natriumdampf  bestätigt  worden. 
Indess  werden  ihre  Beobachtungen  nicht  durch  die  hier  entwickelte 
Theorie  dargestellt.  Wie  nämlich  die  Dispersionsformel  (38)  er- 
giebt,  und  wie  auch  eine  strengere  Discussion  zeigt,  bei  der  die 
Reibungsglieder  «/r  nicht  vernachlässigt  werden,  besitzt  die  Drehung  6 
nach  der  Tlieorie  ein  verschiedenes  Vorzeichen  zu  beiden  Seiten 

des  Absorptionsstreifens,  d.  h.  für  X'^X^.  Nach  den  Beobachtungen 

ist  aber  das  Vorzeichen  von  6  zu  beiden  Seiten  des  Absorptions- 
streifens dasselbe. 

Dies  zeigt  daher,  dass  für  diesen  Fall,  d.  h.  wohl  über- 
haupt für  alle  Gase  und  Dämpfe  unser  bisheriger  Ansatz 
die  Erscheinungen  nicht  darstellt.  Zu  diesem  Schluss  führt 
aucli  noch  ein  zweiter  Umstand,  der  im  folgenden  Paragraphen 
behandelt  wird. 

5.  Magnetisirnng  senkrecht  zu  den  Lichtstrahlen.  Als  Magne- 


1)  Band.  d.  R.  Accad.  d.  Line.  (5)  7.  S.  293,  1898. 
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tisirungsricbtung  wählen  wir  die  x-Axe^  als  die  der  Lichtstrahlen 
die  x-Axe.  Dann  hängt  alles  nur  von  x  und  t  ab,  und  es  ist 
i;^  =^  i;^  =  0,  vx  =  V.  In  der  letzten  der  Gleichungen  (18)  (8. 390) 
würde  allein  der  Coefficient  v  vorkommen,  nämlich  in  der  Ver- 

biiidung  —  ^  5^  ,  doch  dies  Glied  verschwindet,  weil  wegen  dtr 

ersten  der  Gleichungen  (19)  A"=0  ist  Daher  hat  nach  dem 
bisherigen  Ansatz  die  Magnetisirung  überhaupt  keinen 
Einfluss  auf  das  optische  Verhalten,  wenn  die  Licht- 
wellen sich  senkrecht  zur  Magnetisirungsrichtung  fort- 
pflanzen. Andrerseits  ist  aber  ein  solcher  Einfluss  neuerdings 
bei  Metalldämpfen  nachgewiesen  worden.  Dies  bildet  eine  zweite 
Ursache  dafür,  dass  wir  noch  nach  einer  anderen  Hypo- 
these zur  Darstellung  der  optischen  Eigenschaften  im 
Magnetfelde  suchen. 

Man  kimnte  ja  den  bisherigen  Ansatz  dadurch  erweitern,  dass 
offenbar  der  magnetisirte  Körper  eine  nicht  isotrope  Structiir  er- 
hält durch  gegenseitige  Anziehung  seiner  Molecularströme  in  der 
Kraftlinienrichtung.  Indess  führt  eine  andere  Hypothese  directer 
und  vollständiger  znm  Ziel.  Auch  diese  stützt  sich  auf  gewisse 
beobachtete  Eigenschaften  der  Körper  im  Magnetfelde. 

B.  Hypothese  des  HallefTeotes. 

1.  Allgemeine  Grundlage.  Wir  lassen  die  Annahme  rotirender 
loiK'ii  fallen,  benutzen  aber  wie  früher  die  Vorstellung  beweglicher 
Ionen.  Ein  starkes  Magnetfeld  niuss  nun  deshalb  besondere,  auf 
di(^  Ionen  wirkende,  ponderoniotorische  Kräfte  ausüben,  weil  die 
bewegten  Ionen  elektrische  Ströme  repräsentiren  und  jedes  Struni- 
stück  in  einem  Magnetfelde  eine  Kraft  erfährt,  welche  senkrecht 
steht  auf  dem  Stromstück  und  der  Magnetisirungsrichtung.  In  Folge 
dessen  suchen  sich  die  Stromlinien  in  einem  Magnetfelde  seitlich 
zu  verschieben  gegen  ihre  Richtung.  Diese  Erscheinung  ist  als 
Halleffect  thatsäclilich  bei  allen  Metallen,  besonders  bei  Wismuth 
und  Antimon,  beobachtet  worden. 

Wenn  ein  Stromstück  der  Länge  dl  und  der  Stromstärke  im 
(nach  elektromagnetischem  Maasse)  senkrecht  schneidet  die  Kraft- 
linien eines  Magnetfeldes  der  Intensität  ^,*)   so  ist  die  pondero- 

1)  Wenu  die  Magnetisirungszahl  fi  desllaumes  vou  1  verschieden  ist,  «> 
ist  an  SteUe  vou  §  die  Kraffcliniendichte  (die  Induction)  einzusetzen. 
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otorische  Kraft  Ä  auf  das  Stromelement: 

^  =  imdl^  =  *  dl^,  (39) 

lls  i  die  Stromstärke  nach  elektrostatischem  Maasse  ist  Bei  der 
n  uns  (S.  244)  festgesetzten  Lage  des  Coordinatensystems  geht 
nach  der  x-Axe,  wenn  i  nach  der  y-Axe  und  §  nach  der  «-Axe  läuft. 
Wenn  nun  ein  Ion  der  Ladung  e  in  der  Zeit  dt  sich  um  dtj 
ch  der  i/-Axe  verschiebt,  so  ist  auf  der  Länge  dtj  nach  S.  354 

16  Stromstärke  i  =  e9i'  ^ J  vorhanden ,  wobei  31'  die  Anzahl  der 

nen  pro  Längeneinheit  ist    Daher  ist  nach  (39),  da  dl  =  d7]  ist: 

lese  Kraft  wirkt  auf  sämmtliche  Ionen,  die  auf  der  Strecke  dfj 
;gen.  Ihre  Anzahl  ist  31'dT].  Die  auf  ein  Ion  wirkende  Kraft 
iCh  der  a:-Axe  ist  also: 

.      ^^-illi'^-  (40) 

'enn  noch  eine  Magnetisirung  nach  der  ?/-Axe  bestände,  so  käme 
ircli  die  Verschiebung  £  noch  die  Kraft  hinzu: 

^^  =  -o-5-^''-  (41) 

Diese  beiden  Terme  (40)  und  (41)  sind  auf  der  rechten  Seite 
jr  Bewegungsgleichungen  (6)  oder  (7)  (8.  389)  der  Ionen  hinzu  zu 
Idiren.  Nehmen  wir  nur  isolirende,  keine  Leitungs-Ionen  an, 
ie  es  bei  allen  Körpern  mit  kleiner  elektrisclier  Leitfälligkeit 
^stattet  ist,  so  folgt  dalier 

»"  P  ==  "^  -  -»-  ^  -  ''   bt  +  c  Ui  ^^  -  -6t  •^) ' 
id  durch  cyklisclie  Vertanscliung  der  Buchstaben: 


"*S<^ 


(42) 


2.  Herleitnng  der    Differentialgleichungen.     Die  Fanda- 
lentalgleichungeii  (3)  der  S.  387  bleiben,  wie  immer,  unverändert. 


\Hl  wir  kfdn^  rotireiide  I#>ii^ii  Tons^tsctzren.  die  I«>iien  daher  bei 
ihrffT  B*iW0::(^moz  k^io^r  naa^ti^cfen  KrafUmkti  mit  skh  fahren, 
m  tift  dkr  Haini^ti^irvB^E^zaU  m  ==  1  za  ^rtxen.  md  t>  dit  die 
frib^fre  B^zkrbuf   dl  S.  2«  : 

Ferner  fcft,  wie  früher  *S-  354i: 

Die  GleicfanDgen  f 3).  «42;,  (43>  and  144)  enthalten  die  voll- 
htänAlf^H  TJieorieJ; 

Kur  penV>dis€he  Za>tand.sändeningen  nnd  Benutzung  d^r 
froheren  Abkürzungen 

Helireibt  Kich  f42): 

m,       es' 0  +  »• ;  - ;^)  -  ,•*,  rr,ö.-ci>,)=  ^, X. 

I.egt  nian  die  z-Axe  in  die  Richtung  des  Magnetfeldes,  sodass 
A>    -:^y=-0,  J^»  =  §  wird,  und  benutzt  man  die  AbkurzuDgen* 

(41)  ;  +  i^_^  =  e,    -^-ö  =  ^, 

w>  wird  nach  (46j: 

e^'  e  —  iei]'  4^  =  ^X, 

Ij  Die  allgemeiDste  Theorie  ist  zu  erhalten  aus  dem  oben  unter  A  he- 
imtzten  Ansatz  rotirender  Ionen  in  Verbindung  mit  dem  System  (42).  Letzteres 
System  kann  streng  genommen  überhaupt  nie  fehlen,  sobald  bewegliche  Ionen 
vorhanden  sind  und  ein  äusseres  starkes  Magnetfeld.  Der  Einfachheit  halber 
ist  aber  hier  der  Ansatz  A  völlig  getrennt  vom  Ansatz  B. 


4t  t 


!•>>  ijnn  ilbl 


£,   K  Z  iaiii^**-a  mit  r'Tiiül" 


/.< 


iir-r 


r  X 


I 
I 
I 


-Cx- 


fr 
IT 


_      fT^    i-H^^ 


3.» 


DT 


^^1 


Wir  V  ..j*a  ö*;f  bJ«i±:**fL  i 


^  r  J  rT 

rr  rr 

4jr '',  =  i  —  ijr   -    . 

--  AT  ^ 


M 


-l-T  C-  =  l 


alle  hängt  alles  nar  t.»2  :  m^i  r  aK  nihi  die  Gleiohuuj^  u  :^  ^  \  K^ 
lil    51    ergeben: 


v^i' 


liuiinirt  man  a  nnd  ß.  so  folgt: 


C2     0^2     —    ^^52 


C2      d/2 


d.;2 


l.VU 


Setzt  man  zur  Integration  wie  oben  S.  372  u.  WWh 
ergiebt  sich  aus  (53): 


(ftl) 


Drude,  Lehrbuch  der  Optik.  JO 
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d.  h.  die  zwei  Werthsy steine: 

n ,  x'  entsprechen  der  links-,  n ',  x"  der  rechts-circnlarpolaris 
Welle.  Aus  der  Bedeutung,  welche  e-  und  v  nach  (50)  un( 
haben,  folgt: 

Ist  T  nicht  nahe  bei  einer  Eigenschwingung,  so  kann  u 
Ö  das  imaginäre  Glied  %  ^jt  vernachlässigen,  es  ist  daher  x  = ) 
und  es  wird,  da  ^  stets  klein  gegen  1,  d.  h.  auch  gegen  6 


"■■'-'+-27  ('-%)■ 


^^^^  —  -i"  ^9i  /.       * 


Die  Drehung  (J  der  Polarisationsebene  folgt  nach  (19)  (8.31 

(58)  ^  =  -  >.„  («    -  "  )  =  *  A„  «"  ■+  n   ■ 

Setzt  man  das  Mittel  aus  »»"  und  n  gleich  w,  so  folgt: 

(59)  '^  =  *A<,       2n-- 
Dalier  ist  nach  (57): 

Dabei  ist  der  Brechungsindex  ji  bis  auf  erst^^  Ordnung; 
segeben  durcli 

4.  Die  Dispersion  der  magnetischen  Drohang  der  I 
sationsebciie.  Durch  Kinführunj^  d(*r  Werthe  von  &  und  <i 
(47)  schreiben  sich  die  letzten  GleicliungtMi 

(62)  ^  = "" 2«  v^  -^  ('^Z  n^ ' "« ' 
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«^  =  i  +  2 


1-' 


(63) 


erster  Annäherung  ist  daher,  wie  nach  der  Hypothese  A^ 
;kehrt  proportional  zu  Xo\ 

nügt  (vgl.  oben  S.  396)  zur  Darstellung  des  w^  die  zwei- 
itige  Dispersionsformel: 

*  (64) 


n^  =  a  -\- 


A2  — Ai2' 


anstatt  Xo  die  Wellenlänge  jL  in  Luft  geschrieben),  so  muss 
ich  (62)  6  durch  die  zweiconstantige  Dispersionsformel: 


r_  i  (a    . ^Ai_^ 

^        w  U^  "^  (A2  —  Xi^p) 


(65) 


len  lassen,    a    und  6'  müssen  verschiedene  Vorzeichen  be- 
wenn  nur  zwei  verschiedene  Ionenai1;en,  eine  positiv-  und 
?gativ-geladene,  vorhanden  wären.    Dies  wäre  die  einfachste 
me,  die  man  machen  kann. 

e  Formel  (65)  stellt  die  Beobachtungen  an  Schwefelkohlen- 
id  Kreosot  in  folgender  Weise  dar: 

Schwefelkohlenstoff 
X.^=  0,0450     a'=  +  0,1167     b' =  +  0,2379. 


Spektr.  L 

iuie  :    6  ber. 

'  1              

6  beob. 

c 

0,592 

0,592 

I) 

1      0,7G0 

0,760 

E 

0,99ü 

1,000 

F 

|i      1,225 

1,234 

0 

';      1,704 

Kreosot. 

1,704 

/,-— 0,0340 

a—  — 0,070 

h'  —  4-  0,380. 

Spektr.  L 

anie      6  ber. 

,  1 

6  beob. 

C 

0,573 

0,573 

D 

0,744 

0,758 

E 

0,987 

1,000 

F 

1,222 

1,241 

0 

1,723 

1,723 

26 
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Der  Anschluss  der  Theorie  an  die  Beobachtungen  ist  fast 
ebenso  gut,  ein  wenig  schlechter,  als  der  nach  der  Hypothese  der 
Molecularströine  erzielte  Anscliluss  (cf.  oben  S.  396). 

5.  Die  Wellenlänge  liegt  nahe  bei  einer  Eigenwellenlinge. 
Wenn  die  Lichtperiode  nahe  bei  einer  Eigenschwingung  liegt,  so 
darf  der  Reibungsterin  »/r  nicht  vernachlässigt  werden.  Wir  wollen 
annehmen,  dass  T  nahe  benachbart  sei  der  Eigenperiode  Tj  der 

lonengattnug  1,  und  setzen  daher  t  =  Y^v  (i  +  ^)  =  ^i  (i  +  9S 
wobei  (j  klein  gegen  1  sein  soll.  In  den  Formeln  (56)  kann  man 
dann,  da  *P  klein  ist,  bei  allen  Gliedern  der  -S,  welche  sich  nicht 
auf  die  lonengattung  1  beziehen,  setzen: 


(06) 


6 


sodass  unter  Benutzung  der  Abkürzungen: 

(07)  ^''  ^         ^'^ 

ans  (öG)  entsteht,  wenn  man  nur  auf  erste  Ordnung  in  g  eiitwitkilt 
und  //  •  (f  vernachlässigt  gegen  g  oder  <p: 


(08)  «'Ml— «x')-=^+^'+ 17 


D 


2,j  +ih-,p' 

\h'v  iinaj^iiiiire  Beslaiultheil  der  rechten  Seite  von  (68)  wird  mög- 
lichst p^ross,  d.  li.  es  tritt  für  eine  links-circularpolarisirte  Well»' 
iiiaxiniiile  Absorption  (un,  falls  ist: 

(70)  2ii  ---  +  r/.,   d.  h.  T^  r=-.  ri'  =  r,2  (l  +  g?) , 

für  (4ne  reclits-circularpolarisirte  Welle  tritt  dagegen  maximal«' 
Absorption  auf  bei 

(71 )  2g  =  —  (p,   d.  h.  t'  =  Tr^  =  r,-^  (1  —  <f) . 

Durcli  die  Magnetisirung  parallel  den  Lichtstrahlen 
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wird  also  bei  einfallendem  natürlichen  Licht  ein  ur- 
sia  anglich  vorhandener  schmaler  Absorptionsstreifen 
verdoppelt.  lu  dem  einen  Streifen  ist  links-circular- 
polarisirtes  Licht  stark  absorbirt,  sodass  das  durch- 
gehende Licht  geschwächt  erscheint  und  rechts-circular- 
polarisirt  ist,  in  dem  anderen  Absorptionsstreifen  fehlt 
das  rechts-circularpolarisirte  Licht. 

Dasselbe  Resultat  würde  sich  auch  nach  der  Hypothese  A  der 
Molecularströme  ergeben. 

Wenn  g  nicht  sehr  klein  und  der  absolute  Betrag  von  2  g 
grösser  als  9)  ist,  sodass  h  neben  2g  ±  (p  zu  vernachlässigen  ist, 
so  kann  man  in  (68),  (69)  x  und  x"  =  Null  setzen,  vorausgesetzt, 
dass  die  rechten  Seiten  positiv  sind.  Man  erhält  also  in  einiger 
Entfernung  vom  Absorptionsstreifen: 

'  ^    2g  —  tp^  '    2g  +  (p 

[Damit  die  rechten  Seiten    stets  positiv  seien,  muss  der  ab- 

sohlte  Betraff  von  ^  den  absoluten  Betrag  von  ..  -,  -   übertreffen.! 

--g  JT  'P 

Nach  Formel  (59)  auf  S.  402  ergiebt  sich  die  Drehung  ö  der  Pola- 
risationsebene: 

n      X^  \  4g^  —  (fß)  ' 

wobei  (72) 

Hiernach  erscheint  die  Drehung  ö  zu  beiden  Seiten  des  Ab- 
sorptionsgebietes (T  =  ri)  von  gleichem  Vorzeichen  und  naliezu 
symmetrisch  vertheilt,  da  8  annäliernd  nur  von  g-  abhängt.  Dasselbe 
Resultat  ergiebt  sich  aus  der  Dispersionsformel  (62).  Wenn  ö 
positiv  ist,  so  erfolgt  nach  S.  393  die  Drehung  im  Sinne  der  (para- 
magnetischen) Ampere'schen  Molecularströme.  Da  das  Vorzeichen 
von  d  durch  den  kleinen  Term  Ä  nicht  bestimmt  wird,  sondern 
durch  das  viel  bedeutendere  Glied  B(p  :  4g'^  —  qp-,  und  da  der  ab- 
solute Betrag  von  2g  grösser  als  (p  sein  soll,  da  ferner  B  stets 
positiv  ist,  so  hängt  das  Vorzeichen  von  6  nur  von  (p  ab,  d.  h.  der 
Ladung  e^.  Bei  positivem  e, ,  d.  h.  95  >  0,  erfolgt  daher  6  entgegen 
den  Molecularströmen ,  ferner  ist  T6>  rr,  ih.  diejenige  Welle  (/j, 
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deren  Erreguugsbahn  im  Sinne  der  Molecularströnie  durchlaufen 
wird,  wird  bei  einer  langsameren  Periode  T  maximal  absorbirt^  als 
die  Welle  (r),  deren  Erregungsbalin  entgegen  den  Molecularströiuen 
durchlaufen  wird.  —  Bei  negativem  e^  wird  die  Polarisationsebene 
im  Sinne  der  Molecularströme  gedreht.  Es  ist  dann  n  <  Tr,  d  h. 
allgemein  wird  diejenige  Welle,  deren  Erregungsbahn  in  demselben 
Sinne  durchlaufen  wird,  wie  die  Rotation  6  der  Polarisationsebene 
erfolgt,  bei  einer  kürzeren  Periode  maximal  absorbirt,  als  die  ent- 
gegengesetzt rotirende  Welle. 

Alle  diese  Folgerungen  werden  nun  in  der  That  am  Natrium- 
dampf  bestätigt,  wie  weiter  unten  noch  näher  besprochen  werden 
soll.  Für  beide  Absorptionslinien  des  Dampfes  (für  beide  D-Linien), 
welche  derselbe  im  unmagnetischen  Zustande  zeigt,  ergiebt  sich  das 
zugehörige  e  negativ.  Die  beiden  D-Linien  des  Natrinni- 
dampfes  werden  also  durch  negativ-geladene  Ionen  ver- 
ursacht. 

Die  Absorption  an  der  Stelle  g  =  o  kann  gering  sein,  wenn 
(p  gi'oss  gegen  h  ist.    Dann  wird  nach  (68),  (69): 

n  "  =  A  -{■  A n  ^  =  A  —  A   4-       • 

9  <P 

Die  rechten  Seiten  müssen  positiv  sein,  wenn  diese  Gleichuiigt-n 
Sinn  liabiMi  sollen,  d.  h.  der  absolute  Betrag  von  A  muss  givsser 
sein,  als  der  von  ^,(p .  Die  Drehung  6  der  Polarisationsebene  ist 
dann  proportional  zu 

(73)  rf^»l^-_!L^  =  £;^_^'. 

ö  ist  dalier  gross,  da  rp  klein  ist.  Bei  positivem  c,  erfolgt  i 
im  Sinne  d^r  Molecularströme,  d.  h.  in  entgegt^ngesetztem  Sinn»', 
wie  in  d(^r  Nachbarschaft  ausserhalb  des  Absorptionsgebietes.  Trotz- 
dem brauchen  keine  NullstelhMi  für  ö  zu  existiren,  denn  an  dt*n 
Stellen  starker,  aber  verschiedener  Absorption  nx  und  w"x"  hat 
es  überhaupt  keinen  Sinn,  von  der  Drehung  6  der  Polarisations- 
ebene zu  sprechen. 

6.  Lichtstrahlen  senkrecht  zur  Magnetisfrung.  Als  Richtunj? 
der  Magnetisirung  wälihMi  wir  die  ;i-Axe,  als  Richtung  der  Wellen- 
normale die  a:-Axe.  Dann  hängt  Alles  nur  von  x  und  /  ab,  und 
die  Gleichungen  (3),  (43)  und  (51)  ergeben: 
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hY 
bt 

0, 

(•■■ 

e 

c 

iv 

bX\ 
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bß 
bx  ' 

bx 
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bz 

hx 

/   by 

'    c    bt  ' 

— 

bY 
bx 

(74) 


Eliiiiinirt  man  ß  und  y,  so  folgt: 


f"  b^Y  ^  ö2r      .V  b^x 


f'    b^Z 

C2     "0/2" 


Ö2^ 
0X2 


(75) 


Die    beiden   ersten   Gleicliungen    ergeben    durch  Elimination 
Von  X: 

(  ,/        v2x  b'^Y  _    .^  ö2r 

r  f'V     Ö/2     —  ^       6x2    • 


(76) 


Setzt  man  zur  Integration: 


'V^.V.fi 


(<  —  j/a;)  (<  —  rix) 


77c  ^  ^ 


—  />.)•) 


■*^»    folgt  aus  (75)  und  (7G): 


c 


(77) 


üie  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  von  Z  und  Y  sind  also 
^^Tschieden,  d.h.  der  Körper  verhält  sich  wie  ein  doppel- 
^V(»chendes  Medium.  Für  Z^  d.h.  filr  eine  senkrecht  zur  Mag- 
^^^tisirung  polarisirte  Welle,  ergiebt  sich  ßrechungsindex  und 
^bsorptionsindex  aus 

^2  ,2  =  ^2  (i  __  i^yi  =  e'  =  1  +2  ^J^  (7S) 

für  die  parallel  zur  Magnetisirung  polarisirte  Welle  folgt 


„'2(i_,v).  =  i+2efl^. 


1     ,  V^i»'» 

~r  ^  Qi  _i  ^2 


(79) 
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Der  Unterschied  von  ;/  und  n  ist  im  Allgemeinen  sehr  klein. 
da  er,  wenn  S  nicht  sehr  klein  wird,  erst  von  zweiter  Ordnung 
in  ^  wird.  Daher  kann  diese  magnetische  Doppelbrechung  er>t 
bemerklich  werden  in  der  Nähe  einer  Eigen  weilenlänge,  da  dann 
H  sehr  klein  ist. 

7.  Die  Wellenlänge  liegt  nahe  bei  einer  Efgenwellenlinge. 

Wir  setzen  wie  früher  r  =  r,  (l  +  g)  =  y^  (l  +  g),  und  nehmen 
g  als  klein  gegen  1  an. 

Dann  ist  in  jedem  Gliede  unter  dem  Summenzeicben,  abgesehen 
von  dem  sich  auf  die  lonengattung  1  beziehenden  Gliede,  6  als 
reelle  Grösse  zu  betrachten,  welche  nicht  sehr  klein  ist  ^-  i^t 
dann  neben  6^*^  zu  vernachlässigen. 

Verwendet  man  daher  die  Abkürzungen  (67)  der  S.404,  so  wird: 


(2g  +  ih)^  -  g>^ 
(o    4_    7   _  ^^^         _    _  \. 

odei* 

(üiu  //^ri         ;yV2—    (-4-  B[{2g-\^ih)A^B] 

[W)  n     yi     -.  u.  )    —  .1  -r-  j^  ^^2g  +  ih)^~^  <p^]  +  B (2g  +7/0  ' 

}3ei  einem  Metalldampf  ist  nun  der  Breclumgsindex  stets  sehr 
Halle  ^deicli  1,  selbst  wenn  g  ziemlich  klein  ist.  Daraus  scliliesst 
man  (vgl.  z.  B.  die  Formeln  für  n-  auf  IS.  405),  dass  A  nahezu  glrich  1 
und  B  selir  klein  sein  muss,  sodass  man  im  zweiten  Gliede  der 
recliten  Seite  von  (80),  welches  den  kleinen  Fact^>r  B  enthält, 
B  gegen  A  vernachlässigen  kann.    Man  erhält  dadurch 


(81)  //-(l  — /x')-  =  .-l  -i 


B  (2g  H-^ 


ürr  imaginäre  Bestandtheil,  d.  h.  die  Absorption,  wird  daher, 
falls  //  sehr  klein  ist,  mfiglichst  gi'oss,  wenn  ist: 

(S2j  ^g-  —  9?-^  =  0 ,   d.  h.  2g  =  ±g). 

P'ür  die  parallel  zur  Magnetisirung  polarisirte  Welle 
sind  daher  zwei  Absorptionsstreifen  vorhanden,  welche 
zu  beiden  Seiten  des  in  unmagnetischem  Zustande  vor- 
handenen Absorptionsstreifens  liegen. 

Für  die  senkrecht  zur  Magnetisirung  polarisiite  Welle  folgt 
aus  (78): 
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n^  (1  -  i^^  =  A  +  ^^.,^.  (83) 

Die   maximale  Absorption   liegt  an   der  Stelle  g  =  0.    Für   die 
senkrecht   zur  Magnetisirung   polarisirte  Welle    ändert 
sich  also  die  Absorption  nicht  durch  die  Magnetisirung. 
Wenn  2g  gross  gegen  /*  und  gegen  q)  ist,  so  wird  x  und  x 
sehr  klein  und  näherungsweise  ist: 

^  2f/  Ä  {4g^  —  ip'^)  +  B.2!,  '    '*    —  ^^  "T  9^  > 

daher 

2g     4f/^n^^A(p'i' 

oder  da  4g^  gi'oss  gegen  fjp^  sein  soll,  so  ist  annähernd 


'^"- ^  =  167^3»  (84) 

d.  h.  positiv  oder  negativ  je  nach  dem  Vorzeichen  von  g,  aber 
unabhängig  von  der  Magnetisirungsrichtung  und  dem  Vorzeichen 
von  q).  Dieses  Gesetz  der  magnetischen  Doppelbrechung  haben  in 
der  That  Voigt  und  Wiechert  am  Natriumdampf  zu  bestätigen 
vermocht.  *) 

8.  Der  Zeeniann-Effect.  Zeemann'^j  hat  beobachtet,  dass 
eine  schmale  Emissionslinie  eines  Metalldampfes,  z.  B.  von  Natrium 
oder  Kadmium,  in  zwei  bezw.  drei  Linien  (Doublet  bezw.  Triplet) 
sehr  nahe  benachbarter  Perioden  zerfällt,  wenn  der  Metalldampf 
magnetisirt  wird.  Das  Doublet  tritt  ein  für  die  Emissionsrichtung, 
die  mit  der  Richtung  der  magnetischen  Kraftlinien  zusammenfällt, 
das  Ti'iplet  für  dazu  senkrechte  Emissionsrichtungen.  Diese  Er- 
scheinungen werden  durch  unsere  bisherigen  Ueberlegungen  tlieo- 
retisch  erklärt, 3)  wenn  man  den  (später  zu  besprechenden)  Satz 
heranzieht,    dass    die  Emissionslinien   eines  Gases   bei  denselben 


1)  üeber  das  Nähere  dieses  Versuches  vgl.  W.  Voigt,  Wied.  Add.  (37, 
S.  3(30,  1899. 

2)  P.  Zeemanu,  Phil.  Mag.  (5)  43,  S.  226,  44,  S.  255,  1897. 

3)  Diese  Art  der  Erklärung  des  Zee  mann -Effectes  rührt  von  W.Voigt 
(Wied.  Ann.  67,  S.  345,  1899)  her.  Die  Diflerentialgleichungen,  von  denen 
Voigt  ausgeht,  sind  dieselben,  wie  die  hier  im  §  2  hergeleiteten,  nur  enthält 
sich  Voigt  einer  physikalischen  Deutung  der  Cocflicienten  dieser  Differential- 
gleichungen. 
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Perioden  liegen,  wie  die  Absorptionsstreifen. ^)  Nach  den  ange- 
stellten  Ueberlegungen  müssen  dann  die  beiden  Einzellinien  des 
üoublets  rechts-  und  links-circularpolarisirt  sein,  während  im 
Triplet  die  mittlere  Linie  senkrecht  zur  Magnetisirung  polavisiri 
sein  muss,  die  beiden  äusseren  Linien  aber  parallel  zur  Magneti- 
sirung. Diese  Folgerungen  werden  thatsächlich  dui*ch  den  Ver- 
such bestätigt.  —  Aus  der  Messung  der  beiden  Triplets,  in  welche 
die  beiden  Natriumlinien  (Z),  .und  D^)  zerfallen,  hat  Zeemann  in 
einem  Magnetfelde  der  Stärke  ^  =  22400  absolute  Einheiten  als 
Distanz  2g  der  beiden  äusseren  Linien  eines  Triplets  den  Zalilen- 
werth  2^  =  2  :  17800  erhalten.    Nun  ist  nach  (82)  und  (07) 

oder  da  t,  =  Y^^\  ^'^^  ^^"^  folglich  nach  (45)  (S.  400)  ^,  =  4jtT^c{' :  w, 
ist,  so  folgt 

(85)  2<;  =  <p  =  §r,3_=|^.^^. 

Setzt    man    hierin    die   Werthe  für   2g,  §  und  T^    (Periode  des 
Natriumliclites)  ein,  so  findet  man: 

^'-  =  1,6.10". 

Diesu  Zahl  hindeutet  das  Verhältniss  der  elektromagnetisch  ge- 
messenen elektdsclien  Ladung  eines  Ions  zu  seiner  (eventuell  nur 
scheinbaren  [cf.  S.  353,  Anm.])  Masse.  —  Aus  Beobachtung  einer 
Kadiniumlinie  (A  =  0,48^)  ergab  sich  jenes  Verhältniss  zu  2,4- 10'.-) 

1)  Dieser  Satz  ergicbt  sich  einerseits  experimeütcH,  andererseits  folgt  er 
])ei  reiner  Temperaturstralihin^  aus  dem  Kircli herrschen  Satze  über  Propor- 
tionalität von  Emissions-  und  Aljsorptionsvermögen.  Reine  Teniperaturstrahlun;: 
scheint  nun  allcrdinp^s  bei  den  in  der  Buns<'nflamnie  leuchtenden  MetalldaniptVn 
nicht  vorzuliegen  (vgl.  dazu  den  Ifl.  Abschnitt»,  indess  auch  bei  Luininiscen/,- 
leuchten  ergeben  die  theoretischen  VorstelluDgen,  dass  die  Emissions-  ud«1 
Absorptionslinien  zusammenfallen  müssen. 

2)  Es  ist  merkwürdig,  dass  aus  der  magnetischen  Ablenkung  der  Kathoden- 
strahlen Kaufmann  (Wied.  Ann.  (If),  S.  439,  1898)  eine  nahezu  gleiche  Zalil 
(1,80 .  10")  abgeleitet  hat  für  das  Verhältniss  der  Ladung  eines  von  der  Kathode 
fortgeschleuderten  Theilchens  zu  seiner  Masse.  —  Für  die  bei  der  Elektrolyse 
auftret<^nden  Ionen  ist  dies  Verhältniss  viel  kleiner,  z.  B.  9,5.10*  bei  Wasser- 
Btoff,  4,1. 10  3  bei  Natrium.    Man  kann  sich  daher  entweder  denken,  dass  ein 
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Durch  genauere  Untersuchung  mit  Hülfe  der  oben  S.  211  be- 
schriebenen Methode  der  hohen  Interferenzen  hat  schon  Mich  ei- 
sen^) gefunden,  dass  meist  eine  coniplicirtere  magnetische  Zer- 
fallung der  Eraissionslinien  als  in  Doublets  bezw.  Triplets  eintritt. 
Es  ist  dies  schon  allemal  dann  zu  erwarten,  falls  die  Untersuchungs- 
methode, wie  bei  dem  Mich  eis  on'schen  Apparate,  bis  zu  einer 
solchen  Feinheit  getrieben  wird,  dass  die  Emissionslinien  auch 
ausserhalb  des  Magnetfeldes  einen  gewissen  complicirteren  Bau 
aufweisen,  als  er  in  den  bisherigen  theoretischen  Annahmen  ent- 
halten ist,  z.  B.  wenn  eine  Emissionslinie  zwei  nahe  benachbarte 
Maxima  der  Emission  aufweist.  Ausserdem  ist  auch  eine  theo- 
retische Erweitening  der  Bewegungsgleichung  (46)  der  Ionen  mr)g- 
lich,  wenn  man  nämlich  den  Einfluss  der  Bewegung  benachbarter 
Ionen  berücksichtigen  würde.  Es  würden  dann  in  jener  Gleicliung 
noch  zweite  Differentialquotienten  der  elektrischen  Kraft  nach  den 
Coordinaten  auftreten  und  dadurch  würde  eine  complicirtere  mag- 
netische Zerfällung  der  Absorptions-,  d.  h.  auch  der  Emissionslinien 
folgen.  2) 

Der  directe  Nachweis  der  Zeemann -Effecte  erfordert  ein  sehr 
stark  auflösendes  Gitter  oder  Prisma.  Bequemer  ist  daher  eine 
von  W.  König^)  beschriebene  Yersuchsanordnung,  nach  der  eine 
im  Magnetfelde  befindliche  Natriumflamme  durch  eine  andere, 
ausserhalb  des  Magnetfeldes  befindliche  Flamme  betrachtet  wird. 
Blickt  mau  senkrecht  zur  Magnetisirung,  so  erscheint  die  erste 
Flamme  hell  und  zwar  polarisirt.  Wegen  des  Kirchho  ff  sehen 
Satzes  von  der  Gleichheit  von  Emission  und  Absorption   müssen 


elektrolytisches  Ion  noch  mehrere  positiv  und  negativ  geladene  Bestandtheile 
enthält,  die  für  die  Elektrolyse  als  starr  verbunden  gelten,  für  Lichtscliwin- 
gungen  aber  und  in  hohem  Vacuum  frei  beweglich  werden,  oder  dass  das 
elektrolytische  Ion  aus  einer  Verbindung  einer  Ladung  ci  der  Masse  wii  (Elek- 
tron) mit  einer  grösseren  ungeladenen  Masse  M  besteht.  Bei  langsamen 
Wechseln  der  elektrischen  Kraft  oder  in  constanten  Strömen  haftet  das  Elektron 
fest  an  der  Masse  3/.  Bei  sehr  schnellen  Wechseln  aber,  wie  bei  Licht- 
schwingungen, wird  nur  das  Elektron  bewegt.  Ebenso  trennt  sich  in  hohem 
Vacuum  das  Elektron  von  der  Masse  M, 

1)  Vgl.  Phil.  Mag.  45,  S.  348.  —  Astrophys.  Joum.  7,  S.  131;  8,  S.  37, 
1898.  —  Wied.  Beibl.  1898,  S.  797. 

2)  In  anderer  Weise  erklärt  Voigt  (Wied.  Ann.  68,  S.  352)  die  anomalen 
Zeemann-Effecte,  nämlich  durch  longitudinale  magnetische  Effecte.  Indess 
fehlt  bisher  die  physikalische  Vorstellbarkeit  hierfür. 

3)  Wied  Ann.  63,  S.  268,  1897. 
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nämlich  nur  diejenigen  Schwingungen  der  magnetisii-ten  Natrium- 
ilaninie  diu*ch  die  unniagnetisirte  Natriumflamnie  absorbiit  werdfu, 
deren   Periode  im  Magnetfeld  dieselbe   ist,    wie    ausserhalb  di?> 
Magnetfeldes.  Vielleicht  ist  auch  in  dieser  Weise  (durch  Absorpliim 
im  Flammenmantel   bei   nicht  völlig  homogenem  Magnetfeld)  die 
von  Egoroff  und  Georgiewsky')  beobachtete  Erscheinung  zn 
erklären,  dass  eine  Natriumflannue  im  Maguetfelde  partiell  polari- 
sirtes  Licht  aussendet  senkrecht  zur  Magnetisirungsriclitung.  Aber 
auch   in  völlig  homogenem  Magnetfelde  wäre  diese  Erscheinung 
theoretisch  zu  erklär(*n,  da  die  gesammte  Absorption  nx   für  die 
nach  der  Magnetisirungsrichtung   polarisirten  Wellen,   nach  For- 
mel (80)  für  alle  möglichen  Werthe  von  g  berechnet,  sich  etwas 
verschieden  ergiebt  von  der  gesammten  Absorption  nx,  der  senk- 
recht zur  Magnetisirung  polarisirten  Wellen,  wie  sie  aus  (83)  für 
alle  möglichen  Werthe  von  g  gefunden  wird. 2) 

^).  Die  niagneto-optischen  Eigenschaften  von  Elsen,  Nickel, 
Kobalt.  Haben  wir  im  Vorigen  gesehen,  dass  bei  Metalldämpfen 
die  Vorstellung  der  Molecularstriime  nicht  zu  einer  befiicHÜgendeii 
Darstellung  di*r  Erscheinungen  führt,  so  muss  man  zur  Erkläruiii,^ 
(li'r  mngneto-optisclien  Eigenschaften  der  stark  niagneti>irharen 
Metalle  an  dieser  Vorstellung  festhalten.  Am  einfachsten  wird 
(lies  dadurch  bewies(*n,  dass  in  diesen  Metallen  die  magnetn-o|iti- 
sclien  Eftecte  proportional  zur  Magnetisirung  des  Metalls  sind.- 
(lahi'r  ancli  einen  endlichen  Grenzwei-th  (bei  Magnetisirung  d*-* 
Metalls  bis  zur  Sättigung)  erreichcMi,  aucli  wenn  das  ausser»'  Ma;:- 
nelfeld  W(?iter  gesteig<o-t  wird.  Die  Benutzung  des  Hallert'i'ct»'^ 
wiird(^  dagegen  ein^Mi  solchen  Grenzwertli  nicht  ergeben,^)  da  fCv 

1)  Coinj)t.  rend.  127,  S.  74s,  9U»,  1SÜ7. 

2)  V()i-:t  iWiod.  Ann.  \\\\  S.  2t)n,  ISO!))  erliält  die  von  Kgoroff  un-1 
( Jt»or<j:io w.skv  Ix'obiU'litct^'  Kisi-heinun^,  sowir  wcchhtdnde  InteuMtatsvrrluilt- 
nis.sc  Ix'ini  Zi'cniann-HHi'ct  durcli  di(t  Annalinic,  dass  die  Koibungst'Ot*nicifnt«'iw 
in  den  Aus<!;an^<i:lcicluingeu  (42)  d<T  S.  !>0()  von  der  Btärkc  des  Magnelfrldi* 
a])liäng<n  s(>nen  und  zwar  je  na<'li  der  liielitung  <ler  Schwingungen  in  vrr- 
seliirdener  Weise.  —  Für  diese  Annahme  fehlt  allerdings  zunächst  die  Mi'gHi'h- 
keit  einer  einfachen  und  j)lausi])ehi  ]>hysikalischen  Ilerleitung. 

,*))  Dies  ist  durch  Versuche  von  Kundt  (Wied.  Ann.  27,  S.  V.H,  lss»i)  und 
II.  K.  1.  G.  du  Bois  (Wied.  Ann.  :J0.  S.  25,  1800)  bewiesen. 

4i  Dies  sowie  verscliie<hne  (iestalt  der  Dispersionsgesctzo  würde  der  ein- 
zige Unterschied  zwisciien  beiden  Theorien  sein,  sonst  wären  sie  formal  iden- 
tisch, falls  mau  nach  der  HalleÜect-Ifypothese  nur  bis  auf  erste  Onluung  in 
den  magneto-optischen  Zu8atzgliedeni  entwickelt,  was  allemal  giiHt^ittot  ist,  da 
bei  Metallen  koine  schmaleu  AbsorptiouBliuicn  vorkommen. 
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iiiagneto-optischen  Effecte  proportional  zur  magnetischen  Induction 
im  Körper  sein  müssen,  d.  h.  proportional  zur  Dichte  der  gesanmiteii 
magnetischen  Kraftlinien.  Streng  genommen  kann  nun  allerdings 
der  Halleffect  auch  bei  vorhandenen  Molecularströmen  nie  ganz 
fehlen,')  indess  zeigen  die  Erscheinungen,  dass  bei  Eisen,  Nickel, 
Kobalt  der  Einfluss  der  Molecularströme  jedenfalls  bedeutend  den 
Einfluss  des  Halleffectes  überwiegt,  und  daher  wollen  wir  zur  Ein- 
fachheit die  Halleffect-Glieder  jetzt  gar  nicht  benutzen. 

a)  Durchgehendes  Licht.  Lassen  wir  ebene  Wellen  senk- 
recht durch  eine  dünne  Eisenschicht  fallen,  welche  normal  zu  ihrer 
Fläche  magnetisirt  ist,  so  gelten  die  Formeln  des  §  3,  S.  391.  Be- 
zeichnen wir  mit  n  und  x  Brechungsindex  und  Absorptionsindex 
des  unmagnetisirten  Metalls,  ferner  mit  n  und  x  di^  betreffenden 
Grössen  für  die  links-circularpolarisirte  Welle  im  magnetisirten 
Metall,  mit  n"  und  x"  für  die  rechts-circularpolarisirte  Welle,  so 
ist  nach  (28)  und  (29)  auf  S.  392,  393  bei  Entwickelung  bis  auf 
erste  Ordnung  in  v: 

p'c  =  n'  (1  —  ix)  =  Yb  (l  —  ^~)  , 

'    fc=  n\\  -  iTc')  =  y-B  (l  +  ~f^-)  ,  (86) 

n  (1  —  ix)  =  ^B, 
Bringt  man  v  in  die  Form 

v  =  a-^H,  (87) 

wobei  a  und  b  reell  sind,  so  wird 

n" —  n=    -  {a  +  bx) ,  n'x"  —  nx  =  -  -  {ax  —  b) .  (88) 

Die  letzte  Formel  besagt,  dass  rechts-  und  links-circularpola- 
risirtes  Licht  in  verschiedener  Weise  absorbirt  wird,  die  erste 
Formel  ergiebt,  falls  n'x"  und  nx  nur  wenig  von  einander  ver- 
schieden sind,  sodass  das  austretende  Licht  näherungsweise  linear- 
polarisirt  bleibt,  die  Drehung  6  der  Polarisationsebene  linear- 
polarisirten  Lichtes'^)  gemäss  Formel  (19')  auf  S.  374  zu: 


1)  Vgl.  die  Anm.  1  auf  S.  400. 

2)  Man  kann  von  derselben  nur  sprechen,  falls  w'V  und  nx  nur  wenig 
von  einander  verschieden  sind,  sodass  das  austretende  Licht  näherungsweise 
linearpolarisirt  bleibt. 
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(89)  <^  =  2ct('*"~"^')=2  5^n(a  +  6;c), 

wobei  lo  =  cT=  2jcct  gesetzt  ist. 

Die  Metallschichten  müssen  sehr  dünn  sein   (Bruchtheile  Yon 
Xo),  damit  sie  überhaupt  noch  durchsichtig  sind.    Trotzdem  werden 
merkliche  Drehungen  6  beobachtet,  z.B.  bei  «  =  0,332 Jlo  beträgt 
bei  Eisen,  welches  zur  Sättigung  magnetisirt  ist,  für  rothes  Licht 
(2o  =  0,00064  mm)  d  =  4,25<>.    Daraus  würde  für  eine  Eisen- 
schicht von   1  cm  Dicke  der  enorme  Betrag  d=2000öö* 
folgen!    Nach  diesen  Beobachtungen  und  der  Formel  (89)  f«>lgt 
daher  bei  rothem  Licht,  wenn  man  als  Längeneinheit  das  Centimet^r 
wählt,  für  Eisen,  das  bis  zur  Sättigung  magnetisirt  ist: 

(90)  n  (a  +  bx)  =  0,758  •  lO"  *. 

Das  Vorzeichen  von  a  +  bx  ist  positiv,  da  die  Drehung  6  im 
Sinne  der   paramagnetischen  Molecularströme  erfolgt  (cf.  S.  393^. 

Die  Abhängigkeit  der  Drehung  6  von  der  Periode  r  oder 
Wellenlänge  Xo  ergiebt  sich  aus  den  Formeln  (20),  (21)  der  S.  391. 
sowie  nacli  (87)  und  (89).  Auffallend  ist,  dass  ö  mit  abnehmenden 
Xo  abnimmt.')  Auf  Grund  der  Formel  (89)  wird  dies  Verhalt^'U 
laduroli  walirscheinlicli  gemacht,  das  «  und  nx  thatsäclilicli  mit 
abnelimendem  Xo  stark  abnehmen,  während  aus  (21)  folgt,  dass  </ 
und  h  ebenfalls  mit  abnehmendem  Xo  abnehmen,  wenn  imr  ein»' 
Gattung  Leitungsionen  besonders  wirksam  ist  für  den  magneto- 
optischen ICitect. 

b)  Keflectirtes  Licht  (Kerr'sches  Phänomen).  Um  die 
Eigens<*liaften  des  an  einem  Magnetspiegel  reflectirten  Lichtes  be- 
reelinrii  zu  kr>nnen,  müssen  die  Grenzbedingungen  an  der  Ober- 
fläehe  des  Spiegels  aufgestellt  werden.  Man  kann  dieselben  ans 
den  Differentialgleichungen  (18)  und  (J9)  (S.  390)  herleiten  aus  der 
Uebei'legung,  dass  die  Oberfläche  des  Spiegels  streng  genommen 
eine  sehr  dünne  inhomogeni;  Uebergangsschicht  ist,  in  welcher 
ebenfalls  (cf.  S.  :{91)  noch  jene  Differentialgleichungen  gelten. 

Wenn  die  Oberfläche  zur  i/vy-Ebene  genommen  wird,  so  ergiebt 
sich  dann  nach  dem  schon  obenS.  251  angewandten  Schlussverfiihren 
als  Grenzbedingungen: 

1)  Vgl.  darüber  die  Beobachtungen  von  Lob  ach,  Wied.  Ann.  39, 
S.  -M?,  1890. 


( 
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ü 


Stetigkeit  von: 

a,ß,X-^l{vyZ-v.Y),      Y-^l{p,X-V:cZ).      (91) 

Es  ergiebt  sich  auf  diesem  Wege^)  das  von  Kerr  entdeckte 
Phänomen, 2)  dass  die  Polarisationsebene  linearpolarisirt  einfallen- 
den Lichtes,  wenn  dieselbe  ursprünglich  in  oder  senkrecht  zur 
Einfallsebene  lag,  nach  der  Reflexion  um  einen  kleinen  Winkel  aus 
ihrer  Lage  herausgedreht  ist.  Dies  kann  nur  eine  besondere  Wir- 
kung der  Magnetisirung  sein,  da  ohne  dieselbe  aus  Symraetrie- 
gründen  ein  solches  Verhalten  unmöglich  wäre. 

10.  Die  Wirkungen  des  magnetischen  Feldes  der  Licht- 
strahlen. Im  Vorigen  haben  wir  gesehen,  dass  ein  äusseres  kräf- 
tiges Magnetfeld  eine  Aenderung  der  optischen  Eigenschaften  eines 
Körpers  hervorbringt.  Es  ist  nun  die  Frage,  ob  nicht  bei  genauer 
Beobachtung  auch  schon  bei  Fehlen  eines  äusseren  kräftigen  Magnet- 
feldes eine  Wirkung  des  magnetischen  Feldes  der  Liclitstrahlen 
zu  constatiren  ist. 

Wenn  man  zunächst  nur  dieHalleffect-Glieder  in  Ansatz  bringt, 
d.h.  etwa  vorhandene  Molecularströme  (rotirende  Ionen) 
nicht  voraussetzt,  so  hat  man  die  Gleichungen  zu  benutzen 
(cf.  oben  S.  400): 

47Vr  _  öy  __  ö^    ^._     1  ha_bY_öZ 

falls  0  =  1  +  1^--^,.  (95) 


1)  Diesen  Weg  habe  ich  durchgeführt  in  Wied.  Ann.  40,  S.  353,  1892. 
Die  dort  auftretende  magueto-optische  Constante  b,  die  dort  als  reell  voraus- 
gesetzt wurde,  ist  als  coniplex  anzunehmen,  weil  nach  der  hier  auf  S.  391  ge- 
gebenen Formel  (21)  v  coniplex  ist.  Dadurch  wird  die  Theorie  in  ihren  Resul- 
taten identisch  mit  der  von  Goldharamer  in  Wied.  Ann.  4ü,  S.  71,  1892 
gegebenen.  Die  Theorie  stellt  fast  alle,  zumTheil  recht  complicirten  Einzelheiten 
der  Beobachtungen  befriedigend  dar.  lieber  denEinflussvon  Oberflächenschichten 
auf  diese  Erscheinungen  vgl.  J.  Micheli,  Dissertation,  Leipzig,  1900;  Ann.  d. 
Phys.  1,  1900. 

2)  Kerr,  Phil.  Mag.  (5)  3,  S.  321,  1877;  5,  S.  161,  1878. 
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Die  GleicliUDg  (94)  ist  characteristisch  für  unser  Problem  Riese 
zeigt,  da  /;  und  C  annähernd  proportional  zu  Y  und  Z  sind,  dass 
die  Uifl'erentialgleichungen  des  elektromagnetischen  Feldes  nicht 
mehr  linear  in  den  Grössen  -X,  F,  Z,  a,  Äy  bleiben,  was  zur 
P^lge  hat,  dass  die  optischen  Eigenschaften  von  der  Inten- 
sität des  Lichtes  abhängen  müssten.  Ein  solche^j  Verhalteu 
ist  nun  bisher  nie  beobachtet  worden,  und  man  kann  auch  leicht 
taxiren,  dass  die  Zusatzglieder  in  (94),  welche  die  Abweichung  von 
der  bisher  benutzten  Gleichung 

43te^  =  -^  X 

darstellen ,  einen  zu  kleinen  Effect  haben  müssen ,  als  dass  er  be- 
obachtbar sein  könnte.  Es  handelt  sich  in  (94),  da  die  magnetische 
Kraft  a,  ß,  y  in  den  Lichtwellen  gleich  oder  wenigstens  von  der 
Grössenordnung  der  elektrischen  Kraft  X,  Y,  Z  ist,  um  Taxirung 

der  Grössen  ^  ^^ ,  ^  ^j,   d.  h.  es  handelt  sich  um  das  Ver- 

hältniss  der  Geschwindigkeit  der  Ionen  zu  der  Lichtge- 
schwindigkeit.   Nun  ist  näherungsweise  nach  (94): 


^     " dneß 


d.  h.  für 


X  =  A  '  sin  2jt  y  rp  —   ,  ) 


wird 

1  ö^        2u 


Nun   ist   aber   die  Eigenschwingungsdauer  T»  des  Ions  nach 
8.  400  in  fol^render  Weise  bestimmt:    Es  ist 


-■ = © 


=  h  =  ,    , ,    d.  n. 


(97)  *-  =  '".«.  . 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (üG)  ein,  so  wird  der  gi'össte  Werth,  A^w 

1   hB 

^.  j^y  im  Laufe  der  Zeit  annehmen  kann: 

1  ög  _     T,'^         c 

h  0/  ~  2n  TS  '  mc  ^*  * 
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Setzt  man  nun  hierin  6  =  1  —  T  ^jt2^  was  bei  durchsichtigen  Körpern 
gestattet  ist,  falls  nicht  T  nahezu  gleich  To  ist,  so  folgt: 

e:mc  ist  bei  Natriunidampf  gleich  1,6-10    (cf  S.  410).    Diese 
Grössenordnung  wollen  wir  hierfür  festhalten.    Ferner  ist  beim 

sichtbaren  Licht  etwa  T=2•10''^^    Daher  schreibt  sich  (98): 

Man  muss  nun  vor  Allem  Ä  taxiren  können,  d.  h.  die  Feldstärke 
in  einem  intensiven  Lichtstrahl.  Die  Sonne  sendet  pro  Secunde 
etwa   124  Kilogranmimeter  Energie  in  ein  Quadi'atmeter ,   d.    h. 

1,22  •  10  absolute  Einheiten  (erg)  in  die  Flächeneinheit  (cm 2). 
Nach  der  oben  S.  253  abgeleiteten  Formel  (25)  berechnet  sich  aber  ^) 
für  ebene  Wellen  natürlichen  Lichtes  der  Amplitude  A  der  Energie- 
fluss  dE  pro  Zeiteinheit  (l  sec)  und  Flächeneinheit  (1  cm^)  in  Luft 
(oder  Vacuum): 

dE  (in  1  sec  auf  1  cm^)  =  -^  A^ .  (100) 

Daraus  berechnet  sich,  wenn  man  die  halbe  Energie  der  Sonnen- 
strahlung dem  sichtbaren  Lichte  zuschreibt,*^)  für  Sonnenlicht  die 
maximale  elektrische  Feldstärke: 

^  =  l/^"^.  0,61.10''=  1,6.10"  '  =  0,016.3)  (101) 


1)  Unabhängig  von  dieser  Poynting' sehen  Formel  kann  man  das  Resul- 
tat (100)  so  ableiten:  Durch  1  cm^  muss  in  der  Zeiteinheit  diejenige  elektro- 
magnetische Energie  hindurchtreten,  welche  enthalten  ist  in  einem  Räume  von 
Tom',  wo  V  die  Lichtgeschwindigkeit  ist.  In  Luft  (Vacuum)  ist  V=  c  zu 
setzen.  Femer  ist  nach  8.  252  die  elektromagnetische  Energie  der  Volumeneiu- 
heit  Luft  bei  natürlichem  Licht  gleich  yP  ;  In,  daher  ist  dE  =^  c  .  A"^ :  4n, 

2)  In  Wirklichkeit  ist  dies  Verhältniss  sogar  nur  Va- 

3)  Den  gleichen  Werth  hat  die  maximale  magnetische  Feldstärke.  Diese 
würde  daher  etwa  der  12.  Theil  der  Horizontal-Intensität  des  Erdmagnetismus 
in  Deutschland  sein. 

Drade,  Lehrbuch  d.  Optik.  27 
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Folglich  wird  bei  intensiver  (Sonnen-) Beleuchtung: 

(102)  c-2=8-i«""-rÄ,»- 

Dieser  Ausdruck  ist  also  immer  sehr  klein,  falls  nicht  T  nn- 
niittelbar  dem  71,  benachbart  ist  Aber  selbst  wenn  z.B.  T:  To  =60:59 
wäre  (Natriumdampf  belichtet  mit  der  Wellenlänge  X  =  0,0006  mm), 
so  würde  To- :  T^  —  To^  =  30  sein,  und  trotzdem  wäre  der  Werth 
von  (102)  sehr  klein. 

Wenn  man  nun  nach  dem  Ansatz  (94)  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit ebener  Wellen  berechnet,  so  ist  dieselbe,  wie  leicht 
zu  ersehen  ist,   erst  in  zweiter  Ordnung  von   den   magnetischen 

Zusatzgliedern  abhängig,  d.  h.  es  würde  sich  um  Aenderungen  der 

—  so 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  V  des  Lichtes  imBetrage  von  10  .  V 
handeln,  wenn  man  die  Intensität  der  Beleuchtung  steigert  bis 
zur  Beleuchtung  mit  Sonnenlicht.  Wir  können  daher  schliessen, 
dass  ein  beobachtbarer  magneto-optischer  Effect  des 
Magnetfeldes  der  Lichtstrahlen  selbst  nicht  besteht  Es 
könnte  höclistens  der  Fall  in  Frage  kommen,  dass  die  Periode  des 
einfallenden  Lichtes  fast  vollständig  zusammenfällt  mit  einer  Eigen- 
scliwiiigungsperiode  (Natriumdampf  belichtet  mit  Natriumlieht).  Die 
dann  eintretende  Absorption  wird  aber  eine  genaue  Prüfung,  '»b 
in  diesem  Falle  der  Brechungsindex  von  der  Intensität  der  Be- 
leuclitung  abhängt,  nicht  zulassen. 

Setzen  wir  jetzt  Molecularströme  (rotirende  Ionen' 
voraus,  so  sind  die  Formeln  (3),  (4),  (5)  der  S.  389 u.  ft*.  zu  benutzen. 
Wenn  nur  eine  Gattung  rotirender  Ionen  zu  berücksichtigen  wäre, 
so  wäre  nach  S.  394,  Formel  (31).  die  Kraftliniendicht^^  der  Mole- 
cuhirströme:  /i  =  (//  —  l)  /  zu  setzen,  wo  fi  die  Magnetisirungs- 
constante  des  K(')rpers  ist.  Es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  die 
Magn»*tisining  des  Körpers  momentan  den  schnellen  Wechseln  von 
7  folgten  kann.  Sollte  dies  nicht  der  Fall  sein,  so  müsste  fi  kleiner 
angenommen  werden,  als  es  bei  constantem  Magnetfeld  beobachtest 
wird.  1  )ahei'  werden  z.  B.  die  Formeln  (3)  und  (4)  die  Gestalt  be- 
sitzen: 

*1^^3^  c  ht  l«  +  (/^  -  ^^y  ^r.  +  '")--- ü-  hj  ' 

Nun  ist  ^^  von  ders<4ben  Grössenordnung,  wie      -<*    (im    Va- 
cuum  sind  beide  Grö.ssen  gleich).     Daher   sind  auch   in   (103)   die 


Magnetisch-active  Körper.  4t9 

niagneto-optischeii  Zusatzglieder,  selbst  wenn  (i  —  1,  wie  beim  Eisen, 
den  Wertli  1000  besitzen  sollte,  sehr  klein,  nämlich  (bei  Eisen) 

von  der Grössenordnung  1000-  lO"    =10~',  sodass  ein  magneto- 

•^ptischer  Effect  durch  das  Magnetfeld  der  Lichtstrahlen 

Selbst  nicht  einmal  bei  Eisen  zu  beobachten  sein  wird, 

^nch  wenn  die  Magnetisirung  des  Eisens  den  schnellen 

Wechseln   des  Magnetfeldes   der  Lichtwellen  momentan 

önd  voll  folgen  könnte.    Dies  erklärt  auch,  weshalb  in  einem 

^'«instanten  Magnetfelde  die  Wirkung  der  Molecularströme  sich  in 

^iner  von    1  verschiedenen    Magnetisirungsconstante   bemerklich 

flacht,    während   trotzdem  für  Lichtschwingungen  jeder 

Körper  sich  so  verhält,   als  ob  seine  Magnetisirungscon- 

^^tante  gleich  1  wäre.  Dies, liegt  aber  nicht  etwa  an  einer 

-Art  Trägheit  der  Magnetisirung,   denn  unsere  Schlüsse  sind 

Unabhängig  davon  gezogen. 


Kapitel  Till. 

Bewegte  Korper, 

1.  Allgemeine  Grundlage.  Wir  haben  im  Vorigen  die  optischen 
Eigenschaften  der  Körper  durch  bewegliche  lonenladungen  erklärt. 
Die  Kiirper  im  Ganzen  waren  dabei  aber  als  ruhend  gedacht. 
Durch  Bewegung  der  ganzen  Kca-per  entstehen  nun  Modificationen 
ihr^r  optischen  Eigenschaften.  Um  eine  Theorie  hierfür  gewinnen 
zu  können,  müssen  wir  eine  Hypothese  darüber  machen,  ob  durch 
die  Bewegung  des  Körpers  nur  die  lonenladungen  desselben  er- 
griffen werden,  oder  ob  auch  der  zwischen  ihnen  lagernde  Aether 
ganz  oder  theilweise  mit  bewegt  wird.  Wir  machen  nun  die 
Hypothese,  dass  der  Aether  stets  vollständig  in  Ruhe 
bleibt    Auf  dieser  Grundlage  hat  H.  A.  Loren tz')   eine  sehr 

1)  H.A.  Loren  tz,  Versuch  einer  Theorie  der  elektrischen  und  optischen 
Erscheinungen  in  bewegten  Körpern.    Leiden,  1895. 
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vollständige  und  elegante  Theorie  entwickelt,  welche  der  hier  ge- 
gebenen Darstellung  im  Wesentlichen  zu  Grunde  liegt  Die  Vor- 
stellung des  absolut  ruhenden  Aethers  ist  an  sich  schon  die  ein- 
fachste und  natürlichste,  wenn  man  nämlich  unter  dem  Aether 
nicht  eine  Substanz,  sondern  lediglich  den  mit  gewissen  physi- 
kalischen Eigenschaften  ausgestatteten  Raum  versteht  Anderer- 
seits bietet  die  Erklärung  der  Aberration  unüberwindliche  Schwie- 
rigkeiten, falls  mau  den  Aether  nicht  als  ruhend  annimmt  Wie 
Lorentz  gezeigt  hat,  steht  die  Theorie  des  ruhenden  Aethers  im 
Wesentlichen  mit  allen  hier  einschlägigen  Beobachtungen  im  Ein- 
klang.   Es  wird  davon  noch  weiter  unten  die  Rede  sein. 

2.  Die  Differentialgleichungen  des  elektromagnetischen 
Feldes  in  Bezug  auf  ein  festes  Coordlnatensystem.  Wir  gehen 
aus  von  den  stets  gültigen  Grundgleichungen  (7)  und  (11)  der 
S.  245  bezw.  247  der  Maxwell'schen  Theorie: 

(1)  f^;_-ö^_V    etc     ^.=^^-^    etc 

y^\v  hatten  früher  gesehen  [S.  354,  Formel  (7)],  dass,  falls^nur  eine 
Gattung  von  Ionen  vorhanden  ist,  deren  Lädung  e  beträgt  nnd 
von  dunen  9?  Ionen  in  der  Volumeinheit  vorhanden  ist,  die  Conipo- 
ncnten  der  elektrischen  Stromdichte  sich  bestimmen  aus: 

Hit'iin  bedeutet  g  die  .r-Componente  der  Verschiebung  der  lontMi 
i(*lativ  zn  ihrer  Ruhelage  im  Körper.  Wird  demselben  eine  con- 
stante  Geschwindigkeit  r  ertlieilt,  deren  (/Omponenten  tv,  ry,  vx  sind, 
so  niuss  obij^e  Gleicliung  verallgenieineii:  werden  in: 

4jr  jx  =  *^^^   -\-  4jt  e  3i  ^j^  +  4jt  e3l  Vx, 
12)  '/Jr y„  --  ^^   +  4jt  €  9f  'In  +  4jt  e  31  Vy , 

-/.7./;  --  ^^  +  4jr  r  31  J  +  4jte3lv,. 


Hier  sind  absichtlich  die  IJifferentiahiuotienten  nach  ^  in  zwei 


FoinKMi   geschrieben,   als   \   und  \..    Ersteres  bedeutet,   dass  dit 
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Aendening  einer  Grösse  an  einer  bestimmten  Stelle  des  Raumes 
ini  Laufe  der  Zeit  betrachtet  werden  soll,  letzteres  dagegen,  dass 
die  Aendening  einer  Grösse  an  einer  bestimmten  Stelle  des 
förpers  im  Laufe  der  Zeit  betrachtet  werden  soll.  Hat  der 
Körper  daher  die  Geschwindigkeitscomponenten  vj,  Vy,  vx,  so  rückt 
nach  dem  Zeitelement  dt  bei  der  Bildung  des  Diflferentialquotien- 
ten  (ijdt  der  betrachtete  Punkt  um  die  Coordinaten  vx  dt,  vy  dt,  vx  dt 
fort    Durch  diese  Ortsveränderung  ändert  sich  aber  die  zu  diffe- 

rencirende  Grösse  um  vxdt  .  ,  vydt^  ,  Vxdt .  ,  falls  sich  x,  y,  z 

auf  ein  festes  Coordinatensystem  beziehen,  sodass  schliesslich  die 
Kelation  besteht 

In  den  Gleichungen  (2)  müssen  nun  thatsächlich  die  ^  etc.  auf- 
treten, weil  die  ganze  Geschwindigkeit  der  Ionen  sich  zusammen- 
-^etzt  aus  der  Translation  des  Körpers  (vx)  und  der  relativen  Ge- 
"^chwindigkeit  zum  Körper.  Letztere  wird  aber  durch  rf|/ctt  aus- 
gedrückt, nicht  durch  H]bt. 

Für  die  Componenten  der  magnetischen  Stromdichte  bleiben 
die  früheren  Gleichungen  (13)  der  S.  248  bestehen: 

4jt  sx  =  ^" ,    4jt  sy  '^  ^^ ,    4jt  s,  =  ^ ,  (4) 

^H  wir  absehen  wollen  von  der  Einwirkung  eines  äusseren,  kräftigen 
Magnetfeldes  und  nach  S.  419  für  alle  Körper  die  Magnetisirungs- 
^ahl  fi  gleich  1  zu  setzen  ist  bei  optischen  Erscheinungen. 

Wenn  der  Körper  keine  Translationsgeschwindigkeit  besitzt, 

^1.  h.  wenn  vx  =  ry  =  vx  =  0  sind,  so  war  die  Bewegungsgleichung 

^ines  Ions  nach  S.  353: 

Durch  die  Bewegung  des  Körpers  soll  nun,  wie  wir  annehmen 
wollen,  der  Einfluss  des  Körpers  auf  das  Ion  ungeändert  bleiben. 
Trotzdem  erfahrt  aber  obige  Differentialgleichung  eine  Aenderung, 
weil  durch  die  Bewegung  des  Körpers  die  Ionen  gemeinsam  bewegt 
werden   und  bewegte  Ionen  äquivalent  mit  elektrischen  Strömen 
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sind,  deren  Coniponenten  proportional  zu  evx,  ci>,  evx  sind;  auf 
diese  Ströme  wirkt  die  magnetische  Ki*aft  a,  ft  7.  Die  Bewegangs- 
gleichung  eines  Ions  wird  daher  ^)  (vgl.  die  analogen  Entwickelungtn 
der  S.  399): 

(5)  m2  +  rc^§  +  4^'^§  =  eX+  livyy-v.ß). 

Auch  hier  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  «'/ä  auftreten,  nicht  die 
^ihtj  da  es  sich  in  (5)  um  die  relative  Bewegung  der  Ionen  zum 
Körper  handelt. 

Für  periodische  Zustandsänderungen  von  X  oder  §  kann  man 
setzen 

T  ist  dann  gleich  der  Periode  T'  dividiert  durch  2x.  Jedoch  i>t 
zu  bemerken,  dass  diese  Periode  7^  die  relative  Schwingung:^- 
dauer  in  Bezug  auf  den  bewegten  Körper  ist,  und  nicht  die  ab- 
solute Schwingungsdauer  T  in  Bezug  auf  ein  festes  Coordi- 
natensystem.  Beide  Schwingungsdauern  T"  und  T  sind  wohl  zn 
unterscheiden,  es  ist  z.  B.  7^  >  T,  falls  der  Körper  sich  in  Richtung 
der  Fortpflaiizuiig  des  Lichtes  verschiebt.  Betrachten  wir  ebeiu* 
Wellen,  bei  denen  alle  Crrössen  proportional  zu 


'  (t—  P\^  +  P2y  +  Pz^\ 


sind,  w()b(*i  sich  r,  //,  z  auf  ein  festes  Coordinatensystem  beziehen,  >«• 
ist  r  =  T:2jt  proportional  zur  absoluten  Periode  T, 
Nach  (3)  und  (())  besteht  nun  die  Relation: 


1)  Aus  (Ion  auf  S.  41s  (.entwickelten  Gründen  sind  auf  der  rechten  Jx'itc 

*'  (Ifj 
von  i4)  di(;  Glieder  '     . '  etc.  nicht  hinorcschriehen.    Diese  geben  viel  zu  kliim 

r    (if  ^' 

Kllecte.  \W\  der  Erdbt^wegung  ist  r  :  c  =--  1(>~*,  ist  also  von  ganz  andenT 
(irössenordnuncr,  als  'i'i/dt :  r.  —  Auch  })ei  dem  unten  behandelten  FizeauVhen 
Kxperinient  mit  dem  strr»menden  Wasser,  hei  welchem  r  :  r  kleinere  Betrii;?? 
besitzt,  k(mnnen  trotzdem  nur  die  von  r  abhänpjren  Glieder  allein  zur  Geltunp, 
da  nur  sie  einen  Einfluss  erster  Ordnung  der  lonengeschwindigkeit  auf  die 
optischen  Eigenschaften  ergeben,  während  dies  die  lonengeschwindigkciton 
'^<ldt  etc.  nicht  thun  (vgl.  oben  S.  418). 
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d.  li.  wenn  die  Geschwindigkeit  v  klein  gegen  m  ist,  so  gilt 

T  =  T  =  ^  +  ^T =  ^  +  c-  ^  (^^ 

wobei  unter  vn  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  in  Richtung  der 
Wellennorniale  verstanden  ist 

Die  Bewegungsgleichung  (5)  ergiebt  unter  Benutzung  der 
schon  früher  (S.  355)  eingeführten  Abkürzungen: 

^  =  4n^    ^  =  4n72^  (8) 

In  den  Gleichungen  (2)  hat  e3l  die  Bedeutung  der  Ladung, 
welche  in  der  Voluraeneinheit  vorhanden  ist. 

Setzt  mau  hierfür  (cf.  Gl.  (20)  S.  250),  (die  Dielektricitäts- 
constante  e  des  Aethers  ist  gleich  1  gesetzt), 

so  werden  die  Gleichungen  (2): 


^""J-^  ht   +  *Höx  +  öy  +  öij 


'24-*  «/f'  —  */t'«  dt 

Sind  mehrere  Molecülgattungen  vorhanden,  so  ist  der  Factor 
des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  zu  schreiben,  wenn  man  i  (^jt 
vernachlässigt,  d.  h.  wenn  der  Körper  nicht  merklich  absorbiili: 

21-T-^     ./-  =  w'-l-  (12) 

Hierin  bedeutet  ii^  das  Quadrat  des  optischen  Brechungs- 
index des  ruhenden  Körpers  für  die  Periode  f  =  2jcr.  Die 
Relation  (12)  besteht  auf  Grund  der  Dispersionstheorie  [S.  357, 
Formel  (18)].  —  Ersetzt  man  nun  noch  in  (11)  den  Differential- 
quotienten djdt  in  Rücksicht  auf  (3)  durch  ^lu ,  und  setzt  den  so 
erhaltenen  Werth  für  4jtjx  in  (1)  ein,  so  hat  man  eine  Diffe- 
rentialgleichung für  den  bewegten  Körper  unter  Benutzung  eines 
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ruhenden  Coordinatensystenis.  Dieselbe  wird  erheblich  einfackr, 
wenn  man  nur  Glieder  erster  Ordnung  in  v  berücksichtigt,  was 
durchaus  gestattet  ist,  da  selbst  wenn  man  die  (Geschwindigkeit 
der  Erde  im  Weltraum  in  Betracht  zieht,  v  sehr  klein  gegen  die 
Lichtgeschwindigkeit  ist.  Man  kann  dann  in  den  mit  v  mnltipli- 
cirten  Gliedern  von  (11)  djdt  ersetzen  durch  ^/d/,  femer  kann  man 
den  zweiten  Term  in  (11),  der  mit  vx  multiplicirt  ist,  in  homo- 
genen Körpern  vernachlässigen,  da  näherungsweise,  d.  Il  für 
V  =  0,  in  homogenen  Körpern  bei  periodischen  Zustandsänderungen 
die  Relation 

(13)  öx  +  öy  +  h.-^ 
besteht  (cf.  oben  S.  254).    Dadurch  wird  (11)  zu: 

(14)  4jtj,==n^  ^^  +(n'-i)^r,^  +  vy^  +  t »  ^^ 
Nun  ist  aber  nach  (1)  und  (4) 

/  ^y  ^  öX  __  hY       1  bß  ^  hZ  __  hX 
c   bt         by         bx '      e   it         bx        bx  ' 

daher  lässt  sich  'Jjtjj-  in  der  Form  schreiben: 

■ijrp  =  ;.2  ^^  +  (n-  -  7)  [2  [tr  ^^   +  Vy  ^^^   -i-  rv  ^^  ) 

Unter  Kiuksicht  auf  (1)  und  (4)  erhält  man  daher  für  einen  be- 
wcf^ten,  liomo^enen,  isotropen  Körper  die  für  ein  festes 
Koordinate  n  syst  e  m  giltigen  Difterentialgleichungen : 

n-^  bX  ^n'^  -!(.,{      bX.        bX  .        bX\        d   .     „  ,        „  ,       ..  \ 
.    bf   +       r       y-'V'bx  +''ny  -^''^bx  j-ö^O>A  +  ivl  +  r;/l| 

__  by  __  bft 
~    bi/        d* ' 

_  ba        by 
^'  bx~  bx' 

;/2    0/  ;;2    -     7/  /  bZ       .  bZ,  bZ\  b      .  „     ,  ,,      ,  „,1 

c    bt+      c       V  V^  b.r  +  '-^  by  +  '^  bx.  )  -  bx  (^'-^  +  ^V  >  +  ''^'^^1 

-_  Ö/9  _  ba 
~  bx        by* 
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Iba  ^bY  _bZ      Ibß^bZ^bX      lby^bX__by        .   .». 
c   bt         bx         by  ■     c   bt         bx        bx  ^    c   bt         bi/         hx         ^       * 

Ditterencirt  man  die  Gleichungen  (15)  bezw.  nach  x,  y,  i  und 
addirt  sie,  so  entsteht,  falls  man  zur  Abkürzung  setzt 

öx      öy      ^^  ^jp, 

hx         by   "^  bx 
«2  bF    .n^-l  i^(     bF    ,        bF    .        bF\  ._. 

—  {vx/iX  +  VyAY+  VxAZ)  }  =  0 . 

In  den  mit  vx  etc.  multiplicirten  Gliedern  kann  man  die  Näherungs- 
werthe  benutzen: 

.^       n2  b^X       .^       n2  b^Y        .^       n^  b^Z  ._, 

^^  =  c2    bt^  '     ^ ^=  ^   bö  '    ^^  =  .2  "Ö<T  •  (17) 

Daher  ergiebt  (16): 

^  bX     ,     bY     .     bZ  n2  —  i    Ö     /       ,r    ,  xr    I  v\  /4n\ 

^=bx+  by   +bx=      c2  -    bt  (^-^  +  ^^'^+  ^'^^)  •        (^8) 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  in  dem  bewegten  Körper 
die  elektrische  Kraft  sich  nicht  mehr  in  ebenen  Trans- 
versalwellen fortpflanzen  kann,  da  F  von  Null  verschieden 
ist  Dagegen  kann  sich  die  magnetische  Kraft  in  ebenen 
Transversalwellen  fortpflanzen,  da  nach  (15')  die  Beziehung 
besteht: 

lit  +  Z +'£)='■  (19) 

Man  kann  nun  auch  leicht  die  Diiferentialgleichungen  (15) 
und  (15')  in  solche  transformiren,  welche  nur  je  eine  der  Grössen 
X,  y,  Z,  flf,  ß,  y  enthalten.  Differencirt  man  z.  B.  die  erste  Glei- 
chung (15)  nach  t  und  setzt  für  ^^  und  ^-  ihre  Werthe  nach  (15') 
ein,  so  erhält  man: 

^^^-^  bx\bx  +öy   +W* 
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In  Rücksicht  auf  (18)  wird  dies  zu: 

Für  die  T,  Z,  a,  ft  7  bestehen  Differentialgleichungen  von  genau 
derselben  Fonn. 

3.  Die  Licbtgeschwindigkeit  im  bewegten  Korper.    Die 

letzte  Gleichung  erlaubt  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  ebener 
Wellen  im  bewegten  Körper  in  einfacher  Weise  zu  berechnen. 
Setzen  wir 


(21) 

so  wird  nach  (20): 

^2  f'2  (ff  {£|3  ' 

oder 

wobei  i„  di«^  Traiislationsgeschwiiidigkeit  der  Körpers  nacli  tVr 
Riclitniifr  der  positiven  W'elleiiuornialen  bedeutet.  Für  ei*ste  Ord- 
nung in  (;„  wird  daher 

d.  h. 

Ersetzt  mau  auf  der  rechten  Seite  in  deui  mit  vn  behafteten  Gliede  m 
durch  seinen  Nälierungswerth  «•,'>!,  so  wird 

Diese  (il(M*<-lnin^^  besa^rt,  dass  die  B(*wegung  des  Körpers 
denseUx'ii  Effect  auf  die  Lichtj^eschwindigkeit  hat,  als 
ob  der  Körper  dem  Aetlier  einen  gewissen  Bruchtheil  (den 

2  -  ten    Th(^il)    seiner    Translationsgeschwindigkeit   er- 

theilte. 
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Dieses  Resultat  ist  schon  von  Fresnel  aus  einem  von  Fizeau 
augestellten  Experimente  gezogen  worden,  in  welchem  die  Licht- 
geschwindigkeit in  strömendem  Wasser  gemessen  wurde.  Indess 
ist  diese  Interpretation  der  Gleichung  (23)  doch  nicht  ganz  streng, 
denn  der  Einfluss  der  Bewegung  des  Körpers  steckt  nicht  nul*  im 
zweiten  Gliede  der  rechten  Seite  von  (23),  sondern  auch  schon  im 
ersten.  Es  bezeichnet  nämlich  nach  S.  423  n  nicht  den  Brechungs- 
index des  Körpers  für  die  absolute  Periode  T,  sondern  für  die 
relative  Periode  T\    Dabei  ist  nach  (7) 

r=T(l  +  5).  (24) 

Nennt  man  daher  v  den  Brechungsindex  des  ruhenden  Körpers  für 
die  absolute  Periode  7,  so  ist 

Ol  CO  OA       w  ' 

wenn  X=^cT  die  Wellenlänge  des  Lichtes  im  Vacuum  bedeutet. 
Daher  wird  nach  (23): 

oder,  da  man  in  den  mit  vn  behafteten  Gliedern  die  Näherungs- 
werthe  n  =  i;,   co  =  cjv  einführen  kann : 

a,  =  --+t^n(-^,     -,öj-  (25) 

^;v  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  V  des  Lichtes  für  Wellen 
der  absoluten  Periode  T  im  ruhenden  Körper;  der  mit  vn  multi- 
plicirte  Term  in  (25)  ergiebt  daher  die  Aenderung  dieser  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit durch  die  Bewegung  des  Körpers.  Diese 

ist  gi'össer,  als  nach  der  FresneT sehen  Annahme,  da  J  bei  nor- 
maler Dispersion  negativ  ist.  Die  Differenz  gegenüber  der  Fres- 
nel'sehen  Annahme  ist  indess  so  gering,  dass  sie  noch  innerhalb 
der  Beobachtungsfehler  des  Experimentes  fällt. 

Das  Experiment  wurde  zuerst  von  Fizeau^)  angestellt  und 

1)  Ck)mpt.  Rend.  33,  S.  349,  ISol.   —   Pogrg.  Ann.    Ergbd.  3,  S.  457.  — 
Ann.  d.  chün.  et  de  phys.  (3)  57,  S.  385,  1859. 


I 
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später  von  Michelson  und  M o r l e y *)  wiederholt  Es  strömte  daki 
das  Wasser  in  zwei  parallelen  Röhren  mit  entgegengesetzter  Ge- 
schwindigkeit, die  Lichtgeschwindigkeit  in  ihnen  wurde  mit  Hülfe 
einer  Interferenzmethode  gegenseitig  verglichen.  Der  Mitfuhrungs- 
coefficient,  d.  h.  der  Factor  des  mit  vn  multiplicirten  Gliedes  in 
dem  Werthe  von  m  bestimmte  sich  experimentell  zu  0,434  +  0,02^ 
während  die  Formel  (25)  für  Wasser  und  die  Frauenhofer'sche 
Linie  B  ergiebt  0,451.  Der  FresneFsche  Mitführungscoefflcient 
^2  —  1  :  i;2  ergiebt  0,438. 

4.  Die  Differentialgleichungen  und  Orenzbedingungen  des 
elektromagnetischen  Feldes  in  Bezug  auf  ein  bewegliches  Co- 
ordinatensystem,  welches  mit  dem  bewegten  KOrper  fest  Ter- 
bunden  ist.  Nennt  man  x,  y\  x  die  relativen  Coordinaten  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  den  bewegten  Körper,  so  ist 

(26)  X  =  a;'  +  Vjc  •  / ,   2/  =  «/'  +  Vy  •  < ,   x  =  x  +  Vx-  t. 

Die  partielle  Differentiation  nach  a;,  y,  x  können  wir  daher,  da 
vxj  tv,  vx  nicht  von  ;c,  ?/,  x  abhängen,  ersetzen  durch  partielle  Diffe- 
rentiation nach  /,  7/',  /,  d.  h.  wir  können  in  den  Gleichungen  der 
vorigen  Paragraphen  die  Differentialquotienten  nach  rr,  y,  x  auch 
auffassen  als  solche,  die  nach  den  relativen  Coordinaten  x',  //,  ^' 
zu  nehmen  sind.  Dies  wollen  wir  im  Folgenden  thun,  und  uiikr 
a-,  ?/,  '.  jetzt  einfach  die  relativen  Coordinaten  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  des  bewegten  Körpers  verstehen.  —  An  Stelle  der  Difl'e- 
rentinhiuotienten  ^^lU  etc.  sind  aber  die  dX  ^jn  et^*.  einzuführen,  da 
wir  liier  die  Abliängigkeit  des  A'  nach  der  Zeit  untersuchen  wollen, 
wobei  sich  A  beziehen  soll  auf  einen  relativ  zum  bewegten  Körper 
festen  Punkt.  Der  Uebeigang  wird  durch  die  Relation  (3)  der 
8.  421  vermittelt,  sodass  z.  B.  entsteht 

(27) 

Setzt  man  dies  in  die  tTleicliungen  (2)  ein  und  berücksiclitijrt 
(9),  (10)  und  (12),  so  wird  (bei  beliebig  viel  lonengattungen): 

.   _  dX  hX  öX  bX 

■Mn---1)^,^  (A    :      •       ^.  )  +  '-U   +by+bj' 

1)  Americ.  Journ.  of  Scieuce  (S)  31,  ö.  377,  1880. 


bX        fix 

bX 

bX             bX 

0/             flf 

AV     X        -  - 

bx 

'^  bi        ^'  b^ 
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Die  Gleichungen  (1),  (3),  (4)  und  (28)  ergeben  daher,  wenn 
man  auf  (19)  Rücksicht  nimmt': 

eät+    c^-  dt(''yr-^-^  =  ^y{r+  '    ,      ) 

~  öS  IP  +  e )  ' 

n^dY.n^-ld,  ,  ö    /-       ,     fxY-'>y^\ 

hxV  ^  e  )' 

1  dy  _   6    fv.^yy-''xß\         ö    /'vi''*'''"  "^  ^'^ 


DieseGleichungen  gelten  auch  für  inhomogene  (isotrope) 
Körper,  da  die  Näherungsrelation  (13),  welche  für  inhomogene 
Körper  nicht  gilt,  nicht  benutzt  ist,  sondern  alle  herangezogenen 
Gleichungen  auch  für  inhomogene  Körper  gelten.  Wir  gewinnen 
daher  aus  (29)  sofort  nach  den  oben  auf  S.  251  angestellten  Ueber- 
legungen  die  Grenzbedingungen  beim  Uebergang  über  die  Grenze 
zwischen  zwei  verschiedenen  Körpern  oder  zwischen  einem  Körper 
und  dem  Vacuum  in  der  Form,  falls  die  Grenze  senki-echt  zur 
Z'Axe  liegt: 


v^  y  —  r^ß                    i'    a  —  Vj.y 
a  +  ~ ''      ,    ß  +    -^ -^  , 


►  stetig  an  der  Grenze.  (30) 


Hieraus  und  aus  (29)  ergeben  sich  die  dadurch  mit  bedingten 
Grenzgleichungen : 

„2  7 

^•2  z  -\ ^—  (vt  ß  —  vy  a)y  7  stetig  an  der  Grenze.       (30') 
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Da  man  in  (30)  in  den  mit  vj-,  vy,  vx  multiplicirten  Gliedern 
die  Näherungswerthe  einführen  kann,  wie  sie  för  t?x  =  f?y  =  f?x = ü 
eintreten,  so  kann  man  die  Grenzbedingungen  auch  in  der  Fom 
schreiben: 

(30")       X,  y,  «  —  •"-  ,   /9  +   -/  stetig  an  der  Grenze. 

Für  einen  homogenen  Körper  kann  man  leicht  Differential- 
gleichungen aufstellen,  welche  nur  je  eine  der  Grössen  X,y,Z,a.Ä7 
enthalten.  Aus  (27)  folgt  nämlich,  wenn  man  bis  auf  erste  Ordnung: 
in  vr^  v,f,  Vx  geht: 

Ö2X       d^X       ^  d  f     bX  ,       hX  ,        bX\ 

0/2  =  -dt2  -  ^  dt  V^  bx  +  ""y  by  +  '^^^  "(kj  ' 

daher  wandelt  sich  (20)  um  in: 

.,,,.  w2  ^^2X        2   d  (      bX  ,         bX   ,        bX\         .^, 

Gleichungen  derselben  Form  bestehen  für  1',  Z,  a,  /^,  /.  Di»' 
früheren  Gleichungen  (18)  und  (19)  gelten  auch  hier,  d.h.  die  elek- 
trische Kraft  pflanzt  sich  nicht  in  transversalen  Wellen  foi-t,  ab^r 
wohl  die  inagnetische  Kraft.. 

Setzen  wir 

i    /^  _  px   x-^r  p2  y  -f  p:i'x\ 
X  =  A  .  c  "^  ^  «*'  ^, 

wo  y^i'-^  +  yv.j'- +  ;a/- ^-^  1  sein  soll,  so  bedeuten  p\\p^l,p^^  ^^'^ 
Richtun^scosinus  der  WoIUmi normale,  m  die  Lichtgeschwindigkeit 
in  Bezug  juif  das  bewegte  (Koordinatensystem.  —  Aus  (31)  folgt  dann 


oder 


Schreibt  man   auf  der   rechten  Seite  für  w   den  Nälierunjrs- 
werth  CO  ^=  r  :  )i ,  so  entstellt: 

(•»^)  (r)    —-—■--  - 
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5.  Die  Sichtung  des  Lichtstrahls,  ermittelt  nach  dem 
Huygens'schen  Prlnclp.  Die  Geschwindigkeit  co'  der  Wellen- 
normalen  hängt  von  der  Richtung  ;>,',  ^2»  Pa'  derselben  ab.  Um  die 
zu  p^'yp'iiP^  zugehörige  Strahlrichtung  p,,  p2>  Ps  zu  finden,  können 
wir,  wie  es  oben  S.  306  bei  den  Krystallen  geschehen  ist,  nach 
dem  Huygens'schen  Princip  den  Schnitt  von  di-ei  benachbarten 
Wellenebenen  aufsuchen,  d.  h.  wir  diflFerenciren  die  Gleichung: 

Pi^  +  Ph  +  P^'^  +  f  {P\'^  +  P'i'^  +  P'i'^)  =  o}'  +  f      (33) 
[cf.  oben  S.  306  Formel  (59)]  nach  jo/,  772'»  JP»'-    Dadurch  ergiebt  sich : 

tl.  h.in  Rücksicht  auf  (32): 

X  +  2fp\  =  -  J;,   2/  +  -Yi>2  =  -  S'    ^  +  ^/>^3'=  -  i  •   (34) 

Durch  Multiplication  dieser  drei  Gleichungen  mit  bezw.  y>,',  ;>2'>7'3' 
«nd  Addition  folgt,  da  p,"^  +  2h'^  +  i^a"-^  =  1  i«t- 

Pi^+P2y+Pz^  +  ^f= ^^2^ 

Nun  ist  aber  nach  (33)  p^'x  +  p/y  +  P'/^=  o>'>  d.  h.  unter 
^öcksicht  auf  (32)  folgt  2f=—  ein.  Daher  ergiebt  sich  aus  (34) 
^^^^  Strahlrichtung  aus  der  Proportion: 

odev 

Pf :  h '  V'^  =  Pi'-  ,^,  :  Pi  —  '^  -  p/  —  '^  '  (J^ö) 

Der  Strahl  weicht  also  ab  von  den  Wellennormalen. 
Die  Relation  (35)  lässt  sich  (abgeselien  von  Gliedern  2.  Ordnung 
^ft  v)  schreiben  als: 

Pi''P2'P^'=Vi  +  I^  •  P2  +  ]J^  :  P.  +  ^1;  •  (35') 

6.  Ersetzung  der  absoluten  Zeit  durch  eine  Art  Ortszeit. 

An  Stelle  der  Variabelen  /,  r,  //,  x,  worin  t  die  absolute  Zeit,  r,  y,  a- 
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die  relativen  Coordinaten  gegen  einen  Punkt  des  bewegten  Körpers 
bedeuten,  wollen  wir  x,  ?/,  x  und 

(36)  (^t-  *^±y+^*  . 

als  unabhängige  Variabele  einführen. 

{  kann  man  zweckmässig  als  eine  Art  Ortszeit  bezeichnen,  weil 
{  vom  Ort  im  Körper,  d.  h.  von  x^  y,  x,  abhängt  Wenn  diese  un- 
abhängigen Variabelen  eingeführt  werden,  so  sollen  die  partiellen 

Differentialquotienten  nach  x,  y,  z  durch  (g^)',  (5^;  j  >  (ä^)'  bezeichnet 

werden,  während  ^  etc.  wie  früher  die  partiellen   Differential- 

(luotienten  bedeuten,  wenn  r,  v/,  x^  t  die  unabhängigen  Variabelen 
sind.    Es  folgt  aus  (36): 


d 
di 


dt'  '   ör  ~"  \hx)        c^  dt' »   bff  ~  \by)         r»  dt"  » 


(37)  h  _(b\  __  ^    d 

hz~\bx)         c>  df  ' 

Fülirt  man  dies  ein  in  (29),  berücksichtigt  nur  Glieder  erster  Ord- 
iiunjr  in  r,  und  setzt  zur  Abkürzung: 

(3Si 

so  entsteht,  falls  man  nun  die  Differentiationen  (v  |  wieder  ein- 
fach als  .-  bezeichnet: 

n^'  dX'  ^  hy'  _  h/     n'i  dY'  ^  ö«'  _  0/     n«  </;^'  ^  ö^'  __  b« 
<•     dt'         ö//  ö;  '     r     dt'  öv         öx  '     c    dt'  Ür         ö// 

^'^       /   du  ^  (^  }'  _  ^Z'      1   dß'  ^  ^Z'  __  ÖA"      i   f//  ^  ÖA"  _  öl" 

r    dt'  (!i;  (!>//    '     r    dt'  hx  ^%    '     r    d^  ö//  iV  *     • 

Die  Grenzbe(lingunp:en   lauten    nach   (30)   und   (38),   falls  di»' 
Grenze  senkreclit  zur  ;;-Axe  liegt: 

(4(0       A'',  }*',  rr',  [(  stetig  beim  Ueb(*rgang  über  die  Grenze. 
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Die  Gleichungen  (39)  und  (40)  haben  nun  dieselbe  Gestalt,  wie 
die  Differentialgleichungen  und  Grenzbedingungen  des  elektro- 
magnetischen Feldes  in  einem  ruhenden  Körper.  Daraus  ist  der 
wichtige  Schluss  zu  ziehen: 

Ist  für  ein  ruhendes  System  ein  Zustand  bekannt,  in 
welchem  A',  Y,  Z,  a,  /9,  y  gewisse  Functionen  von  x,  y,  x,  i 
and  der  Periode  T  sind,  so  sind  für  das  bewegte  System 
X'j    r',   Z\  «',  /?',  /    dieselben    Functionen    von    x,   y»  «1 

i  —  ^-- — ^y^-HlI^  und  T,  wobei  jetzt  a:,  t/,  z  die  relativen  Coordi- 

naten  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  Körpers  und  T  die  relative 
Periode  in  Bezug  auf  den  bewegten  Körper  bedeuten.    Nach  (7) 

auf  S.  423  ist  also  im  letzteren  Falle  als  absolute  Periode  tTi  —  ^M 

anzunehmen. 

7.  Die  Unabhängigkeit  des  relativen  Strahlenganges  von 

der  Bewegung.  Der  letzte  Satz  gestattet  sofort,  eine  Anwendung 
auf  den  relativen  Strahlengang  zu  machen.  Es  möge  nämlich  im 
nilienden  System  der  mit  Licht  erfüllte  Raum  begrenzt  sein  durch 
eine  gewisse  Fläche  S,  sodass  ausserhalb  S  sowohl  A",  >',  Z,  als 
auch  «,  ßf  Y  verschwinden.  Dann  muss  im  bewegten  System  ausser- 
halb der  Fläche  S  sowohl  A''  Y'  Z\  als  «',  /J*,  y  verschwinden, 
d.  h.  auch  im  bewegten  System  bildet  die  Fläche  S  die 
Grenze  des  mit  Licht  erfüllten  Raumes.  In  einem  ruhenden 
System  kann  nun  z.  B.  S  die  Mantelfläche  eines  cylindi'ischen  Raumes 
sein  (Lichtbündel),  falls  wenigstens  die  Querschnittsdimensionen 
dieses  Cylinders  viel  grösser  als  die  Wellenlänge  des  Lichtes  sind. 
Die  Erzeugenden  dieses  Cylinders  werden  Lichtstrahlen  genannt. 
Nach  unserem  Satze  bleibt  die  Begi-enzung  der  Lichtbündel,  auch 
wienn  sie  mehrfach  gebrochen  oder  reflectirt  werden,  durch  die 
gemeinsame  Bewegung  des  Ganzen  unverändert,  d.  h.  indembe- 
wegten  System  werden  Lichtstrahlen  von  der  relativen 
Schwingungsdauer  T  nach  denselben  Gesetzen  gespiegelt 
und  gebrochen,  wie  Strahlen  von  der  absoluten  Schwin- 
gungsdauer T  im  ruhenden  SystenL 

Die  Gesetze  für  Linsen  und  Brennspiegel  erleiden  daher  keine 
Modification  durch  die  Bewegung.  Ebensowenig  hat  die  Bewegung 
Einfluss  auf  Interferenzerscheinungeu.  Denn  diese  zeichnen  sicli 
ja  nur  aus  durch  eine  complicirte  Gestalt  der  den  Lichtraum 
begrenzenden  Fläche  S  und  diese  Gestalt  wird,  wie  oben  gesagt 
wurde,  durch  die  Bewegung  nicht  verändert. 

Dm  de,  Lehrbnoh  d.  Optik.  28 
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Die  Unabhängigkeit  des  Stralilenganges  von  der  Bewegung 
gilt  auch  für  Krystalle,  ^)  da  auch  für  diese  die  Differentialgleichungen 
und  Grenzbedingungen  in  einer  zu  (39)  und  (40)  analogen  Form 
gewonnen  werden  können,  sodass  man  sich  sofort  beziehen  kann 
auf  die  Brechungsgesetze  ruhender  Krystalle. 

8.  Die  Erde  als  beweis  System.  Die  letzten  Betrachtungen 
sind  besonders  fruchtbar,  wenn  wir  die  Bewegung  der  Erde  durch 
den  Weltraum  betrachten.  Nach  diesen  Betrachtungen  kann  die 
Bewegung  der  Erde  nie^)  einen  Einfluss  (in  erster  Ordnung 
nach  v)  auf  die  mit  terrestrischen  Lichtquellen  beobacht- 
baren Erscheinungen  haben,  denn  bei  Anwendung  irdischer 
Lichtquellen  ist  die  von  der  Lichtquelle  entsandte  Periode  allemal 
gleich  der  in  Betracht  kommenden  relativen  Periode,  d.  h.  ganz 
unabhängig  von  der  Bewegung  der  Erde,  daher  kann  auch  der 
Strahlengang  in  keiner  Weise  durch  die  Erdbewegung  modificirt 
werden.  In  der  That  haben  zahlreiche  Versuche  (Respighi,^) 
Hoeck,*)  Ketteier,*)  Mascart,®)  über  Brechung  und  Interferenz 
(theilweise  auch  in  Krystallen)  die  Unabhängigkeit  der  Erscheinungen 
von  der  Orientirung  der  Apparate  in  Bezug  auf  die  Bewegungs- 
richtung der  Erde  dargethan.  —  Dagegen  kann  man  einen  Ein- 
fluss der  Erdbewegung  bei  Benutzung  ausserterrestrischer  Licht- 
quellen dadurch  erhalten,  dass  dann  die  relative  Periode  von  der 
Erdbewegung  abhängt.  In  der  That  erscheinen  die  Spectrallinien 
manclier  Fixsterne  relativ  etwas  verschoben.  Dies  ist  durch  eine 
verschiedene  relative  Bewegung  der  Erde,  bezw.  des  ganzen  Sonnen- 
systems gegen  diese  Fixsterne  zu  erklären  (oder  umgekehrt,  was 
zu  demselben  Resultat  führt).  Denn  bei  den  Brechungs-  oder 
Interferenzgesetzen  handelt  es  sich  um  die  relativen  Perioden  und 
diese  sind  nacli  Formel  (7)  durch  T  (1  +  r^jw)  gegeben,  falls  T  die 
absolute  Periode  ist.  Je  nach  dem  Wertlie  und  dem  Vorzeiclit^n 
von  vn  variirt.  also  T  und  damit  etwas  der  durch  Refraction  oder 


1)  Ob   dies  auch  für  natürlich-   oder  luagiietisch-active  Körper  eintritt, 
mag  hier  uncrörtert  bleiben;  dies  bedarf  besonderer  üntersucliung. 

2)  Es  wird  hier  abgesehen  von  natürlich-  oder  magnetisch-activen  Körpern 
(vgl.  die  vorige  Anm.). 

3)  Mem.  di  Bologna  (2)  TT,  S.  279. 

4)  Astr.  Nachr.  73,  S.  193. 

5)  Astron.  Undulat.  Theorie,  S.  (iO,  158,  lüO,  1873. 

0)  Ann.  de  P^cole  norm.  :2)  1,  S.  IUI,  1872.  —  3,  S.  376,  1874. 
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Diflfraction  auf  der  bewegten  Erde  gebildete  Ort  der  Spectrallinie. 
Der  Inhalt  dieses  Satzes  wird  das  Dop  pler's  che  Princip')  genannt. 

Da  sich  die  Erde  um  die  Sonne  nahezu  in  einem  Kreise  be- 
wegt, so  ist  für  diesen  Fall  vn  =  0  zu  setzen.  Daher  ist,  wie  es 
auch  die  Experimente  von  Mascart^)  ergeben,  kein  Einfluss  der 
Erdbewegung  auf  den  durch  Refraction  oder  Diflfraction  gebildeten 
Oi-t  der  Fraunhofer'schen  Sonnenlinien  zu  beobachten.^) 

9.  Die  Aberration  des  Lichtes.  Während,  wie  in  §  7  abge- 
leitet wurde,  der  relative  Strahlengang  durch  die  Erdbewegung 
nicht  beeinflusst  wird,  so  hängt  doch  die  Richtung  der  Wellen- 
normale, die  zu  einer  bestimmten  Strahlenrichtung  gehört,  von  der 
Erdbewegung  ab.  Dies  ist  schon  oben  S.  431  bewiesen;  es  ist  aber 
wohl  nützlich,  die  oben  durch  Benutzung  des  Huygens'schen 
Principes  gewonnene  Definition  des  Strahles  hier  unabhängig  davon 
direct  abzuleiten.  Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall  ebener  Wellen 
im  ruhenden  System:  alle  Grössen  sind  periodische  Functionen  von 

l  — /?»£_+ Mjr_B»* .  Im  ruhenden  System  sind  Pi,])2iJh  ^i^  Rich- 
tungscosinus der  Wellennormale  und  zugleich  des  Strahles.  Wir 
wollen  uns  die  Richtung  des  Strahles  dadurch  physikalisch  markiil 
denken,  dass  das  Licht  durch  zwei  enge  OeflFnungen  fällt,  deren 


1)  Im  Obigen  ist  aDgenommen,  dass  die  Lichtquelle  Ä  ruht  und  der  Be- 
obachtungsort B  sich  bewegt.  Die  Betrachtungen  gelten  auch  für  den  Fall, 
dass  sich  A  und  B  bewegen,  es  bezeichnet  dann  v^^  die  relative  Geschwindig- 
keit von  B  gegen  A,  in  der  Richtung  der  fortgepflanzten  Lichtstrahlen  ge- 
messen. In  diesem  Falle  ergiebt  übrigens  zunächst  die  strenge  Berechnung, 
dass  das  Verhältniss  der  wirklichen  Periode  T  zu  der  in  B  wahrgenommenen 
relativen  Periode  T'  den  Werth  hat:  T:  T'==  et)  —  v:  cd  —  p,  wobei  v  die  abso- 
lute Geschwindigkeit  von  B,  r  die  von  A  (in  Richtung  der  Lichtstrahlen)  ist 
und  (o  die  Lichtgeschwindigkeit  im  Medium  zwischen  A  und  B  ist.  Nur  wenn 
sowohl  V  als  V  klein  gegen  a>  sind,  reducirt  sich  diese  strengere  Formel  auf 
die  im  Text  angegebeue,  d.  h.  auf  die  gewöhnliche  Fassung  des  Doppler'- 
schen  Principes.  Nun  wissen  wir  thatsächlich  nichts  über  die  absolute  Be- 
wegung der  Himmelskörper;  daher  kimnte  eventuell  die  Anwendung  der 
gewöhnlichen  Formel  des  Doppler' sehen  Principes  zur  Ermittelung  der 
relativen  Bewegung  der  Himmelskörper  im  Visionsradius  gegen  die  Erde  zu 
Fehlem  fuhren.  Auf  diesen  Punkt  hat  Moessard  (Comp.  Rend.  114,  S.  1471, 
1892)  zuerst  aufmerksam  gemacht. 

2)  Ann.  de  T^cole  norm.  (2)  1,  S.  IGO,  190;  1872. 

3)  Wir  sehen  hier  ab  von  der  durch  Rotation  der  Sonne  hervorgerufenen 
Verschiebung  der  Linien,  welche  vom  Sonnenrande  uns  zugesandt  werden. 
Bei  den  Versuchen  wurde  mit  dem  Lichte  der  ganzen  Sonnenscheibe  gearbeitet. 

28* 
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Verbindungslinie  die  Riclitungscosinus  ^i,;?2»  1^3  ^^^  —  Wird  nun 
das  ganze  System  mit  der  Geschwindigkeit  v'x,  vy,  vx  bewegt,  so 
ist  immer  noch  ein  (auf  das  bewegte  System  bezogener,  sogenann- 
ter relativer)  Strahl  mit  den  Richtungscosinus  j[>i, /?2»  J^»  möglich, 
derselbe  wird  aber  nach  S.  433  hervorgerufen  durch  Wellen,  welche 
periodische  Functionen  von 

sind.  Dieser  Ausdruck  entspricht  ebenen  Wellen,  bei  denen  die 
Richtungscosinus  7>,',;;2',i^:»'  der  Wellennormale  proportional  sind  zu: 

(42)  p,  :p.,:p^  =  -  +  ,.  '  ^  +  ,^'^  +  e»  * 

Diese  Relation  (42)  lässt  also  im  bewegten  System  die  Richtung 
der  Wellennormale  aus  der  Richtung  des  Strahles  berechnen  und 
umgekehrt.  Diese  Relation  ist  identisch  mit  der  oben  S.  431  aus 
dem  H uy gen s' sehen  Princip  abgeleiteten  Relation  (35'),  denn  das 
dortige  pj,  p.j,  pg  entspricht  hier  dem  />,,  ^j,  p.^^  und  annähernd  ist 
c  :  w  =  n  zu  setzen. 

Nehmen  wir  daher  auf  der  bewegten  Erde  den  Ort-  eines 
Sternes  in  der  Richtung  ^>,,  p^,  p^  wahr  (bezogen  auf  ein  mit  der 
Erde  verbundenes  Coordinatensystem),  so  wird  die  wahre  Richtung 
nach  dem  Ort  des  Sternes  davon  abweichen,  denn  diese  ist  iden- 
tisch mit  der  Riditung  der  Normale  der  vom  Stern  nach  der  Erde 
gesandten  Tjiclitwellen,  d.  li.  der  Ort  des  Sternes  berechnet  sich 
aus  ;>,',  ;//,  p.^\ 

Wir  wollen  genauer  den  Fall  betrachten,  dass  der  Visions- 
radius des  Sternes  und  die  Erdbewegung  senkreclit  aufeinander 
stellen  mögen.  Setzen  wir  z.  B.  P\  =  Pi^=  0,  ;>;,  =  1,  Vy  =  Vx  ^==  0, 
vj--=v\  dann  wird  nach  (42),  wenn  wir  die  Lichtgeschwindig- 
keit (o  in  der  Luft  identificiren  mit  c,  was  hier  durchaus  gestattt^t 
ist,  der  Ort  des  Sternes  gegeben  durch 

(43)  py' :  P2  :  2f:\'=-^  i' :  0  :  c , 

d.  h.  der  Ort  d(»s  Sternes  weicht  um  den  Aberrationswinkel  C  vom 
sclieinbaren  Ort  ab,  wobei  UjC^^v.c  ist.  Dieser  Aberrationswinkel 
ändert  sich  auch  nicht,  wenn  wir  den  scheinbaren  Ort  des  Sterne.^ 
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in  einem  niit  Wasser  gefüllten  Fernrohr  beobachten/)  da  wir  ab- 
geleitet haben,  dass  der  relative  Strahlengang  in  irgend  einem 
Systeme  brechender  Körper  durch  die  Bewegung  nicht  beeinflusst 
wird.  Direct  kann  man  dies  Resultat  hier  auch  noch  in  folgender 
Weise  zeigen:  Wenn  co  merklich  von  c  verschieden  ist,  wie  z.  B. 
bei  Beobachtung  in  Wasser,  so  ist  die  zugehörige  Wellennormale 
im  Wasser  nicht  mehr  durch  (43)  gegeben,  sondern  nach  (42)  durch: 


P\''  P2''P:\  =  v:0:l  =v:0:cn,  (44) 


woraus  sich  ein  Aberrationswinkel  tg^=v:cn  ergiebt.  Die  zu- 
gehörige Wellennormale  in  Luft  oder  im  Vacuum  macht  aber  einen 
anderen  Winkel  £  mit  der  ;i;-Axe,  und  zwar  ist,  da  die  Grenze 
zwischen  Luft  und  Wasser  senkrecht  zur  Strahlrichtung,  d.  h.  zur 
;;:-Axe,  anzunehmen  ist,  nach  dem  Sn  eil  ins' sehen  Brechungsgesetz: 
«n  £ :  ^n  g'  =  w.  Da  nun  bei  der  Kleinheit  von  £  und  ^  die  sin 
mit  den  tg  zu  identificiren  sind,  so  folgt  tg^  =  v:  c,  d.  h.  es  ergiebt 
sich  derselbe  Werth  für  den  Aberrationswinkel,  als  ob  der  Ort 
des  Sternes  direct  in  Luft  beobachtet  wäre. 

10.  Der  Folarlsationsversuch  von  Fizeau.  Während,  abge- 
sehen von  der  Aberration  und  der  Aendtnung  der  Schwingungsdauer 
nach  dem  Doppler'schen  Principe,  nach  der  entwickelten  Theorie  ein 
Einfluss  der  Erdbewegung  auf  die  auf  der  Erde  zu  beobachtenden 
optischen  Erscheinungen  nicht  zu  erwarten  ist  und  thatsächlich 
auch  im  Allgemeinen  nicht  beobachtet  ist,  glaubte  Fizeau'^)  doch 
in  einem  Falle  die  Wirkung  der  Erdbewegung  constatirt  zu  haben. 

Beim  schiefen  Durchgange  eines  polarisii-ten  Lichtbündels  durch 
eine  Glasplatte  ändert  sich  das  Azimuth  der  Polarisation  (vgl.  oben 
S.  265).  Der  benutzte  Apparat  bestand  aus  einem  polarisirenden 
Prisma,  einer  Anzahl  hintereinander  gestellter  Glassäulen  und  einem 
Analysator.  Zur  Zeit  der  Sonnenwende,  meist  um  die  Mittags- 
stunde, wurde  durch  geeignet  gestellte  Spiegel  ein  Bündel  Sonnen- 
strahlen durch  den  Apparat  von  Ost  nach  West  und  dann  von 
West  nach  Ost  geschickt.  Es  sollte  dadurch  sich  im  Mittel  eine 
kleine  DiflFerenz  in  der  Analysatoreinstelluug  ergeben. 

Nach  der  hier  gegebenen  Theorie  kann  eine  solche  Differenz 
nicht  bestehen.   Denn  wenn  in  irgend  einer  Stellung  des  Apparates 


1)  Vgl  oben  S.  109. 

2)  Ann.  de  chim.  et  de  phys.  (3)  58,  S.  129,  1860.   —   Pogg.  Ann.  114, 
S.  554,  1861. 


438  Kapitel  VUI. 

der  Analysator  auf  Dunkelheit  eingestellt  ist,  so  heisst  das,  da^ 
die  Lichtbewegung  beschränkt  ist  auf  einen  Raum,  der  sich  hinter 
den  Analysator  nicht  mehr  fortsetzt  Dieser  Raum  ändert,  wie 
wir  oben  S.  433  erörterten,  durch  die  Bewegung  der  Erde  seine  Be- 
grenzung nicht,  falls  der  Strahlengang  relativ  zum  Apparat  unver- 
ändert gehalten  wird,  auch  wenn  krystallinische  Medien  zur  Er- 
zeugung der  Begi*enzungsfläche  S  des  Lichtraumes  benutzt  werden. 
Daher  müsste  die  Dunkelstellung  des  Analysators  unabhängig  sein 
von  der  Orientiruug  des  Apparates  gegen  die  Erdbewegung.  Es 
ist  jedenfalls  wünschenswerth,  dass  dieser  Versuch  Fizeau's  noch 
einmal  wiederholt  wird;  vorläufig  können  wir  es  wohl  noch  als 
zweifelhaft  hinstellen,  ob  wirklich  in  diesem  Punkte  ein  Wider- 
spruch mit  der  hier  gegebenen  Theorie  und  der  Erfahrung  besteht 
11.  Der  Interferenzversuch  MIchelson's.  Die  Zeit,  welche 
das  Licht  gebraucht,  um  sich  zwischen  zwei  in  Ruhe  befindli(*lien 
•Punkten  Ä  und  B  fortzupflanzen,  die  den  Abstand  /  besitzen  sollen, 
beträgt  /,  =  ^/c,  falls  c  die  Lichtgeschwindigkeit  ist.  Wir  wollen 
uns  den  Vorgang  im  Vacuum,  oder,  was  hier  gleichbedeutend  ist, 
in  liUft  denken.  Wenn  beide  Punkte  A  und  B  eine  gemeinsame 
Geschwindigkeit  v  in  Richtung  der  Lichtstrahlen  besitzen,  so  ändert 
sich  die  Uebergaiif^szeit  t^'  des  Lichtes  zwischen  ^  und  Ä  Nämlicli 
nach  der  Zeit  /,'  muss  das  Liclit  nicht  nur  die  Strecke  /  durch- 
laufen haben,  sondern  auch  diejenige  Strecke,  welche  der  Punkt  B 
in  der  Zeit  /,'  zurückgelegt  hat,  d.  h.  im  Ganzen  die  Strecke 
/  -)-  r/,',  sodass  die  Relation  besteht: 

(45)  f/c  =  l  -I-  vt/. 

Wenn  das  Licht  bei  B  reflectirt  wird,  so  braucht  es,  um  wieder 
nach  A  zurückzugelangen,  die  Zeit  //,  wobei 

(46)  1.2  c  =  l  —  t'/j' 

ist.  Denn  dieser  Fall  unterscheidet  sich  vom  Vorigen  nur  dadurch, 
dass  A  sich  den  reflectirten  Lichtstrahlen  entgegen  bewegt.  Daher 
ist  die  ganze  Zeit  /',  in  welcher  das  Licht  zwischen  den  beiden 
Punkten  A  und  B  hin  und  zurückgeht,  nach  (45)  und  (46): 

oder 
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falls  wir  bis  auf  2.  Ordnung  in  «^/c  entwickeln.  Die  Uebergangszeit 
t'  wird  also  erst  in  2.  Ordnung  durch  die  gemeinsame  Bewegung 
von  A  und  B  beeinflusst,  immerhin  müsste  dieser  Einfluss  durch 
eine  empfindliche  Interferenzmethode  nachweisbar  sein. 

Der  Versuch  wurde  im  Jahre  1881  von  Michelson*)  ausgeführt, 
indem  er  eine  Art  Interferentialrefractor  vei-wendete,  welcher  zwei 
gleich  lange,  horizontale,  zu  einander  senkrechte  Arme  P  und  Q 
besass  (vgl.  Figur  57  auf  S.  140).  Es  kamen  zwei  Lichtbündel  zur 
Interferenz,  von  denen  das  eine  längs  P  hin  und  her  ging,  das 
andere  längs  Q,  Der  ganze  Apparat  konnte  um  eine  verticale  Axe 
gedreht  werden,  und  es  wurden  ihm  die  beiden  Lagen  gegeben,  in 
denen  einei-seits  P,  andererseits  Q  möglichst  in  die  Richtung  der 
Erdbewegung  fiel.  Man  hätte  eine  Verschiebung  der  Interferenz- 
streifen  bei  der  Drehung  des  Apparates  von  der  einen  Lage  in 
die  andere  erwarten  sollen. 

Wir  wollen  zunächst  diese  Verschiebung  genauer  berechnen. 
Es  möge  der  Arm  P  in  der  Richtung  der  Erdbewegung  v  liegen, 
der  Ai'm  Q  senkrecht  dagegen.  A  sei  der  Kreuzungspunkt  der 
Arme  P  und  Q.  Die  Zeit  i,  in  welcher  das  Licht  längs  P  hin  und 
zurückgeht,  ist  dui*ch  (47)  gegeben.  Die  Zeit  (\  in  welcher  das 
Licht  längs  des  Armes  Q  hin  und  zurückgeht,  ist  nun  aber  nicht 
etwa  einfach  durcli  C=  21 :  c  gegeben,  falls  auch 
der  Arm  Q  die  Länge  /  hat,  sondern  es  ist  zu  be- 
rücksichtigen, dass  der  Kreuzungspunkt  A  der 
beiden  Arme  P  und  Q,  von  denen  das  Licht  aus- 
geht und  nach  dem  es  zur  Zeit  t'  durch  Reflexion 
in  P  zurückkehrt,  verschiedene  Lagen  im  Rauin 
einnimmt.  Dieser  Kreuzungspunkt  A  hat  sich 
nämlich  um  v(  verschoben  (vgl.  Figur  107).  Wir 
wollen  die  Anfangslage  des  Kreuzungspunktes  A 
durch  A^ ,  die  Endlage  durch  A^  bezeichnen. 
Damit  das  Licht  daher  von  A^  ausgehend  durch 
Reflexion  am  Ende  des  Armes  Q  zum  Punkte  A^  geworfen 
wird,  nmss  der  reflectirende  Spiegel  in  Q  etwas  schief  gegen  die 
Wellennormale  stehen,  das  Licht  hat  den  Weg  2s  zu  durchlaufen, 
wobei  ist: 


1)  Aineric.  Journ.  of  Science  (3)  22,  S.  120,  1881. 
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und  f"=  28  :  c  bezeichnet  die  Zeit,  welche  das  Licht  zum  Durch- 
eilen des  Armes  Q  hin  und  zurück  gebraucht  Unter  Rücksicht 
auf  (47)  ist  nun  mit  Entwickelung  bis  auf  Glieder  2.  Ordnung  in  r. 


(48) 

sodass  entsteht 

(49) 

/'    r    ' 

c 

")-?0+a. 


Wenn  diese  Zeitdifferenz  gleich  einer  ganzen  Periode  T  wäre, 
so  würden  die  Interferenzfransen  um  eine  ganze  Fransenbreite  ver- 
schoben sein  gegenüber  ihrer  Lage,  die  ohne  Erdbewegung  vor- 
handen wäre,  d.  h.  für  v  =  o.  Drückt  man  daher  die  Verschiebung 
ö  der  Interferenzfransen  in  Bruchtheilen  von  Streifenbreiten  aus, 
so  folgt  aus  (49): 

wobei  g  der  Aberrationswinkel  ist.    Nach  S.  108  beträgt  g  =  20,5" 

=  20,5  .  Jt :  180  .  60   =  0,995  .  10~    in  Bogenmaass. 

Die  Verschiebung  der  Interferenzfransen,  wenn  einmal  P  in 
Richtung  der  Erdbewegung  liegt,  das  anderemal  aber  Q  in  dieser 
Richtung,  müsste  das  Doppelte  von  6  betragen. 

Nun  war  aber  keine  Verschiebung  der  Interferenzfransen  zu 
beobachten.  Da  indess  bei  diesem  Versuch  die  Empfindlichkeit  der 
Methode  noch  nicht  genügend  war,  so  wurde  dieselbe  später  von 
Michelson  und  Morley*)  dadurch  gesteigert,  dass  jedes  Liclit- 
bündel  durch  Spiegel  mehrfach  hin  und  lierreflectirt  wurde.  Da- 
durch wurde  derselbe  Effect  erzielt,  als  ob  die  Arme  P  und  Q  viel 
länger  gewesen  wären.  Jedes  Lichtbündel  hatte  so  einen  Weg  von 
22  Metern  im  Ganzen  zu  durchlaufen  (d.h.  es  ist  /=  11  m  zu  setzen). 
Der  Apparat  war  auf  einer  schweren  Steinplatte  montirt,  welche 
auf  Quecksilber  schwamm,  und  konnte  so  leicht  um  eine  verticale 
Axe  gedreht  werden.  Bei  dieser  Drehung  hätte  man  nach  Formel 
(50)  eine  Verschiebung  der  Interferenzfransen  von  2d=  0,4  Streifen- 
breite erwarten  sollen,  es  ergaben  sich  aber  Vei'schiebungen  von 
höchstens  0,02  der  Streifendistanz;  dieselben  düiften  wohl  von  Be- 
obac^htungsfehlern  herrühren. 

1)  Ainer.  Journ.  of  Science  (3)  34,  S.  333,  1887.   —   PhiL  Mag.  (5)  24, 
S.  449,  1887. 
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Um  diesen  Widerspruch  zu  erklären,*)  kann  man  versucht  sein, 
die  Theorie  umzustossen,  d.  h.  den  Aether  nicht  in  absoluter  Ruhe 
anzunehmen,  sondern  zu  schliessen,  dass  der  Aether  an  der  Erd- 
bewegung Theil  nimmt  Die  Erklärung  der  Aberration  stösst  dann 
aber  auf  unüberwindliche  Schwierigkeiten.  —  Einen  anderen  Weg 
zur  Erklärung  des  negativen  Resultates  beim  Mi chelson' sehen 
Interferenzversuch  bietet  die  von  Loren tz  und  Fitzgerald  ge- 
machte Hypothese,  dass  die  Länge  eines  festen  Körpers 
abhängig  ist  von  der  absoluten  Bewegung  desselben  im 
Räume. 

In  der  That,  wenn  der  in  Richtung  der  Erdbewegung  liegende 

Arm  /  um  /  v[^  küi'zer  ist,  als  der  andere,  so  würde  hierdurch  die 

ZeitdiflFerenz  i —  {\  wie  sie  in  (49)  berechnet  ist,  gerade  compen- 
sirt  werden,  d.h.  dann  würde,  dem  Versuch  entsprechend,  sich 
keine  Verschiebung  der  Interferenzfransen  ergeben. 

So  befremdend  die  Hypothese  auf  den  ersten  Blick  erscheinen 
mag,  dass  die  Dimensionen  eines  Körpers  von  seiner  absoluten  Be- 
wegung als  abhängig  erscheinen,  so  liegt  sie  doch  schliesslich 
gar  nicht  so  fern,  sobald  man  annimmt,  dass  auch  die  zwischen  den 
Molecülen  des  Körpers  wirkenden  sogenannten  Molecularkräfte 
gerade  so  wie  die  elektrischen  und  magnetischen  Kräfte  durch  den 
Aether  vermittelt  werden,  und  dass  daher  eine  Translation  im 
Aether  die  Molecularki'äfte  beeinflussen  kann,  gerade  so,  wie  die 
dargelegte  Theorie  die  Anziehung  oder  Abstossung  zwischen  elek- 
trisch geladenen  Theilchen  als  modificirt  ergiebt  durch  eine  Trans- 
lation der  Theilchen  im  Aether.  Da  ^"^IvT^  den  Werth  1  ()""  ^  besitzt, 
so  würde  z.  B.  der  mit  der  Erdbewegung  zusammenfallende 
Durchmesser  der  Erde  nur  um  6,5  cm  verkürzt  werden. 


1)  Sutherland  (Phil.  Mag.  (5)  45,  S.  23,  1898)  erklärt  das  negative 
Resultat  Michelson's  durch  eine  nicht  genügend  genaue  Justirang  des  Appa- 
rates. Indess  ist  dieser  Einwand  (nach  einer  mir  brieflich  gemachten  Mittheilung 
von  H.  A.  Loren  tz)  nicht  stichhaltig,  wenn  man,  wie  es  stets  der  Fall  ist,  mit 
dem  Fernrohr  auf  grösste  Deutlichkeit  der  Interferenzfransen  einstellt. 


III.  Abschnitt. 

Die  StraMung  der  Körper. 

Kapitel  I. 

Die  Strahlung  in  energetischer  Deutung. 

1.  Das  EnilssionsTermogen.  Wir  haben  früher  (S.  72)  photo- 
nietrische  Grundsätze  mit  Hülfe  gewisser  Definitionen  abgeleitet, 
deren  Berechtigung  sich  dadurch  erwies,  dass  die  so  berechneten 
Beleuchtungsstärken  oder  Helligkeiten  in  Uebereinstinmuing  mit 
den  durch  das  Auge  wahrnehmbaren  Thatsachen  standen.  Wir  krmnen 
nun  aber  an  Stelle  dieses  physiologischen,  subjectiven  Maasses  uns 
leicht  ein  physikalisches,  objectives  Maass  für  die  Wirkung  einer 
Licht(iuelle  verschaffen,  indem  wir  die  Wärmeentwickelung  be- 
obachten in  irgend  einem  Körper,  welcher  die  Strahlen  der  Licht- 
(luelle  absorbirt.  Hierdurch  kommt  nun  allerdings  ein  neuer  Begriff 
in  die  photometrischen  Definitionen  hinein,  welcher  bei  der  i)hysio- 
logischen  Messung  mit  Hülfe  des  Auges  nicht  eingeführt  zu  werden 
brauchte,  nämlich  der  Begriff  der  Zeit,  da  die  Wärme,  welche  in 
einem  absorbirenden  Körper  entwickelt  wird,  proportional  der  Zeit 
ist.  Die  Wärme  muss  nach  energetischem  Grundsatz  entstanden 
sein  durch  ein  gewisses  Euergieciuantum ,  welches  die  Liclittjuelle 
in  den  absorbirenden  Körper  hineingesandt  hat.  Wir  definiren  dem- 
gemäss  als  die  Gesammt-Emission  -^  einer  Licht(iuelle  Q  die  von 
Q  in  der  Zeiteinheit  durch  Strahlung  in  die  Umgebung  entsandte 
Energie. 

Die  strahlende  Energie  besteht  nun  im  Allgemeinen  aus  Schwin- 
gungen sehr  verschiedener  Wellenlängen  X,  Betrachten  wir  das 
Energiequantum,  welches  im  Gebiete  zwischen  den  Wellenlängen 
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A  und  k -\- (IX  liegt,  so  muss  daiiselbe  in  der  Form  KidX  zu 
sibreibeii  sein.  Den  Factor  Ki  wollen  wir  die  Emission  für  die 
Wellenlänge  X  nennen. 

Die  Emission  zwischen  den  Wellenlängen  X^  und  X^  ist  danach 

E,.,  =  JEi-dX,  (1) 

und  die  (iesammt«tnnission 


'■".ß 


i  •  dX .  (2) 

O 

Die  Emission  eines  Kt^pers  hängt,  abgestdien  von  seiner  Natur, 
.uuh  von  der  Grösse  und  Gestalt  seiner  Oberfläche  ab.  Ein  Hegritt*, 
der  V(m  diesen  Nebenumständen  frei  ist,  ist  das  Emissionsver- 
mögen eines  Körpers.  Daninter  wird  die  (nach  aussen  gehende) 
Emission  der  Einheit  der  Oberfläche  des  Kr»rpers  verstanden. 

2.  Die  Strahlungsintensität  einer  Flftclie.  !)(  r  frülier  (S.  72) 
aasgesprochene  Grundsatz,  dass  die  Li<:htmenge  constaiit  bleibt 
für  jeden  Querschnitt  einer  Licbtröhre,  d.h.  einer  Röhre,  derrn 
Seiten  von  Lichtstrahlen  gebildet  werden,  erscheint  vom  energ*'- 
ti^chen  Standpunkte  nothwendig,  da  man  die  Lichtmenge  als  Energie- 
fluss  in  der  Zeiteinheit  interpretirt  Denn,  wie  wir  oben  S.  252 
ableiteten,  bilden  die  Lichtstrahlen  die  Bahnen  des  Energieflussfs, 
d.  h.  durch  die  Seitenflächen  einer  Lichtröhre  tritt  wtMler  Energie 
ein  noch  aus.  Folglich  muss  der  Energiefluss  durch  j(»den  Qut*r- 
w:hnitt  einer  Lichtröhre  derselbe  sein,  da  in  jeden  Kaumtheil  gleirh- 
viel  Energie  ein-  wie  ausströmen  muss,  falls  derselbe  nicht  eine 
Strahlnngsqnelle  enthält,  oder  die  Energie  der  Strahlung  absorbirt. 

Wir  können  daher  den  Energiefluss,  den  ein  kleines  Flächen- 
element<fo  innerhalb  eines  Elementar  kegeis  vom  räumlichen  Oett'nungs- 
winkel  du  durch  Strahlung  entsendet,  in  der  Form  schreiben  (vgl. 
die  frühere  Formel  (69)  der  S.  77): 

dL  =  i  ds  cos  (p  di2 ,  iW) 

wobei  g>  den  Neigungswinkel  des  Flächenstückes  ds  geg('n  die  Axe 
des  Elementarkegels,  d.  h.  gegen  die  betrachtete  Strahhuirichtung 
von  &,  bezeichnet  %  soll  die  Strahlungsintensität  der  Fläche 
ds  genannt  werden. 
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Wenn  dem  Auge  eine  gekrümmte  strahlende  Fläche  an  allen 
Stellen  gleich  hell  erscheint,  so  nmss,  wie  wir  S.  76  ableiteten, 
i  constant,  d.  h.  unabhängig  von  der  Neigung  g>  sein.  Ob  »  nach 
energetischen  Grundsätzen  constant  ist,  oder  nicht,  wollen  wir 
später  discutiren.  Wenn  wir  mal  voraussetzen,  dass  i  constant 
wäre,  so  berechnet  sich  aus  (3)  der  Energieflüss,  den  ds  innerhalb 
eines  endlichen  Kreiskegels  entsendet,  dessen  Mantelstrahlen  den 
Winkel  ü  mit  der  Normale  auf  d^  bilden,  nach  der  auf  S.  77 
abgeleiteten  Formel  (73)  zu: 

(4)  L  =  jtids  sin'^  U. 

Setzen  wir  daher  ü=%  und  dividiren  durch  ds,  so  erhalten 
wir  das  Emissionsvermögen  e  von  ds  in  der  Form: 

(5)  e  =  jti. 

Man  kann  auch  hier  i  als  Gesammtstrahlungsintensität  unter- 
scheiden von  ii,  der  Strahlungsintensität  für  eine  Wellenlänge  X, 
Bezeichnet  man  mit  n  das  Emissionsvermögen  für  die  Wellenlänge  k, 
so  ist  auch 

(6)  eji  =  jtn, 

3.  Das   mechanische  Aequivalent  der  Lichteinheit.     Als 

Lichteinheit  haben  wir  oben  S.  75  das  Hefnerlicht  genannt  Die 
Gesammtemission  derselben  hat  Tumlirz*)  innerhalb  eines  hori- 
zontal liegenden  Kegels  vom  räumlichen  Oeffnuugswinkel  1  gefunden 
zu  0,1483  Grammkalorien  proSecunde,  Angström2)zu0,22  Gramm- 
kalorien pro  Secunde.  Benutzt  man  die  Zahl  von  Tumlirz,  so 
würde  sich,  falls  die  Hefnerlampe  nach  allen  Richtungen  gleich- 
massig  strahlte,  die  Gesammtemission  derselben,  d.h.  die  Energie, 
welche  sie  ringsherum  (in  einem  vollen  OeflFnungswinkel  4jt)  aus- 
sendet, berechnen  zu 

'  scc  '  sec 

oder,  da  l  Grammkalorie  gleich  419-10  erg,  d.  h.  absolute  mecha- 
nische Arbeitseinheit  ist  (mechanisches  Wärmeäquivalent),  so  wäre 
E  in  absolutem  c^s-Maass: 


1)  Wied.  Ann.  38,  S.  G50,  1889. 

2)  Wied.  Ann.  67,  8.  648,  1899. 


.  ^Tii 
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6 


erg 


je;=78.10      -^  .  (7) 


8€C 


Von  dieser  Energie  kommt  nur  2,4  %  auf  das  siclitbare  LiclitJ) 
Die  Emission  für  Licht  beträgt  daher 


^^=1,9.10"^.  (8) 


Wenn  wir  daher  unter  der  Lichteinheit  die  Energie  verstehen, 
welche  die  Lichtstrahlen  der  Hefuerlampe  in  horizontaler  Richtung 
innerhalb  eines  Kegels  vom  räumlichen  Oeftnungswiiikel  1  (d.  h. 
auf  1  cm^  in  1  cm  Entfernung)  pro  sec.  entsenden,  so  ist: 

1  Lichteinheit  =  1,51  •  10^  ^^^  -  (9) 

Diese  Zahl  ist  also  das  mechanische  Aequivaleut  der  Licliteinheit. 
Die  Einheit  der  Beleuchtungsstärke  bihlete  die  Meterkerze 
(cf.  oben  S.  75),  d.  h.  die  Lichtmenge,  welclie  die  Hefnerlampe 
in  1  m  Entfernung  auf  die  Flächeneinheit  (l  cm-)  sendet.  Der 
räumliche  OeflFnungswinkel  beträgt  in  diesem  Falle  1  :  100  •  100, 
es  ist  daher  nach  (9) 

1  Meterkerze  =  15  •  ''''^  •  (10) 

Das  Auge  empfängt  daher  bei  der  Beleuclitungsstärke  von 
1  Meterkerze,  d.  h.  wenn  es  sich  in  einem  Abstand  von  1  m  von 
der  Kerze  befindet,  und  falls  die  Pupillenöffnung  3  mm  beträgt, 
etwa  die  Energie  von  2  ei-g  in  der  sec^  dieser  Energiefluss  kr)nnt(^ 
erst  in  einer  Zeit  von  1  Jahr  und  89  Tagen  1  gr.  Wasser  um  1^ 
('elsius  erwärmen;  hierdurch  gewinnt  man  eine  Vorstellung  von 
der  ungeheueren  Empfindlichkeit  des  Auges.  Wenn  dasselbe  noch 
einen  Stern  6.  Grösse  wahrnimmt,  so  reagirt  das  Auge  sogar  noch 

auf  eine  Beleuchtungsstärke  von  etwa  1  •  lO""  ^  Meterkerzen,  da 
ein  Stern  6.  Grösse  etwa  dieselbe  Helligkeit  hat,  wie  die  Hefner- 
lampe in  11  km  Entfernung.    In  diesem  Falle  erhält  das  Auge  (bei 


1)  Experimentell  wurde  diese  Zahl  dadurch  ermittelt,  dass  die  Wärme- 
Rtrahlen  durch  eine  WawserHcliiclit  absorbirt  und  so  von  den  Lichtstrahlen  ge- 
trennt wurden. 


— 


446  Kapitel  I. 

3  mm  PupillenöflFnung)  also  einen  Energiefluss  von  1  •  10  "     erg 
pro  sec. 

Die  sogenannte  Normalkerze  (Paraffinkerze  von  2  cm  Durch- 
messer, Flammenhöhe  50  mm)  hat  etwa  eine  1,24  mal  stärkere 
Emission  als  die  Hefnerlampe. 

4.  Die  Sonnenstrahlung.  Nach  Langley  wird  etwa  Vs  der 
Energie  der  Sonnenstrahlung  in  der  Erdatmosphäre  absorbirt,  falls 
die  Sonne  im  Zenith  steht.  Nach  seinen  Messungen  würde  die  Sonne 
pro  Minute  dem  Quadratcentimeter  der  Erde  bei  senkrechter  In- 
cidenz  etwa  3  gr.  co/  (Genauer  2,84  gr.  cal)  zustrahlen  (Solarcon- 
stante),  falls  die  Atmosphäre  nicht  absorbii1;e.  (Angström 
erhält  4  gr.  co/  pro  Minute.)  Der  Energiefluss  auf  der  Erdoberfläche 
mit  Rücksicht  auf  die  Absorption  in  der  Atmosphäre  wäre  daher 

nach  Langley  etwa  2  gr.  cal  pro  Minute  =  1,3  •  10  ^fffset.  Die 
oben  S.  417  benutzte  (Pouillet'sche)  Zahl  hierfür  ist  etwas  kleiner. 
—  Die  Energie  des  sichtbaren  Lichtes  zwischen  den  Fraunho fer- 
schen Linien  A  und  H^  beträgt  etwa  35  \  der  Gtesammt^trahlung, 
d.  h.  es  ist  die  sogenannte  Beleuchtungsstärke  B  der  Sonne  (ohne 
Absorption  in  der  Luft)  nach  Langley 's  Messungen: 

(11)  z?  =  6,9  •  10^  ^^^  =  46300  Meterkerzen. 

Reclinet  man  als  mittlere  Entfernung  der  Sonne  von  der  Enh* 

149  •  10    m,  so  beträgt  demnach  die  Lichtstärke  der  Sonne  1,02  •  10* 
Kerzen. 

5.  Der  Wirkungsgrad  einer  Licht4iuelle.  Unter  demWirkunj^s- 
f^rad  (j  einer  Licht(iuelle  versteht  man  das  Verhältniss  der  Ener<ri^ 
der  ausgesandten  Lichtstrahlen  zu  der  Energie,  welche  die  Liclit- 
(luelle  zur  ünterlialtung  ilires  Ijeuchtens  in  der  gleichen  Zeit  ver- 
braucht. 

So  verbrauclit   etwa  eine  Oellampe  (Carcel-Lampe)  von  9,4 

Kerzenstärke  pro  Stunde  42  gr.  Oel,  d.  h.  in  der  sec.  1,16  •  10  gr. 
Oel.    Die  Verbren nungs wärme   des  Oels  beträgt  9500  cal  pro  gr., 

d.  li.  :i9,7  •  10  erg.  Nun  ist  in  Formel  (8)  die  Lichtemission  der 
Kerzen(*inheit  gegeben,  daher  ist  für  die  Oellampe  der  Wirkungsgi-ad: 

<j  ^  — --'^f-V'^— —„  =  0.4  •  10"  "  =  0,4«/«  . 
1,10  .  Kl      .  39,7 .  10 
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Der  Wirkungsgrad  ist  also  sehr  gering,  d.  h.  nnr  0,4  ^/o  der  im 
Oel  enthaltenen  Energie  wird  zur  Beleuchtung  ausgenutzt. 

Wesentlich  günstiger  steht  es  mit  der  elektrischen  Beleuchtung. 
Im  elektrischen  Bogenlichte  kann  man  eine  Kerzenstärke  mit  dem 
Effectverbrauch  von  V2  Watt,  d.  h.  5  •  10^  ^mlseo  erzielen.  Daher 
würde  für  Bogenlicht  sein 


5.10^ 


_  hli}^^  =  0,38  =  38%  . 


(Bei  Glühlampen  würde  g  etwa  5,5 \  sein.) 

Danach  muss  es  praktischer  sein,  anstatt  das  Oel  direct  als 
Lichtquelle  zu  verwenden,  seine  Verbrennungswärme  zum  Treiben 
eines  Motors  zu  benutzen,  welcher  eine  Dynamomaschine  in  Gang 
erhält,  die  einen  elektrischen  Lichtbogen  erzeugt.  Im  Diesel-Motor 
kann  70%  der  Energie  des  Oels  in  mechanische  Energie  umgesetzt 
werden,  durch  die  Dynamomaschine  kann  etwa  90%  davon  in  elek- 
trische Energie  verwandelt  werden,  welche  zur  Speisung  des  Licht- 
bogens zur  Verfügung  steht;  danach  würde  der  Wirkungsgrad  der 
elektrischen  Beleuchtung,  berechnet  auf  den  Oelverbrauch,  sich 
treiben  lassen  auf 

g  =  0,38  .  0,7  .  0,9  =  24% . 

Es  ist  hierbei  allerdings  nicht  berücksichtigt,  dass  auch  die  Kolilen 
des  Lichtbogens  abbrennen.  Für  eine  Glühlampe  gewcihnliclier 
Construction,  welche  etwa  3V2Watt  pro  Kerze  erfordert,  würde 
g  =  3,4%  sein,  berechnet  auf  den  Verbrauch  an  Heizmaterial  des 
Motors.  Für  eine  N ernst' sehe  Glühlampe,  welche  l  Watt  pro  Kerze 
erfordert,*)  würde  sich  g  steigern  auf  12%. 

6.  Der  Druck  der  Strahlung.  Wir  wollen  den  Fall  be- 
trachten, dass  ebene  Wellen  von  einer  constanten  Lichtquelle  aus 
senkrecht  auf  einen  absolut  schwarzen  Körper  fallen.  Ein 
solcher  Körper  ist  dadurch  definirt,  dass  er  keine  Liclitstrahlen 
reflectirt  und  alle  in  ihn  eindringenden  Strahlen  vollkommen  absor- 
birt,  d.  h.  keine  hindurchlässt.^)   Nach  der  früher  gegebenen  Theorien 


1)  Je  nach  der  Beanspruchung  schwankt  der  Energieverbrauch  zwischen 
V2  bi»  1,8  Watt 

2)  Ein  voUkommen  schwarzer  Körper  kann  leuchten,  falls  seine  Tempe- 
ratur genügend  hoch  ist.  An  Stelle  der  Bezeichnung  „vollkommen  schwarz" 
wäre  daher  die  Bezeichnung  „vollkommen  absorbirend"  zutreffender. 
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der  Reflexion  des  Lichtes  muss  ein  idealer  schwarzer  Körper  den- 
selben Brechungsindex  wie  seine  Umgebung  haben,*)  damit  keine 
Reflexion  eintritt.  Ferner  nmss  er  einen  Absorptionsindex  besitzen, 
derselbe  darf  aber  nur  unendlich  klein  sein,  da  sonst  ebenfalls 
Reflexion  eintreten  würde  (vgl.  das  Kapitel  über  Metallreflexion), 
auch  wenn  der  Brechungsindex  gleich  dem  der  Umgebung  wäre. 
Damit  dann  kein  Licht  durch  den  Körper  hindurchdringt,  müsste 
derselbe  daher  unendlich  dick  sein.  Näherungsweise  kann  man 
sich  einen  schwarzen  Körper  durch  Ueberziehen  mit  Russ  oder,  da 
Russ  für  Wärmestrahlen  durchlässig  ist,  besser  mit  Platiumoor 
herstellen,  ferner  sind  Pech  oder  Obsidian  in  Wasserumgebung 
(nicht  in  Luft)  nahezu  schwarze  Körper.  Am  vollkommensten  wird 
eine  schwarze  Fläche  erreicht  durch  ein  enges  Loch  in  einem 
Hohlkörper.  Die  in  das  Loch  gelangende  Strahlung  wird  an  den 
Wänden  des  Hohlkörpers  vielfach  hin-  und  herreflectirt  und  da- 
durcli  vollkommen  absorbirt,  auch  wenn  die  Wände  des  Hohlkörpers 
nicht  vollkommen  schwarz  sind.  Nur  ein  kleiner  Theil  der  Strahlung 
wird  aus  dem  Loch  wieder  herausreflectirt  Dieser  Theil  ist  um 
so  geringer,  je  kleiner  das  Loch  im  Vergleich  zur  Oberfläche  des 
Hohlkörpers  ist. 

Aus  den  ebenen  Wellen,  welche  auf  den  schwarzen  Körper  M 
fallen  und  welclie  sich  parallel  der  positiven  z-Axe  fortpflanzen 
sollen,  wollen  wir  uns  eine  liichtröhre,  einen  parallel  zur  :-Axe 
verlaufenden  C'ylinder  vom  Querschnitt  q  ausgeschnitten  denken. 
Bei  :  ^-  0  möge  Energie  einströmen,  dieselbe  wird  im  schwarzen 
Kcirpei-,  der  sich  von  z  =  a  bis  z  -\-  oo  erstrecke,  vollkommen 
absorbirt,  d.  li.  in  Wärme  verwandelt.  Dieselbe  hat  innerhalb  der 
(beliebig  grossen)  Zeit  /  den  Betrag  K  •  7  •  T-  /,  falls  E  die  Energie 
der  Strahlung  bezeichnet,  welche  in  der  Volumeneinheit  des  vor 
Sl  befindlichen  Mediums  vorhanden  ist  und  V  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit der  Wellen  in  diesem  Medium  bedeutet. 

Wenn  wir  nun  den  schwarzen  Körper  um  die  Strecke  (I\.  in 
Richtung  der  Fortpflanzung  des  Lichtes  verschieben,  so  fällt  auf 
den  Körper  innerhalb  der  Zeit  t  weniger  Energie,  als  vorhin,  näm- 
lich die  in  dem  Volumen  q  •  dz  enthaltene  Energie  des  Mediums, 
d.  li.  q  •  (Ia  •  E.  Die  iinierhalb  der  Zeit  t  im  Körper  entwickelte 
Wäiine  ist  daher  auch  um  diesen  Betrag  (in  mechanischem  Maass 

])  Hiermit  ist  ausgesprochen,  dass  die  Definition  eines  Hchwarzen  Korpers 
von  der  Natur  seiner  Umgebung  abhängt. 
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gemessen)  geringier,  als  vorhin.  Nun  tritt  aber  in  die  Licbtröhre 
durch  Strahlung  stets  die  gleiche  Energie  ein,  unabhängig  davon, 
ob  S  verschoben  wird  oder  nicht.  Ferner  ist  in  dem  Volumen  q  •  dz, 
welches  der  Körper  Ä  bei  seiner  Verschiebung  geräumt  hat,  stets 
die  gleiche  elektromagnetische  Energie  der  Strahlung  enthalten, 
d.  h.  sie  ist  unabhängig  davon,  ob  dieses  Volumen  von  St  einge- 
nommen ist  oder  nicht,  da  der  Brechungsindex,  d.  h.  auch  die 
Dielektricitätsconstante  von  ß  mit  der  der  Umgebung  identisch  sein 
sollte  und  Beflexion  nicht  eintritt,  d.  h.  die  elektrischen  und  mag- 
netischen Kräfte  an  der  Oberfläche  des  Körpers  im  Medium  und 
in  Ä  die  gleichen  sind.  Wenn  daher  bei  der  Verschiebung  von  Jt 
um  dz  die  gleiche  innerhalb  t  in  die  Lichtröhre  eintretende  Energie 
weniger  Wärme  entwickelt,  als  wenn  Ä  nicht  verschoben  wird,  so 
muss  nach  dem  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  die  Differenz 
compensirt  werden  durch  eine  Arbeitsleistung,  die  mit  der  Ver- 
schiebung von  Ä  gewonnen  ist.  Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Form 
p  '  q  '  dx,  so  bezeichnet  p  den  Druck,  der  auf  S!  durch  die 
Strahlung  ausgeübt  wird.  Es  muss  also  nach  dieser  Ueber- 
legong  sein 

p  '  q  '  dz  =  q  -  dz  'lEj 
d.'h.  ;;  =  E.  (12) 

Der  Strahlungsdruck,  den  ebene  Wellen  bei  senk- 
rechter Incidenz  auf  einen  absolut  schwarzen  Körper  aus- 
üben, ist  also  gleich  der  in  der  Volumeneinheit  seiner 
Umgebung  enthalteneu  Energie  der  einfallenden  Wellen. 

Da  nach  §  4   der  Energiefluss  der  Sonnenstrahlung  auf  der 

Erdoberfläche  1,3-10    ^'^  pro  cm'^   beträgt,    so    ist   also    dieser 

Energiebetrag  in  3.10^^  cm^  durchstrahlter  Luft  enthalten.  Folg- 
lich ist  die  Energie  in  1  cm^: 

3 .  10" 

Diesen  Druck  üben  also  die  Sonnenstrahlen  auf  ein  Quadratcenti- 
meter  eines  schwarzen  Körpers  aus.    Der  Druck  ist  etwa  gleich 

dem  Gewicht  von  4  •  10~*  Milligramm,  also  so  klein,  dass  er 
experimentell  nicht  zu  constatiren  ist.  Dieser  im  Princip  existirende 
Strahlungsdruck  hat  aber  eine  grosse  theoretische  Bedeutung,  wie 
wir  im  nächsten  Kapitel  sehen  werden. 

Drude,  Lehrbnoh  d.  Optik.  29 
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7.  PreTOst's  Theorie  des  WBrmeanstauselies.  Jeder  Körper 
strahlt,  auch  wenn  er  nicht  leuchtet,  eine  gewisse  Energiemenge 
aus,  die  um  so  grösser  wird  und  um  so  mehr  Wellen  kurzer  Periode 
enthält,  je  höher  die  Temperatur  des  Körpers  wird.  Wenn  daher 
zwei  Körper  A  und  B  von  verschiedener  Temperatur  gegenüber- 
gestellt werden,  so  strahlen  beide  Körper  Energie  aus  und  auch 
der  heissere  empfängt  strahlende  Energie  vom  kälteren.  Die  Tempe- 
raturen beider  Körper  gleichen  sich  dadurch  aus,  dass  der  heissere 
mehr  Energie  ausstrahlt,  als  er  vom  kälteren  empfangt  und  absor- 
birt,  während  umgekehrt  der  kältere  mehr  Energie  empfängt,  als 
ausstrahlt.  Diese  Auffassung  der  Strahlungserscheinungen  hat 
zuerst  Prevost  ausgesprochen. 

Wenn  daher  zur  Bestimmung  der  Emission  eines  Körpers  A 
die  Temperaturerhöhung  in  einem  schwarzen  Körper  B,  welcher 
die  Strahlen  von  A  absorbirt,  gemessen  wird,  so  hängt  das  Resul- 
tat von  der  TemperaturdiflFerenz  der  beiden  Körper  A  und  B  ab. 
Man  würde  um  so  genauer  durch  die  Temperaturerhöhung  in  B  die 
volle  Emission  von  A  messen,  je  weniger  Energie  B  selber  aus- 
strahlt. Wenn  es  sich  daher  z.  B.  um  die  Energie  der  Lichtstrahlen 
einer  Quelle  A  handelt,  deren  Wärmestrahlen  durch  Absorption 
in  einem  Wassergefäss  vernichtet  werden,  so  kann  man  diese  Leucht- 
energie in  vollem  Betrage  durch  Absorption  in  einem  schwarzen 
Körper  B  messen,  welcher  gleiche  Temperatur  wie  das  Wasser- 
gefäss hat.  Denn  bei  Zinmiertemperatur  sendet  B  nicht  Licht- 
strahlen von  merklichem  Energiebetrage  aus,  sondern  nur  Wärme- 
strahlen, und  diese  empfangt  B  in  gleichem  Betrage  vom  Wassergefäss 
zuiück.  —  Dagegen  ist  die  Gesammtemission  einer  Lichtquelle 
etwas  höher,  als  sie  durch  Absorption  in  einem  schwarzen  Kr)rper  D 
von  Zimmertemperatur  gemessen  wird,  indess  ist  in  Anbetracht 
der  viel  höheren  Temperatur  der  Lichtquelle,  z.  B.  der  Sonne  oder 
einer  Flamme,  diese  Correction  zu  vernachlässigen  und  das  Resul- 
tat der  Messung  ist  practisch  unabhängig  von  Schwankungen  der 
Temperatur  des  Körpers  B,  —  Dagegen  ist  die  Temperatur  von  B 
sehr  wohl  zu  berücksichtigen,  wenn  die  Emission  eines  nicht  sehr 
viel  lieisseren  Kr>rper  Ä  gemessen  werden  soll.  Hiervon  soll  im 
nächsten  Kapitel  noch  mehr  die  Rede  sein. 
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Kapitel  n. 

Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Thermodynamik 

auf  reine  Temperaturstrahlung. 

1.  Die  beiden  üauptsätze  der  Thermodynamik*  Der  erste 
Hauptsatz  der  Thermodynamik  ist  das  Energieprincip,  nach  welchem 
mechanische  Arbeit  nui'  durch  Aufwendung  eines  gewissen  Enei^gie- 
quantums  zu  gewinnen  ist,  i  h.  durch  Zustandsveränderungen  der 
die  Arbeitsmaschine  speisenden  Körper.  Obgleich  nach  diesem  Sat^e 
ein  Perpetuum  mobile  unmöglich  ist,  d.  h.  eine  Maschine,  welche 
beliebig  viel  Arbeit  erzeugt,  ohne  dass  dabei  die  sie  speisenden 
Körper  eine  dauernde  Veränderung  erlitten,  so  wäre  doch  noch 
eine  kostenlos  arbeitende  Maschine  denkbar.  Energie  nämlich  st-t^ht 
genug  und  kostenlos  zur  Verfügung,  man  braucht  z.  B.  nur  an  das 
ungeheure  Energiequantum,  welches  als  Wärme^  im  M(»erwasser 
enthalten  ist,  zu  denken.  Nach  dem  ersten  Hauptsatze  wäre  nun 
eine  (kostenlos  arbeitende)  Maschine  denkbar,  welche  dadurch  ft)rt- 
während  nutzbare  mechanische  Energie  schafft,  dass  sie,  in  das 
Meerwasser  eingesenkt,  demselben  beständig  Wärme  entzieht  und 
dadurch  Arbeit  leistet.  Man  hat  die  Ueberzeugung,  dass  eine»  solche 
Maschine,  die  in  practischer  Hinsicht  ebenfalls  m\  pt»rpetuum  mobile 
darstellen  würde,  unmöglich  ist;  bei  allen  Motoren,  welche,  wie 
z.  B.  die  Dampfmaschine,  Wärme  in  Arbeit  umsetzen,  müssen  min- 
destens zwei  Wärmereservoire  verschiedener  Temp(»raturen  zu  Ge- 
bote stehen:  die  Kesselfeuerung  und  die  kältere  Tempt»ratur  der 
umgebenden  Luft  oder  des  Wasserdampfcond(»nsators.  Es  kann  nur 
allgemein  dann  Wärme  in  Arbeit  verwandelt  werden,  wenn  ein 
gewisses  Quantum  Q  einem  ReseiToir  htUierer  Temperatur  ent- 
nommen und  ein  kleineres  Wärmeciuantum  (/  an  ein  kälteres 
Reservoir  abgeliefert  wird. 

Wir  stellen  daher  als  einen  allgemeinen  Erfahrungssatz  auf, 
dass  man  nie  fortdauernd  auf  Kosten  von  Wärme  mecha- 
nische Arbeit  erzeugen  kann,  wenn  nur  ein  Wärmereser- 
voir von  überall  gleicher  Temperatur  zur  Verfügung  steht 
Dieser  Gedanke  bildet  den  Inhalt  des  zweiten  Hauptsatzes  der 
Thermodynamik. 

Wir  wollen  hier  zunächst  nur  eine  Folgerung  desselben  be- 
nutzen: Wenn  ein  nach  aussen  gegen  Wärme-  und  Arbeits- 

29* 
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abgäbe  geschütztes  (nach  aussen  abgeschlossenes)  System 
von  Körpern  zu  irgend  einer  Zeit  überall  die  gleiche 
Temperatur  hat,  so  kann,  falls  man  das  System  sich  selbst 
überlässt  nnd  falls  keine  Yer&nderimgen  in  der  Natar  der 
Korper  eintreten^  niemals  eine  Temperaturdifferenz  im 
System  entstehen.  Denn  man  könnte  eine  solche  Temperatur- 
differenz zum  Treiben  einer  Arbeitsmaschine  benutzen.  Wenn  dann 
durch  ihre  Wirkung  sich  die  Temperaturdifferenz  ausgeglichen 
haben  sollte,  so  würde  wieder  von  selbst  eine  solche  im  System 
entstehen.  Dann  könnte  man  wiederum  Arbeit  daraus  gewinnen 
und  so  in  inflnitum,  obgleich  ursprünglich  nur  Wärme  von  überall 
derselben  Temperatur  zu  Gebote  gestanden  hat  Dies  würde  gegen 
den  zweiten  Hauptsatz  Verstössen.  —  Es  ist  wichtig,  zu  bemerken, 
dass  man  auf  diesem  Wege  Wärme  von  ursprünglich  einerlei 
Temperatur  nur  dann  fortdauernd  zum  Arbeitsgewinn  benutzen 
könnte,  falls  dabei  die  Natur  der  Körper  des  Systems  un- 
geändert  bleibt.  Denn  wenn  diese  sich  verändern,  z.  B.  chemische 
Verbindungen  gebildet  werden,  so  hört  die  Arbeitsfähigkeit  des 
Systems  schliesslich  auf.  Durch  Eintreten  chemischer  Veränderungen 
kann  also  wohl  eine  ursprünglich  vorhandene  Temperaturgleich- 
heit gestört  werden;  dies  steht  nicht  im  Widerspruch  mit  dem 
zweiten  Hauptsatz;  wir  können  diese  Erscheinung  ja  auch  an  jedem 
Verbrennungsprocess  beobachten. 

2.  Temperaturstrahlung  nnd  Lnminiscenz.  Jeder  Körper 
stralilt  Energie  aus,  mindestens  in  der  Form  langwelliger  Wärme- 
strahlen. Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  Entweder  ver- 
ändert sich  der  Körper  seiner  Natur  nach  bei  diesem  Strahlungs- 
voi'gange  nicht,  er  würde  fortdauernd  in  gleicher  Weise  strahlen, 
falls  man  durch  Zufuhr  von  Wärme  seine  Temperatur  constant 
hält  Diesen  Vorgang  wollen  wir  als  reine  Temperaturstrahlung 
bezeichnen.  Oder  der  Körper  verändert  sich  bei  der  Strahlung,  es 
würde,  allgemein  gesprochen,  nicht  fortdauernd  dieselbe  Strahlung 
bestehen  bleiben,  auch  wenn  die  Temperatur  constant  gehalten 
würde.  Diesen  Vorgang  bezeichnet  man  als  Luminiscenz.  Die 
Ursache  der  Strahlung  liegt  in  diesem  Falle  nicht  in  der  Tempe- 
ratur des  Systeines,  sondern  in  einer  anderen  Energiequelle,  z.  B. 
bezeichnet  mau  als  Chemi-Luminiscenz  die  durch  chemische  Ver- 
änderunj^en  veranlasste  Strahlung,  wie  sie  z.  B.  beim  Phosphor  oder 
faulenden  Holze  dui'cli  langsame  Oxydation  bewirkt  wii'd.  Die  bei 
anderen  K(*)rpern  beobachtete  Erscheinung  des  sogenannten  Phos- 


AnwenduDg  des  zweiten  Haupt^^atzes  der  Thermodynamik  etc.        453 

phorescirens,  d.  h.  des  Nachleacht^DS  von  Körpern  nach  der  Be- 
lichtung, wird  als  Photo-Laminiscenz  bezeichnet.  Hier  ist  die 
Energiequelle  der  Strahlang  das  ursprünglich  in  den  Körper  von 
aussen  eingestrahlte  Licht,  welches  vielleicht  irgend  welclie  Ver- 
änderungen in  der  Natur,  z.  B.  dem  Molecülbau,  des  Körpers  be- 
wirkt hat,  die  nun  bei  der  Phosphorescenz  wieder  rückgängig 
werden.  Das  Leuchten  von  Geissl er' sehen  Röhren  im  hochge- 
spannten elektrischen  Strome  nennt  man  Elektro-Luminiscenz  etc. 

Es  ist  nach  dem  in  §  1  Gesagten  klar,  dass  der  zweite  Haupt- 
satz derThermodynamik  nurFolgerungen  für  reineTempe- 
raturstrahlungen  ziehen  lässt  Nach  der  oben  S.  450  ge- 
nannten Vorstellung  des  Wärmeaustausches  folgt  z.  B.,  dass  ein 
einmal  vorhandenes  Temperaturgleichgewicht  in  einem 
nach  aussen  abgeschlossenen  System  von  Körpern  durch 
reine  Temperaturstrahlung  derselben  niemals  gestört 
werden  kann;  aber  wohl  könnte  durch  Luminiscenz  der  Körper 
eine  Störung  des  Temperaturgleichgewichts  eintreten. 

Im  Folgenden  wird  immer  nur  reine  Temperaturstrahlüng 
vorausgesetzt 

3.  Das  Emissions- Vermögen  eines  vollkommen  spiegelnden 
oder  vollkommen  darehsiehtigen  Korpers  ist  Null.  Denken  wir 
uns  eine  sehr  grosse  Platte  eines  beliebigen  Körpers  K  eingeschlossen 
zwischen  zwei  Platten  SS  von  vollkommenen  Spiegeln.  Unter 
solchen  soll  ein  Körper  verstanden  werden,  welcher  die  ganze, 
auf  ihn  von  aussen  fallende  Strahlungsenergie  reflectirt  —  Ur- 
sprünglich sollen  K  und  SS  gleiche  Temperaturen  haben.  Man 
kann  K  und  SS  denken  als  Theile  eines  grösseren,  nach  aussen 
abgeschlossenen  Körpersystems  von  constanter  Temperatur.  Wenn 
nun  K  Energie  emittirt,  so  empfängt  K  dieselbe  durch  Reflexion 
an  SS  in  vollem  Betrage  zurück.  K  soll  ein  von  Null  verschiedenes 
Absorptionsvermögen  besitzen.  Unter  dem  Absorptionsver- 
mögen ^)  a  eines  Körpers  oder  einer  Fläche  soll  verstanden  werden 
das  Verhältniss  der  absorbirten  Energie  zu  der  von  aussen  zu- 
gestrahlten Energie.  Wenn  daher  die  Energiemenge  1  zugestrahlt 
wird,  so  wird  die  Energiemenge  a  absorbirt,   die  Energiemenge 


1)  Das  Absorptionsvermögen  a  ist  wohl  zu  unterscheiden  von  dem  oben 
8.  333  eingeführten  Absorptionsindex  x.  Ein  Metall,  z.  B.  Silber,  hat  einen 
sehr  grossen  Absorptionsindex  x,  aber  ein  äusserst  kleines  Absorptionsver- 
mögen a,  da  das  Silber  nahezu  alle  einfallende  Energie  reflectirt. 
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1  —  a  reflectirt,  falls  der  Körper  keine  Energie  dnrchlässt.  Diese 
Grösse  1  — a  ist  daher  das  Reflexionsvermögen  r=  1  —  a, 
falls  der  Körper  so  dick  ist,  dass  keine  Energie  ihn  durchdringt 
sonst  ist  r  <  1  —  a. 

Die  von  den  Spiegeln  SS  nach  K  reflectirte  Energie  wird  nun 
in  jrtheilweiseabsorbirt,theilweise  aber  wiederum  nach  SSreflectirt. 
Diese  Energie  wird  aber  wieder  vollkommen  an  SS  nach  K  zurtick- 
reflectirt  u.  s.  w.  Man  erkennt  leicht,  dass  der  Körper  K  jedenfalls 
im  stationären  Zustande  seine  ganze  ausgesandte  Energie  durch 
wiederholte  Reflexion  an  den  vollkommenen  Spiegeln  SS  in  vollem 
Betrage  wieder  absorbiren  muss,  da  SS  selber  nichts  von  dieser 
Energie  absorbiren.  Wenn  daher  die  Spiegel  SS  ebenfalls  Energie 
ausstrahlen  würden,  so  würde  die  Temperatur  des  Körpers  K  erhöht 
werden,  da  dann  K  ausser  der  von  ihm  selbst  ausgesandten  Energie 
noch  einen  TheiP)  der  von  SS  emittirten  Energie  absorbii-t 
Dagegen  die  Temperatur  der  Spiegel  würde  sinken,  da  sie  emittiren, 
aber  nichts  absorbiren.  Da  nun  durch  eine  Temperaturstrahlung 
nach  dem  zweiten  Hauptsatze  nicht  die  ursprünglich  vorhandene 
Temperaturgleichheit  gestört  werden  kann,  so  schliessen  wir,  dass 
das  Emissionsvermögen  *  eines  vollkommenen  Spiegels 
gleich  Null  ist.  —  Wenn  daher  irgend  ein  Körpersystem  von  einer 
nach  aussen  vollkommen  spiegelnden  Fläche  umgeben  ist,  so  ist 
es  gegen Strahlungnach  aussen  vollkommen  abgeschlossen. 
In  gleicher  Weise  kann  man  schliessen,  dass  das  Emissions- 
vermögeneinesvollkoramen  durchsichtigen  Körpers  gleich 
Null  ist.  Denn  denken  wir  uns  einen  beliebigen  absorbirenden 
Körpers  K  von  einem  durchsichtigen  Körper  umgeben,  und  das 
Ganze  in  eine,  nach  Aussen  und  Innen  spiegelnde  Hülle  eingeschlossen, 
so  musste  sich  der  durchsichtige  Körper  abkühlen,  wenn  er  emit- 
tirte,  da  er  nichts  absorbiii;. 

4«  Kirchhoff's  Gesetz  über  den  Zusammenhang  der  Emis- 
sion mit  der  Absorption.  Wir  denken  uns  ein  sehr  kleines 
Fläcbenelement  th-  aus  einer  absoi'birenden  Substanz  im  Centruiii 
einer  spiegelnden  Hohlkugel  vom  Radius  1,  welche  an  zwei  dia- 
metral gegenüberliegenden  Stellen  zwei  gleiche,  kleine  Oefi^nungen 
rM2  besitzt  (vgl.  Figur  108). 

ds   soll    klein    gegen   dSl  sein.      Die  von  ds    durch  je   eine 


1)  Nämlidi  den   von  SS  nach   dem  Körper  K  hingesandten   Theil   der 
ganzen  Strahlungsmenge. 
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Oetfnung  d^  ausgestrahlte  Enei^e  schreiben  wir  Dach  Formel  (3) 
auf  S.  443: 

dL  =  ids  008  (p  dSi ,  (1) 

wobei  q>  den  Neigungswinkel  der  Normale  auf  ds  gegen  den  mittleren, 
durch  d£I  und  ds  gelegten  Strahl  bezeichnet  *  wird  die  Strahlungs- 
intensität von  ds  in  der  Richtung  ^  genannt.  Ob  t  von  tp  abhängt, 
lassen  wir  zunächst  dahingestellt.  Alle  Energie,  welche  ds  in 
anderer  Richtung  entsendet, 
erhält  es  durch  Reflexion  an 
der  Hohlkugel  zurück  und 
absorbirt  diese  Energie 
(nach  wiederholter  Hin-  und 
HeiTcflexion)  schliesslich 
vollständig.  Die  Hohlkugel 
sei  nun  rings  umgeben  von 
einem  schwarzen  Körper  K\ 
dessen  äussere  Oberfläche 
vollkommen  spiegelnd  sei. 
K'  strahlt  daher  nur  nach 
Innen.  Ein  Theil  {dE')  der 
von  K'  entsandten  Energie 
gelangt  durch  die  beiden 
Oeflnungen  d£i  auf  das  Element  ds  und  wird  doi-t  theil  weise  absor- 
birt Von  einem  Fläclienelement  ds  der  schwarzen  Hülle  aus 
gesehen,  erscheint  das  Flächenelement  ds  unter  dem  räumlichen 
Winkel 


Fig.  108. 


dS^=  ^costp 


(2) 


falls  r  die  Entfernung  von  ds    und  dem  Orte  von  ds  bezeichnet. 
Die  von  ds'  nach  ds  ausgestrahlte  Energie  ist  also 


dL'=  i  ds'  cos  (p  d^' , 


(3) 


falls  /die  Strahlungsintensität  der  schwarzen  Fläche  in  der  Neigung  (p' 
gegen  die  Normalenrichtung  bedeutet  Die  Gesammtheit  aller  auf 
ds  strahlenden  Flächenelemente  ds  hat  nun  die  Grösse: 


2Jds  =  r^  dOi :  costp  , 


(4) 


wobei  r  und  (p  für  die  einzelnen  Flächenelemente  ds  als  constant 
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angenommen  ist.  Dalier  schreibt  sich  die  ganze  von  K!  durch  eine 
OeflFnung  dil  auf  das  Flächenstück  ds  zugestrahlte  Energie 

(5)  rf^=  2:rfL'=  i'  r2.  dQ,dS[, 
oder  nach  (2): 

(6)  dBf=  %  dQ  ds  co8g>. 

Ebenso  wird  von  der  anderen  Seite  dem  ds  die  Energie  zugesandt: 

(7)  dEf'=  i'  -  dQ,  ds  cosq>  ^ 


wobei  %  von  %  unterschieden  ist,  falls  nämlich  diese  Grösse  von 
dem  Winkel  q)  abhängen  sollte  und  falls  tp  auf  beiden  Seiten  der 
Hülle  verschieden  ist. 

Wenn  nun  ursprünglich  Temperaturgleichgewicht  herrscht,  so 
darf  dieses  durch  die  Strahlung  nicht  gestört  werden.  Die  von  da 
nach  beiden  Seiten  durch  die  beiden  Oeifiiungen  dQ  emittirte 
Energie  2dL  muss  also  compensirt  werden  durch  die  absorbirte 
Energie  a  (dE'+  dE"),  falls  a  das  Absorptionsvermögen  von  ds  für 
die  Strahlungsrichtung  tp  bezeichnet  Nach  dem  zweiten  Haupt- 
satze ist  also  nach  (1),  (6)  und  (7): 

(8)  2i  =  a(i  +  t'). 

Diese  Gleichung  muss  unverändert  bleiben,  falls  die  schwarze  Hülle  Ä"' 
ihre  Gestalt  ändert,  wodurch  tp  variirt.  Daher  muss  t  =  %'  un- 
abhängig von  (p  sein,  d.h.  die  Strahlungsintensität  i  einer 
schwarzen  Fläche  ist  unabhängig  von  der  Richtung  der 
Strahlung.  —  Aus  (8)  folgt  daher 

(9)  t  =  a  •  i\ 

Wenn  mau  als  Fläche  ds  verschiedene  schwarze  Körper  wählt, 
während  die  Substanz  von  ds  unverändert  bleibt,  so  muss  daher 
nach  (9)  allemal  auch  i  constant  bleiben,  d.  b.  die  Strahlungs- 
intensität eines  schwarzen  Körpers  hängt  von  seiner 
speciellen  Natur  nicht  ab,  sondern  ist  eine  universelle 
Function  j9  der  Temperatur.^)  Die  Beziehung  (9)  kann  man  daher 
so  aussprechen: 

1)  Diese  Function  kann  noch  durch  den  Brechungsindex  des  durchstrahltcD 
Raumes  beeinflusst  werden.  Davon  soll  weiter  unten  die  Rede  sein.  Hier  ist 
zunächst  dieser  ßrechungsindex  =  1  angenommen,  d.  h.  der  durchstrahlte 
Raum  soll  das  Vacuum  sein. 
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Das  Verhältniss  zwischen  der  Strahlungsintensität 
xmd  dem  für  gleiche  Strahlneigung  geltenden  Absorptions- 
'vermögen  eines  beliebigen  Körpers  hängt  nur  von  seiner 
rremperatur  ab;  dies  Verhältniss  ist  nämlich  gleich  der 
Strahlungsintensität  eines  schwarzen  Körpers  von  gleicher 
Temperatur.  Diese  Sätze  rühren  von  Kirch  ho  ff*)  her.  Die 
aufgestellten  Sätze  gelten  nicht  nur  für  die  Gesammtstrahlungs- 
intensität,  sondern  auch  für  die  Strahlungsintensität  jeder 
beliebigen  Wellenlänge  X  gilt  das  Kirchhoffsche  Gesetz: 

ix  =  ax  •  »/.  (9') 

Bringen  wii'  nämlich  hinter  einer  Oeifnung  du  des  Hohlspiegels 
(S.  455)  ein  dispergirendes,  vollkommen  durchsiclitiges  Prisma  an, 
so  können  wir  eine  ganz  bestimmte  Wellenlänge  der  vom  Flächen- 
stück ds  nach  aussen  gesandten  Strahlen  auf  einen  schwarzen 
Körper  fallen  lassen,  während  alle  anderen  Strahlengattungen  durch 
ToUkommene  Spiegel  wieder  durch  das  Prisma  und  die  Oeifnung 
dSi  auf  ds  zurückgeworfen  werden.  Also  auch  allein  innerhalb  eines 
schmalen  Bereiches  von  Wellenlängen,  die  zwischen  Z  und  X  +  dX 
liegen,  muss  die  vorige  Betrachtung  gelten,  welche  zur  Gleichung  (9) 
führte. 

Die  Gleichung  (9)  oder  (9')  muss  sogar  für  jede  bestimmte 
Polarisationsrichtung  der  Strahlen  einzeln  gelten.  Denkt 
man  sich  nämlich  hinter  dS^  ein  Prisma  eines  durchsichtigen, 
doppelbrechenden  Krystalles  aufgestellt,  so  werden  die  Wellen  ver- 
schiedener Polarisationsrichtung  räumlich  getrennt  in  zwei  Wellen- 
züge. Den  einen  Wellenzug  kann  man  nun  wiederum  allein  auf 
einen  schwarzen  Körper  fallen  lassen,  während  der  andere  durch 
Spiegelung  nach  ds  zurück  gelangt.  Die  oben  angestellten  Be- 
trachtungen führen  dann  zur  Gleichung  (9'),  welche  also  auch  füi- 
irgend  eine  beliebige  Polarisationsrichtung  giltig  ist. 

5.  Folgerungen  ans  dem  Kirchhof fsehen  Gesetz.  Wenn 
man  einen  schwarzen  Körper  allmählich  erhitzt,  so  sendet  er  von 
einer  gewissen  Temperatur  an,  die  etwa  bei  525^  Geis,  liegt,  sicht- 
bares Licht  aus.     Dasselbe  hat  zunächst  grosse  Wellenlängen 2) 


1)  Siehe  Ostwald' s  Klassiker,  No.  100. 

2)  Das  erste  ausge«andte  Licht  wird  bei  subtiler  Beobachtung  nicht  roth, 
sondern  gespenstergrau  gesehen.  Dies  erklärt  sich  dadurch,  dass  die  Netzhaut 
des  menschlichen  Auges  zwei  lichtempfindliche  Organe,  die  Stäbchen  und  Zapfen, 
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(Rothglut),  bei  weiterer  Teraperatursteigerung  treten  auch  kleinere 
Wellenlängen  in  merkbarer  Menge  hinzu  (bei  1000  ^  beginnt  die 
Gelbglutb,  bei  1200  ^  die  Weissgluth).  Die  Gleichung  (9')  besagt 
nun,  dass  kein  Körper  bei  niedrigerer  Temperatur  zu  leuchten 
beginnen  kann,  als  ein  schwarzer  Körper,  sondern  dass  alle  Körper 
bei  gleicher  Temperatur  (etwa  bei  525  ^)  anfangen,  (roth)  zu  leuch- 
ten (Drap  er 's  Gesetz).^)  Die  Intensität  des  Leuchtens  hängt 
allerdings  vom  Absorptionsvermögen  ax  des  Körpers  bei  der  be- 
treffenden Temperatur  ab.  Blanke  Metalle  z.B.,  die  auch  bei 
hoher  Temperatur  ihre  gi-osseßeflexionsfahigkeit  bewahren,  leuchten 
viel  weniger,  als  Russ.  Ein  Russstreifen  auf  der  Oberfläche  eines 
Metalls  tritt  daher  beim  Glühen  als  heller  Streifen  auf  dunkelem 
Grunde  hervor.  —  Ebenso  leuchtet  ein  durchsichtiger  Glasstab  bei 
Glühtemperatur  sehr  wenig,  weil  sein  Absorptionsvermögen  sehr 
klein  ist.  —  Bildet  man  aus  irgend  einem  Metall  einen  Hohlkörper 
mit  einem  kleinen  Loch,  so  verhält  sich  dieses  wie  ein  nahezu 
idealer  schwarzer  Körper  (cf.  oben  S.  448).  Das  Loch  muss  also 
beim  Glühen  sich  hell  abzeichnen  auf  der  äusseren  Fläche  der  Hohl- 
kugel, da  diese  nur  geringeres  Absorptionsvermögen  hat 

Bei  allen  nicht  schwarzen  Körpern  mit  glatter  Oberfläche 
nimmt  das  Reflexionsvermögen  zu,  wenn  der  Einfallswinkel  der 
Strahlung  wächst,  daher  nmss  das  Absorptionsvermögen  abnehmen. 
Nach  (9')  ist  daher  bei  allen  nicht  schwarzen  Flächen  die 
Strahlungsintensität  i  für  senkrecht  aus  der  Fläche  aus- 
tretendeStrahlung  grösser,  als  für  schiefe  Strahlung.  Das 
coÄ-GesetzderStrahlunggilt  daher  strengnurfürschwarze 
Flächen. 

Bei  schiefer  Incidenz  hängt,  wie  wir  oben  S.  262  berechneten, 
das  Reflexionsvermögen,  und  daher  das  Absorptionsvermögen  eines 
Kiirpers  vom  Polarisationszustaude  der  einfallenden  Strahlen  ab. 


besitzt.  Erstere  sind  die  lichtempfindlichsten,  sie  sind  aber  farbenblind.  Der 
gelbe  Fleck,  d.  h.  der  Ort  des  deutlichsten  Sehens  der  Netzhaut,  besitzt  nun 
viel  Zapfen,  aber  wenig  Stäbchen.  Daher  findet  der  erste  Lichteindruck  (grau) 
in  peripheren  Netzhautstellen  statt.  Sowie  der  Gegenstand  fixirt  wird,  d.  h. 
sein  optisches  Bild  auf  den  gelben  Fleck  gebracht  wird,  verschwindet  der  Licht- 
eindruck wieder.    Daher  erklärt  sich  das  Gespensterartige  der  Erscheinung 

])  Jede  Ausnahme  vom  Draper' sehen  Gesetz,  wie  z.B.  die  Phosphores- 
cenz  bei  niedriger  Temperatur,  besagt,  dass  es  sich  um  keine  reine  Temperatur- 
strahlung handelt,  sondern  dass  bei  der  Strahlung,  auch  wenn  die  Temperatur 
constant  bleibt,  irgend  welche  Energieveränderungen  eintreten. 
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Daher  sendet  ein  Körper  in  schiefer  Richtung  partiell 
polarisirte  Strahlung  aus,  und  zwar  muss  diejenige Componente 
des  Lichtes  stärker  sein,  welche  senkrecht  zu  der  durch  den  Strahl 
und  die  Normale  gehende  Ebene  polarisirt  ist,  weil  diese  schwächer 
reflectirt,  also  (wenn  der  Körper  nicht  vollkommen  durchsichtig  ist) 
stärker  absorbirt  wird.  —  Bei  Krystallen,  z.  B.  dem  Turmalin,  hängt 
auch  bei  senkrechter  Incidenz  das  Absorptionsvermögen  vom  Polari- 
sationszustande des  einfallenden  Lichtes  ab.  Wenn  daher  diese  Eigen- 
schaft der  Tunnalin  auch  bei  Glühhitze  behält,  so  muss  eine  glühende 
Turmalinplatte  partiell  polarisirtes  Licht  auch  in  der  Richtung 
ihrer  Normale  emittiren.  Diese  Folgerung  hat  Kirch  ho  ff  experi- 
mentell bestätigt.  In  der  Glühhitze  ist  allerdings  beim  Turmalin 
die  Abhängigkeit  der  Absorption  vom  Polarisationszustande  des 
Lichtes  wesentlich  geringer,  als  bei  Zimmertemperatur. 

Eine  wichtige  Anwendung  seines  Gesetzes  machte  Kirchhoff 
selbst  zur  Erklärung  der  ümkehrung  der  Spectrallinien  und  der 
Fraunhofer'schen  Linien  im  Sonnenspectrum.  Wenn  nämlich 
das  von  einem  weissglühenden  Körper  (z.  B.  elektrischem  Bogenlicht) 
ausgehende  Licht  dui-ch  eine  Natriumflamme  von  niedrigerer  Tem- 
peratur hindurchtritt,  so  zeigt  das  Spectrum  eine  dunkele  D-Lime 
auf  hellerem  Grunde.  Denn  Natriumdampf  hat  bei  genügender  Er- 
hitzung nur  eine  starke  Emission  für  die  D-Linie,  folglich  muss  er 
auch  Licht  von  nur  dieser  Wellenlänge  stark  absorbiren.  Die  Na- 
triumflamme absorbirt  daher  das  vom  Bogenlicht  ausgesandte  Licht 
der  der  Z)-Linie  entsprechenden  Wellenlänge,  sie  emittirt  allerdings 
auch  die  gleiche  Wellenlänge,  aber,  falls  die  Natriumflamme  kühler 
ist,  als  das  Bogenlicht,  in  schwächerer  Intensität,  als  letzteres. 
Daher  muss  im  Spectrum  an  der  Stelle  der  Z)-Linie  die  Intensität 
geringer  sein,  als  an  den  Stellen  anderer  Wellenlängen,  welche 
die  Natriumflamme  ungeschwächt  hindurch  lässt.  ^)  Nach  dieser  Auf- 
fassung erklären  sich  die  Fraunhofer'schen  Linien  im  Sonnen- 
spectrum durch  die  Absorption  des  aus  dem  heissen  Sonnenkerne 
kommenden  Lichtes  durch  kühlere  Metalldämpfe  und  Gase  an  der 
Oberfläche  der  Sonne.  Indess  setzt  diese  Anwendung  desKirchhoff- 
schen  Gesetzes  voraus,  dass  das  Leuchten  der  Gase  und  Dämpfe  eine 
reine  Temperaturstrahlung  ist.    Das  scheint  nun  nach  Versuchen 


1)  Weiteres  zur  Demonstration   der  Umkehr  der  SpectraUinien  vgl.  bei 
Müller-Pouillet  (Lummer),  Optik  1897,  8.  333  u.  ff. 
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von  Pringsheim  meist  nicht  der  Fall  zu  sein.   Auf  diesen  Punkt 
soll  im  §  1  des  Kapitels  III  näher  eingegangen  werden. 

6.  Die  AbhBngigkeit  der  StraUungsintensitit  Tom  Bre- 
chnngsindex  der  Umgebung.  Wir  wollen  uns  zwei  unendlich 
grosse  Platten  PP'  zweier  schwarzer  Körper  parallel  gegenüber 
gestellt  denken.  Die  äusseren  Seiten  von  PP^  seien  durch  spiegelnde 
Belegungen  S^  gegen  Strahlung  nach  aussen  und  von  aussen  ge- 
schützt Bisher  haben  wir  nun  immer  vorausgesetzt,  dass  der  Baum, 
in  welchem  die  Strahlung  stattfinden  soll,  absolut  leer  sei,  oder 
mit  einem  homogenen,  vollkommen  durchsichtigen  Körper,  z.  B.  Luft, 
gefüllt  sei.  Wir  wollen  jetzt  diese  Voraussetzung  fallen  lassen,  und 
annehmen,  dass  P  an  den  leeren  Kaum,  dagegen  P'  an  einen  voll- 
kommen durchsichtigen  Körper  vom  Brechungsindex  n  für  eine 
beliebige  Wellenlänge  X  anstosse.  *)  Die  Begrenzung  dieses  Mediunis 

bilde    die   unendlich    grosse 
P  Ebene  E   (vgl.  Figur   109), 

welche  den  Platten  PP'parallel 


-E 


m^^^^mMM—''     anzunehmen    ist,    damit    P 
P,g  j^  überall  im  Vacuum  liege. 

Ein  Plächenelement  ds  von 
P  strahlt  nun  innerhalb  eines  ringförmigen  Elementarkegels,  dessen 
Erzeugende  die  Winkel  (p  und  (p  +  d(p  mit  der  Normale  auf  ds 
bilden,  nach  S.  77  die  Energiemenge  aus: 

(10)  dJj  =  2jci  ds  sin(p  cosq>  dq> . 

Hierin  bezeichnet  i  die  Strahlungsintensität  von  P.  Die  emittirte 
Energie  dL  wird  zum  Theil  an  der  Ebene  E  reflectirt  und  auf  P 
dann  wieder  absorbirt,  ihr  Betrag  sei 

(11)  ö?Lr  =  2jti  ds  sing)  cosfp  d(p  •  r^, 

wobei  r,f.  den  Reflexionsfactor  an  der  Grenze  E  für  den  Einfalls- 
winkel 9)  der  Strahlen  bezeichnet.  Der  Rest  der  Energie  dL  —  dir 
gelangt  nach  P'  und  wird  dort  absorbirt. 

Analog  ist  die  von  einem  Flächenelemente  ds  auf  P'  entsandte 
Energie  innerhalb  eines  ringförmigen  Elementarkegels,  dessen  Er- 

1)  Damit  /*  und  P'  beide  ideal-schwarze  Kr)rper  sind,  dürfen  sie  in  diesem 
Falle  nicht  aus  derselben  Substanz  bestehen,  da  ein  schwarzer  Korper  den 
Brechungsindex  seiner  Umgebung  haben  muss  (cf.  oben  S.  448). 
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zeugende  die  Winkel  x  iind  Z  +  ^;c  »üt  der  Normale  auf  P'  bilden: 

dL  =  2jtt  ds  sinx  ^*  X  ^X » 


wobei  %   die  Strahlungsintensität  von  P'  bedeutet   Durch  Reflexion 
an  E  gelangt  nach  P'  zurück: 

dLr^=^  2jti  ds  sinx  ^^X  ^X  '  ^x  i 
die  Energie 

dL'*=  dL' —  dLr'=  2xt  ds  sinx  cosx  dx  (1  —  ^x)  (12) 

gelangt  nach  P  und  wird  dort  absorbirt 

Die  Constanz  der  Temperatur  von  P  verlangt: 


fdL  =  fdLr+  fdL'\ 


d.  h.  nach  (10),  (11)  und  (12),  da  die  Strahlungsintensitäten  i,  %  nach 
S.  456  vom  Winkel  g?,  bezw.  x  der  Strahlung  unabhängig  sind: 


1^  :/2 


i  I  sintp  costp  dq*  (1  —  r^)  =  ^  I  sinx  ^^X  ^X  (^  —  '^x)  •         (^3) 

0  0 

Nun  ist  zu  berücksichtigen,  dass  rx=  1  ist  für  Winkel  Xj  deren 
sin  x7>  ^n  ist,  da  dann  Totalreflexion  an  der  Ebene  E  eintritt. 
Das  Integral  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  braucht  daher  nur  von 
X  =  0  bis  X  "=^X  erstreckt  zu  werden,  wo  sin  x  =  ^/w  ist;  wir 
wollen  zunächst  n  für  alle  Wellenlängen  als  constant  annehmen. 
Man  kann  daher  in  (13)  9)  und  x  als  ein  zusammengehöriges  Paar 
eines  Einfalls-  und  eines  Brechungswinkels  auffassen,  die  durch 
das  Brechungsgesetz: 

sin  cp  :  sin  X  =  w        .  (14) 

mit  einander  verbunden  sind,  und  kann  dann  die  Integration  nach 
g)  von  9)  =  0  bis  9)  =  ^/i  erstrecken.    Aus  (14)  folgt  nun 

sin X^^X^X^^  ~2  ^^ g)  cosg)  dtp ,  (15) 

ferner  ist  nach  den  früher  auf  S.  262  gegebenen  Formeln  (24)  für 
jegliche  Polarisationsrichtung  und  daher  auch  für  natürliches  Licht 
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r^  =  r^.  Denn  die  reflectirte  Amplitude  beträgt  nach  jenen  Formeln 
(abgesehen  vom  Vorzeichen ,  auf  das  es  hier  nicht  ankommt)  stets 
denselben  Bruchtheil  der  einfallenden  Amplitude,  wobei  es  gleich- 
giltig  ist,  ob  (p  der  Einfalls-  und  %  ^^r  Brechungswinkel  ist,  oder 
ob  umgekehrt  q>  der  Brechungs-  und  x  der  Einfallswinkel  ist,  d.  h. 
die  Reflexiousfactoren  sind  dieselben,  falls  das  Licht  yon  oben  auf 
die  Ebene  E  unter  dem  Winkel  tp  einfällt,  oder  von  unten  unter 
dem  Winkel  Xi  falls  sirnp  :  sinx  =  n  ist  Daher  folgt  aus  (13)  und 
(15),  falls  man  r^  =  r^  setzt: 

ii6)ifsin<pcos.p(i-r,)ä^^lJsin^cos„il-r,)ä^. 

O  0 

Da  nun  das  auf  beiden  Seiten  auftretende  Integral  nicht  Null  ist, 
so  ergiebt  die  Division  mit  demselben  die  Beziehung: 

(17)  t  :i^=  n^, 

d.h.  die  Strahlungsintensitäten  zweier  schwarzen  Flächen 
verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Brechungsindices  der 
sie  umgebenden  Medien.') 

Dieser  Satz  bezieht  sich  zunächst  nur  auf  die  Gesammtstrah- 
lung,  und  der  Brechungsindex  n  war  für  alle  Wellenlängen  oder 
Schwingungsperioden  Tconstant  gesetzt.  Der  Satz  (17)  gilt  aber 
auch  für  die  Theilstrahlungen  einer  bestimmten  Strah- 
lungssorte der  Periode  T.  Die  Strahlungsintensität  von  r  für 
Strahlen,  deren  Periode  zwischen  T  und  7'+  dT  liegt,  sei  be- 
zeichnet durch  IT  •  dT,  Analog  sei  die  Strahlungsintensität  von  P' 
für  diese  Strahlengattung:  ir  -  dT,    Dann  ergiebt  die  Formel  (16): 


"'2 


(>S) 


2  dT  (iT  —  J2)    /  ^in  cp  cos  y  (1  —  r^)  (/  9)  ==  0 . 


Die  2^  ist  über  alle  Perioden  von  T  =  0  bis  T  =  oc  zu  erstrecken. 

1)  Auch  dieser  Satz  rührt  von  Kirchhoff  her  (cf.  Ostwald 's  Klassiker 
No.  1()(),  S.  33).  Irrthümlicher  Weise  wird  der  Satz  oft  Claus ius  zu  geschrie- 
ben, der  ihn  aber  erst  einige  Jalire  nach  der  Publication  von  Kirchhoff  aus- 
gesprochen hat.  —  P^xperinientell  ist  dieser  Satz  annähernd  bestätigt  durch 
SmolochowskideSmolan  (Compt.  Rend.  123,  S.  230,  1896,  Wied.  Beibl.20, 
S.  974,  1890),  weh-her  die  Strahlung  in  Luft  und  in  Schwefelkohlenstoff  mit 
einander  verglich. 
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Man  kann  sich  nun  auch  zwischen  beide  Körper  P  und  P' 
eine  durchsichtige  Lamelle  eingeschaltet  denken,  welche  vorzugs- 
weise gewisse  Wellenlängen  X  hindui-ch  lässt,  dagegen  andere 
reflectirt.  Stets  muss  die  Gleichung  (18)  bestehen,  je  nach  der  Dicke 
und  Natur  der  Lamelle  ist  aber  r,^  eine  verschiedene  Function 
von  T.  Damit  nun  (18)  bestehen  kann  für  beliebig  zu  variirendes 
r^  ,  muss  jedes  einzelne  Glied  der  2  in  (18)  verschwinden,  d.  h.  es 
muss  für  jedes  T  die  Beziehung  bestehen'): 

IT  :  *>=  n^»  (19) 

Für  einen  nicht- schwarzen  Körper  nmss  nach  dem  Kirch- 
hoff sehen  Gesetz  (9')  das  Verhältniss  der  Strahlungsintensität 
u  zum  Absorptionsvermögen  ax  proportional  zum  Quadrat  des  Bre- 
chungsindex n  des  umgebenden  Mediums  sein.  Da  man  die  Ver- 
änderung von  ai  mit  n  an  der  Hand  der  Reflexionsformeln  berechnen 
kann,  so  ergiebt  sich  daraus  die  Abhängigkeit  des  ix  von  n.  Jeden- 
falls ist  also  bei  nicht-schwarzen  Körpern  die  Strahlungs- 
intensität nicht  streng  proportional  zu  w^. 

1.  Der  Slnussatz  bei  der  optischen  Abbildung  von  Flächen- 
elementen. Wenn  ein  Flächenelement  ds  durch  ein  symmetrisch 
zu  seiner  Normale  liegendes  Strahlenbündel  vom  Oeffnungswinkel 
u  optisch  abgebildet  wird  in  ein  Flächenelement  ds,  wobei  der 
Oeflfnuugswinkel  des  Bildstrahlenbündels  den  Werth  u  besitze,  so 
nmss  die  ganze  von  ds  innerhalb  des  betrachteten  Strahlenbündels 
ausgestrahlte  Energie  dem  Stück  ds  zugestrahlt  werden  und  um- 
gekehrt muss  ds  auf  ds  stralilen,  da  die  Lichtstralilen  die  Wege 
der  Energieströnmng  bezeichnen.  Denken  wir  uns  daher  ds  und  ds 
als  schwarze  Fläclien  gleicher  Temperatur,  welche  auf  ihren  ab- 
gewandten Seiten  spiegelnd  belegt  sind,  so  muss,  da  sich  keine 
Temperaturdifferenz  zwisclien  ds  und  ds  durch  die  Strahlung  aus- 
bilden darf,  die  von  ds  entsandte  Energie  dL  gleich  sein  der  von 
ds   ihm  zugesandten  und  in  ds  absorbirten  Energie  dL\    Wenn  nun 


1)  Auch  auf  dem  auf  S.  455  eingeschlagenen  Wege  kann  man  das  Ge- 
setz (17)  erhalten,  wenn  man  den  Raum  ausserhalb  der  Hohlkugel  mit  einem 
anderen  Medium  erfüllt  denkt,  als  den  Raum  innerhalb  der  Hohlkugel,  nur 
ist  die  Rechnung  etwas  complicirter.  Da  man  bei  jener  Anordnung  dann  durch 
Brechung  oder  Beugung  die  Wellen  der  verschiedenen  Perioden  T  räumlich 
von  einander  trennen  kann,  so  ergiebt  sich  dann  nach  den  Schlüssen  der  S.  455 
aus  (17)  sofort  das  Gesetz  (19). 
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ds  in  einem  Medium  vom  Brechungsindex  n  liegt,  ds  im  Brechungs- 
index n\  und  falls  mit  ü  die  Strahlungsintensität  einer  schwarzen 
Fläche  im  Vacuum  bezeichnet  wird,  so  ist  die  Strahlungsintensität 
von  ds  nach  (17)  i  =  n^'ioy  diejenige  von  (is' :  t'==n2-io.  Ferner 
ist  nach  (4)  S.  444 


dL  =  jc  '  ds  '  i  '  sifi^  u ,   dÜ=  Jt  <  ds  -  %  -  sin^  u  . 

Daher  folgt  aus  dFj  =  dÜ: 

jt  ds  n^  io  sin^  u  =  xdsn^iosin^Uj 
d.  h. 

(20)  ds  n^  sin^u  =  ds'  n  ^  sirfi  u  . 

Dies  ist  der  oben  auf  S.  58,  Formel  (46)  abgeleitete  Sinus- 
satz. Die  dortige  Ableitung,  welche  rein  geometrisch  verfährt  ist 
complicirter  als  die  hier  gegebene,  welche  auf  energetischer  Grund- 
lage basirt. 

8.  Die  absolute  Temperatur«  Wie  wir  oben  S.  451  an  der 
Dampfmaschine  erläuterten,  kann  mit  Hülfe  einer  geeigneten  Vor- 
richtung (Maschine)  dadurch  Arbeit  erzeugt  werden,  dass  eine 
gewisse  Wärmemenge  TF,  einem  Reservoir  1  entnommen  wird, 
und  eine  andere  (kleinere)  Wärmemenge  W^  an  ein  Reservoir  2, 
welches  kälter  als  das  Reservoir  1  ist,  abgegeben  wird.  Die  Maschine 
kann  dabei  in  ihren  Anfangszustand  vollkommen  zurückkehren,  sie 
kann  einen  sogenannten  Kreisprocess  durchmachen.  Das  Princip 
der  Ei*haltung  der  Energie  erfordert  dann,  dass  die  erzeugte  Ar- 
beit A  gleich  der  Differenz  der  (mechanisch  gemessenen)  Wärme- 
mengen H'j  und  M\  ist: 

(21)  A=]\\  —  TFj  . 

Nun  denke  man  sich  zwei  Maschinen  M  und  if*  mit  einander 
verglichen,  welche  beide  bei  einem  einmaligen  Kreisprocess  die 
gleiche  Wärmemenge  W^  dem  ReseiToir  1  entziehen.  Sie  können 
aber  eventuell  verschiedene  Wärmemengen  W^  und  W^'  an  das 
Reservoir  2  abliefern.  Dann  sind  auch  die  von  ihnen  geleisteten 
Arbeiten  A  und  Ä  verschieden,  es  ist  nach  (21): 

A  =  TFi  —  IFj  ,    -4'  =  ir,  —  Tr/ . 

Die  Maschine  M  soll  nun  so  construii-t  sein,  dass  man  sie  auch 
in  umgekehrter  Richtung  laufen  lassen  kann,  (sie  soll  einen  um-   • 
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kehrbaren  Kreisprocess  beschreiben),  wobei  sie  die  Wärmemenge 
1^2  aufnimmt  vom  Reservoir  2,  die  Menge  W^  abgiebt  an  Reser- 
voir 1 ,  und  dementsprechend  die  Arbeit  —  Ä  leistet  Wenn  wir  nun 
einen  Kreisprocess  der  Maschine  iT  combiniren  mit  einem  solchen 
umgekehrten  Kreisprocess  der  Maschine  If,  so  wird  im  Ganzen 
die  Arbeit  geleistet: 

Ä  —  A=W2  —  HV  •  ("^2) 


Diesen  Vorgang  können  wir  uns  beliebig  oft  wiederliolt  denken. 
Je  nach  dem  Vorzeichen  von  If  2  ~"  ^^2  wird  dann  dem  Reservoir  2 
dauernd  Wärme  entzogen  oder  zugeftilirt,  während  dem  Reservoir  1  in 
Summa  weder  Wärme  zugeführt,  nocli  entzogen  wird.  Wir  können 
daher  in  diesem  Falle  das  Reservoir  1  als  endlich  voraussetzen 
und  mit  als  einen  Theil  der  Maschine  betrachten,  welche  Kreis- 
processe  beschreibt,  und  können  das  Reservoir  2  als  die  Umgebung 
der  Maschine,  z.  B.  als  das  Meerwasser,  dessen  Wärme-Inhalt 
praktisch  als  unendlich  gross  zu  betracliten  ist,  ansehen.  Wenn 
nun  ä'  —  ^  >  0  wäre,  so  würde  daher  eine  Vorrichtung  construirt 
sein,  welche  durch  Benutzung  nur  eines  unendlich  grossen  Wärme- 
reservoirs beliebig  viel  Arbeit  scliafft.  Dies  ist  nach  dem  zweiten 
Hauptsatz  der  Thermodynamik  (cf.  S.  451)  unmöglicli.  Es  kann 
daher  nur  sein*): 

Ä  —  A<0,    d.  h.    A>A\  (23) 

in  Worten:  von  allen  Maschinen,  welche  eine  bestimmte  Wärme- 
menge ir,  bei  einer  bestimmten  Temperatur  aufnehmen  und  Wärme 
an  ein  kälteres  Reservoir  abliefern,  und  welclie  ferner  in  einem 
Kreisprocess  arbeiten,  leistet  diejenige  Maschine  die  grösste 
Arbeit,  welche  einen  umkehrbarenKreisprocess  beschreibt. 
Für  eine  solche  Mascliine  ist  die  Arbeit  A,  welche  aus  einer  be- 
stimmten aufgenommenen  Wärmemenge  TK,  gewonnen  wird,  daher 
eine  ganz  bestimmte,  da  es  ein  endliches  Maximum  ist,  d.  h.  diese 
Arbeit  A  bestimmt  sidi  nur  aus  der  aufgenommenen  Wärme  \V^  und 
den  Temperaturen  der  beiden  Reservoire,  ist  dagegen  von  den  be- 
sonderen Einrichtungen  der  Maschine  unabhängig.  Offenbar  muss 
A  proportional  sein  zu  PT,,  sodass  die  Beziehung  besteht: 

A  =  W,nT,,T^),  (24) 

1)  Dass  im  Allgemeinen  das  Gleichheitszeichen  {Ä  =  A')  nicht  bestehen 
kann,  sieht  man  aus  Betrachtung  vieler  nicht  umkehrbarer  Vorgänge,  z.  B.  der 
Reibung.    Sobald  nutzlos  Wurme  erzeugt  wird,  muss  A'  <  A  sein. 
Drude,  Lehrbach  d.  Optik.  80 
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wobei  f  eine  universelle  Function  der  nach  irgend  einer  Scala> 
z.  B.  nach  Celsius,  gemessenen  Temperaturen  r, ,  r*i  der  beiden  Re.ser- 
voire  bezeichnet    Die  Combination  von  (21)  und  (24)  liefert  nun 

W^  =  W,(\^f[r,,x^]\   oder 

(25)  W,:W^  =  (p{x,,x^), 

worin  g>  wiederum  eine  universelle,  d.  h.  von  Special-Einrichtungen 
der  Maschine  unabhängige  Function  bedeutet. 

Nun  lässt  sich  leiclit  zeigen,  dass  diese  Function  q>  das  Product 
zweier  Functionen  sein  muss,  von  denen  die  eine  nur  von  r|,  die 
andere  nur  von  r^  abhängt.  Betrachten  wir  nämlich  noch  eine 
andere  Maschine,  welche  umkehrbar  zwischen  den  Temperaturen 
T2  und  T3  arbeitet,  und  die  Wärme  W^  aufnimmt,  W^  abliefert,  so 
ist  nach  (25): 

(26)  W^:W^=fp{r^,T^). 

Combiniren  wir  jetzt  einen  Kreisprocess  der  ersten  Maschine, 
die  zwischen  r,  und  r.^  arbeitet,  mit  einem  Kreisprocess  der  letzten 
Maschine,  so  wird  die  Wärmemenge  TF,  bei  der  Temperatur  r,  auf- 
genommen, TF3  bei  der  Temperatur  Tj  abgeliefert,  dagegen  das 
Reservoir  der  Temperatur  x^  kann  ausser  Betracht  bleiben,  da  ihm 
ebensoviel  Wärme  W^  von  der  ersteren  Mascliine  zugeführt  wird, 
wie  ihm  von  der  letzteren  Maschine  entnommen  wird.    Daher  ist 

(27)  W,:W^^<p{x,,x,). 

Die  Multiplication  der  beiden  Gleichungen  (25)  und  (26)  mit 
einander  liefert  aber 

(28)  Tl^i:^3  =  T(r,,r2).(3P(r,,  T,). 

Die  Vergleichung  beider  Formeln  (27)  und  (28)  ergiebt  daher 

(29)  g>  (t, ,  T3)  =  g?  (r, ,  t^)  •  qp  (rj,  T3) . 

Man  kann  in  dieser  Gleichung  r^  als  irgend  einen  Parameter 
ansehen,  auf  drsscm  Wertb  es  gar  nicht  ankommt.  Dann  stellt  die 
i-echte  S(?ite  von  (29)  das  Product  zweiei*  Factoien  dar,  von  denen 
der  eine  nur  von  t,,  der  andere  nur  von  r^  abliängt.    Wir  woUen 


j 

i 
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diese  Factoren  schreiben  als  {f,  und  ^/(fa,^  sodass  nach  (29)  ist: 

(P(t,,T3)  =  ^,  :^3.  (30) 

Es  ist  daher  auch  in  (25)  9)  (r,,  r^)  =  ^,  :  1^2  zu  setzen,  und 
man  erhält: 

w^  —  ^'  (3p 

^,  und  1^2  sind  Functionen  der  nach  irgend  einer  Scala  ge- 
messenen Temperaturen  T,,r2  der  beiden  Reservoire.  Man  nennt 
B'^  und  d-^  die  absoluten  Temperaturen  der  Reservoire. 
Das  Verhältniss  der  absoluten  Temperaturen  irgend  zweier  Kr)rper 
bezeichnet  also  das  Verhältniss  der  Wärmemengen,  welche  eine  in 
einem  umkehrbaren  Kreisprocess  arbeitende  Maschine  diesen  Körpern 
entziehen  bezw.  zuführen  würde,  falls  dabei  diese  Körper  als  sehr 
gross  betrachtet  werden  können  (sodass  sich  ihre  Temperatur  durch 
die  entzogene,  bezw.  zugeführte  Wärme  nur  unmerklich  ändert). 

Da  hiernach  nur  das  Verhältniss  der  absoluten  Temperaturen 
zweier  Körper  definii*t  ist,  so  bedarf  es  noch  zur  Festlegung  der 
Scala  einer  zweiten  Relation.  Diese  liegt  in  folgendem  Satze :  Die 
Differenz  der  absoluten  Temperaturen  schmelzenden  Eises  und  (unter 
Atmosphärendruck)  siedenden  Wassers  soll  100  betragen.  Es  wird 
in  der  Wärmelehre  gezeigt,  dass  sehr  annähernd  die  absolute  Tem- 
peratur erhalten  wird,  wenn  man  die  Zahl  273  zu  der  mit  einem 
Luftthermometer  gemessenen  Temperatur  nach  Celsius  -  Graden 
addirt. 

9.  Die  Entropie.  Wir  betrachten  wieder  eine  Maschine  if, 
welche  einen  umkehrbaren  Kreisprocess  durchmacht  und  dabei 
Wärme  TT,  von  der  absoluten  Temperatur  i*^,  aufnimmt,  Wärme  Tf  2 
von  der  Temperatur  />2  abgiebt.  Rechnet  man  consequent  eine 
Wärmemenge  positiv,  wenn  sie  von  der  Maschine  abgegeben  wird, 
so  folgt  aus  (31): 

I'  +  I'  =  0-  (32) 

Wenn  nun  hiermit  eine  ähnliche  Maschine  combinirt  wird, 

1)  Dass  man  als  zweiten  Factor  ^/^3  und  nicht  ^3  schreibt,  ist  dessIiaU) 
geboten,  weil  dadurch  der  Werth  des  Parameters  rj  aus  der  Gleichung  (29) 
herausfiillt,  wie  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn  man  <p  {t\,  t2)  =  ^\  '  *h  und 
<p(^2t  1^3)  =  '>2  :  ^.i  schreibt. 

30* 
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welche  bei  den  Temperaturen  ^3  und  ^4  die  Wärmemengen  TT^,  W^ 
abgiebt,  so  müsste  auch  nach  (32)  sein: 

Wir  können  allgemein  sagen:  Wird  irgend  ein  umkehrbarer 
Kreisprocess  beschrieben,  bei  dem  bei  einer  beliebigen  absoluten 
Temperatur  ^  die  Wärmemenge  öW  an  die  Umgebung  abgeliefert 
wird,  so  muss  sein 

(")  2'/-/T-«,  " 

wobei  die  Summe  oder  das  Integral  über  alle  abgegebenen  Wänne- 
mengen  zu  erstrecken  ist,  und  d-  immer  die  zugehörigen  absoluten 
Temperaturen  der  Maschine  (oder  der  Umgebung)  0  bezeichnen. 

Wenn  wir  daher  einen  umkehrbaren  Process  zwischen  zwei 
verschiedenen  Zuständen  1  und  2  eines  Körpers  betrachten,  so 
können  wir  nach  (34)  setzen: 

(35)  ^ dS, 

2 

(35')  /-f  =  5,-Ä„ 


worin  S  eine  eindeutige  Function  des  Zustandes  des  Körpers  be- 
deutet, und  dS  das  Differential  dieser  Function.  Denn  dann  er- 
halten wir,  wie  es  nach  (34)  sein  nmss,  auf  der  rechten  Seite  von 
(35')  allemal  den  Weilih  Null,  sobald  ein  Kreisprocess  beschrieben 
wird,  bei  welcliem  der  Anfangszustand  1  des  Körpers  gleich  seinem 
Endzustande  2  ist.  Diese  Zustandsfunction  S  wird  die  Entropie 
des  Körpers  oder  Körpersystems  genannt. 

Audi  die  Energie  E  ist  eine  Zustandsfunction  des  Körpers. 
Sie  ist  dadurcli  definirt  (nacli  dem  ersten  Hauptsatz  der  Thermo- 
dynamik), dass  die  bei  irgend  einer  Veränderung  des  Körpers  nach 
aussen  abgegebene  Arbeit  öÄ  vermehrt  um   die  nach  aussen  ab- 


1)  Die  Temperatur  der  Maschine  muss  bei  einem  umkehrbaren  Process 
immer  gleich  der  Temperatur  der  Umgebung  sein,  sowie  ein  Wänneaustauscb 
zwischen  Maschine  und  Umgebung  stattfindet. 
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gegebene  Wärmemenge  6W  (nach    mechanischem   Maass)  gleich 
der  Abnahme  —  dE  der  Energie  des  Körpers  ist: 

ÖÄ  +  öW=  —  (tE.  (36) 

10.  Allgemeine  Formeln  der  Thermodynamik.    Als  unab- 
hängige Variabele,  welche  den  Zustand  eines  Körpers  oder  Systems 
bestimmen,  wollen  wir  benutzen  seine  absolute  Temperatur  ^,  so- 
^'ie  eine  (oder  mehrere)  Variabele  x,  deren  Bedeutung  zunächst 
nnbestimmt  gelassen  werden  kann.    Die  x  sollen  so  gewählt  sein, 
dass  bei  einer  Temperaturänderung  des  Körpers,  bei  welcher  die 
f  constant  bleiben,  keine  Arbeit  vom  Körper  geleistet  wird.   Dann 
'^t,   wenn  wir  die  Formeln  nur  füi'  den  Fall  einer  einzigen  Va- 
^'^Hbaln  X  hinschreiben,  zu  setzen: 

öA  =  M6x,   6W=X6x  +  7  6d^.  (37) 

**^^  öd-  bezeichnen  irgend  welche  Veränderungen  der  Grössen  x 
wii<l  {f,  Sä  und  öW  die  dabei  vom  Körper  geleistete  Arbeit  und 
^^^S^gebene  Wärme.  Der  Vorgang  soll  umkehrbar  sein,  d  h.  die 
Gä"lf:^ichungen  (37)  sollen  für  jedes  Vorzeichen  von  6x  und  öd^  gelten, 
^^ch  (35),  (36)  und  (37)  wird  nun: 

_  e/S  =  ~  (Jx  +  J^  (J^,   —  rfE  =  (J/  +  X)  cfe  +  Fd^.    (38) 

Hieraus  folgt,  da  allgemein  ist 


'9  ~        ^x'   *  "~        8*' 


(39) 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 
oder,  wie  man  nach  einiger  Umformung  erhält: 

&  h&'    bx  ^  b&^  ^^^^ 
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IL  Die  Abhängigkeit  der  Gesammtstralilang  eines  schwarzen 
Körpers  von  seiner  absoluten  Temperatur.  Wir  denken  uns  einen 
Cy linder  vom  Querschnitt  1  und  der  Länge  x,  dessen  Wände  aus 
vollkonnnen  schwarzen  Körpern  gebildet  sind.  Dieselben  sollen  nach 
aussen  nicht  strahlen,  d.  h.  durch  vollkommene  Spiegel  abgeschlossen 
sein.  Im  Innern  des  Cylinders  stellt  sich  bei  einer  bestimmk^u 
Temperatur  ^  der  Cylinderwände  ein  Sti^ahlungsgleichgewicht  her, 
demzufolge  die  Volumeneinheit  die  Energie  v  (^)  besitzen  möge. 
Diese  strahlende  Energie  übt  einen  bestimmten  Druck  auf  die 
Cylinderwände  aus.  Wir  sahen  oben  S.  449,  dass  ebene  normal- 
einfallende  Wellen  einen  Druck  p  auf  eine  schwarze  Fläche  aus- 
üben, der  gleich  der  in  der  Volumeinheit  enthaltenen  Energie  ist 
Wenn  eine  unregelmässige  Strahlung  nach  allen  Richtungen  vor- 
handen ist,  so  kann  man  sich  die  Strahlenrichtungen  der  einzelnen 
Wellenzüge  nach  drei  zu  einander  senkrechten  Componenten 
zerlegt  denken,  von  denen  die  eine  senkrecht  auf  einer  Fläche  s 
der  Cylinderwand  stehen  möge.  Nur  diese  Strahlen(M)mponente 
di'ückt  auf  s,  die  beiden  anderen  Componenten  aber  nicht.  In  Folge 
dessen  wird  der  ganze,  auf  s  ausgeübte  Druck,  nicht  tp  {^\  sondern 
nur  Va  ^>  W  sein.*) 

Wenn  sich  daher  der  Querschnitt  1  des  Cylinders  um  6x  nach 
aussen  verschiebt,  so  wird  die  Arbeit  geleistet 

(43)  6A^\tp  iß)  6x . 

Wenn  ferner  die  Temperatur  des  ganzen  Cylinders  um  6(h  p:e- 
steigert  wird,  während  x  constant  bleibt,  so  wächst  dadurch  die 
Energie  um 

(44)  <m  =  ^gd^^x, 

da  das  Volumen  des  Cylinders  x  ist.  Arbeit  wird  nicht  geleistet, 
falls  X  constant  bleibt. 

Ein  Vergleich  der  Formeln  (13)  und  (37),  sowie  (44)  mit  (38r 
lehil),  da  nach  (38)  für  dr  =--  ()  wird 

dass  hier  zu  setzen  ist: 

(45j  M=\i\>,     r=.    -a:Jj. 

1)  Ueber  präcisere  Hcrleitung  dieses  Factors  Vs  vgl.  Bo  Uz  mann,  Wied. 
Ann.  22,  S.  291,  1884,  oder  Galitzine,  Wied.  Ann.  47.  8.  488,  1892. 
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Nach  (42)  ergiebt  sich  daher,  da  ip  nur  von  d-  und  nicht  von 
X  abhängt: 

Diese  Gleichung  kann  man  sofort  nach  {^  integriren  und  erhält: 

^'P  =  ^ll-'P'  (46) 

Eine  Integi'ationsconstante  ist  nicht  hinzuzufügen,  weil  fiir  ^  =  0 
der  Körper  keinen  Wärniei  nhalt  besitzt  und  daher  auch  keine  Strahlung 
entsenden  kann.    Aus  (46)  folgt 

folglich 

4lg  d'  =  Igtp  -\-  ConsL^ 
oder 

,p(^)  =  (7.^4.  (47) 

Wenn  nun  in  die  Wand  des  Cylinders  ein  enges  Loch  gemacht 
wird,  so  strahlt  dieses  wie  eine  ideale  schwarze  Fläche  nach 
aussen^)  (cf.  oben  S.  448).  Die  Strahlungsintensität  i  muss  offen- 
bar proportional  zur  Energiedichte  ^  {d)  im  Innern  des  Cylinders 
sein.  Es  folgt  also  auch  für  die  Strahlungsintensität  i  einer 
schwarzen  Fläche  das  Gesetz 

i  =  a.^S  (48) 

d.  h.  die  Gesammtstrahlungsintensität  eines  schwarzen 
Körpers  ist  proportional  zur  vierten  Potenz  seiner  abso- 
luten Temperatur. 


1)  Dies  tritt  auch  ein,  wenn  die  Cylinderwände  nicht  vollkommen  schwarz 
sind.  Daher  ist  auch  in  diesem  Falle  \p  {ß)  die  Energiedichte  des  Strahlungs- 
gleichgewichtes  und  VaV  ^^^  ^®^  Druck  auf  die  Cylinderwände.  Nur  falls  die 
Cylinderwände  überall  aus  vollkommenen  Spiegeln  beständen  und  ursprünglich 
keine  Strahlung  in  den  Cylinder  hineingelangt  wäre,  würde  die  Energiedichte 
1^  =  0  sein.  Die  normale  Energiedichte  \p  würde  sich  aber  durch  ein  beUebig 
kleines,  nicht  vollkommen  spiegelndes  Stück  in  der  Cy linderwand  wiederher- 
stellen. Ist  dieses  Stück  vollkommen  schwarz,  so  wird  nach  dem  oben  8.  449 
geführten  Beweise  der  Druck  Vs  V^  auf  dasselbe  ausgeübt.  Dann  muss  aber  auch 
auf  jedes  Stück  der  Cylinderwand,  z.  B.  auch  auf  die  vollkommen  spiegelnden 
Stücke,  der  gleiche  Druck  ausgeübt  werden,  weil  sonst  der  Cylinder  in  fort- 
dauernde Translation  oder  Rotation  kommen  würde. 
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Dieses  Gesetz,  welches  Stefan  0  empirisch  aus  Beobachtaugen 
zuerst  erschlossen  hatte  und  Boltzmann  (L  c)  theoretisch  (auf 
ähnlichem  Wege  wie  hier)  abgeleitet  hatte,  ist  mehrfach  experi- 
mentell bestätigt  worden,  am  genauesten  durch  Lummer  und 
Pringsheim,2)  welche  durch  bolometrische  Messung  fanden,  dass 
innerhalb  des  Temperaturintervalls  von  100®  Cels.  bis  1300®  Cels. 
das  Loch  eines  Hohlraums  (ideale  schwarze  Fläche)  das  Stefan- 
Boltzmann'sche  Strahlungsgesetz  befolgte.  Es  ist  bei  den  Ver- 
suchen natürlich  auch  auf  die  Temperatur  des  Bolometers  Bücksicht 
zu  nehmen  (cf.  oben  S.  450).  Die  Zustrahlung  der  kleinen  Fläche  ds 
gegen  die  Fläche  ds  in  der  gegenseitigen  Entfernung  r  beträgt, 
falls  rfs  und  ds'  senki-echt  gegen  r  stehen,  nach  der  Defihition  der 
Strahlungsintensität  [oben  S.  443  Formel  (3)]: 

,,         .  ds  ds' 
dL  =  t  -^,  - . 

Die  Zustrahlung  der  Fläche  ds  gegen  ds  beträgt,  falls  *'  die  Strah- 
lungsintensität von  ds'  bezeichnet: 

jr'        -f  ds  da 
dL  =%  — =—  • 

Daher  ist,  falls  i  und  %    das  Gesetz  (48)  befolgen,  die  im  Ganzen 
in  der  Zeiteinheit  dem  Element  ds   zugeführte  Wärmemenge 

(49)  dW^'-  dL  —  dL'=  a  '-^^^  {(h*  —  ^'^) , 

falls  ^'  die  absohite  Temperatur  von  ds  bezeichnet. 

Die  Constante  a  ist  neuerdings  von  F.  Kurlbaum*^)  in  abso- 
lutem Maasse  durch  bolometrische  Messung  bestimmt  w^orden;  das 
Princip  der  Messung  war  dabei,  dass  das  Bolometer  durcli  einen 
elektrisclien  Strom  gemessener  Stärke  bei  verhinderter  Zustrahlung 
auf  die  gleiche  Temperaturerhöhung  gebracht  wurde,  wie  durch  die 
Zustrahlung  allein  ohne  Strom.  Die  Zustrahlung  wird  daher  durch 
die  Joule'sche  Stromwärme  in  absolutem  Maasse  bestimmt.  Hs 
ergiebt  sich,   dass,   wenn  man  mit  ci  das  Emissionsvermögen  der 

1)  Wieu.  Ber.  79  (2),  S.  391,  1S79.  Stefan  glaubte,  da«8  dies  Strahlung»- 
gc»etz  l'ür  beliebige  Körper  Geltung  hätte.  Es  gilt  aber  streng  nur  fiir  voli- 
kommen  schwarze  Kr)rper. 

2)  Wied.  Ann.  03,  S.  895,  1S97. 

3)  Wied.  Ann.  05,  S.  74G.  1898. 
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Flächeueiiibeit  eines  scliwarzeii  Körpers  bei  t^  Geis,  bezeichnet, 
d.  h.  die  nach  allen  Richtungen  ausgestrahlte  Energie,  die  Differenz 
der  Emissionsvermögen  zweier  auf  100®  Geis,  und  0®  Gels,  tem- 
perii^ten  schwarzen  Einheitsflächen  beträgt: 

6,00-^0  =  0,01763-^';^^*^.  (50) 

Nun  ist  [cf.  oben  S.  444  Formel  (5)]  c  =  jii,  falls  *  die  Stralilungs- 
Intensität  ist.    Ferner  ist  1  gr.  cal  =  419  •  10^  erg.,  daher  folgt 

,•    _^r'^7Q4       .,7^4^  _  Ö.01763  .  419  .  10* 

d.  h.  es  ergiebt  sich  die  Gonstante  a  für  die  Strahlungs- 
intensität einer  schwarzen  Fläche  in  absolutem  cgs- 
Maass  zu 

a=l,71.  10"'^.«'e/8ec  (51) 

oder  ausgedi'ückt  in  gr.  cal: 

a  =  0,408.  10- ''^^•^'^/sec.  (51') 

12.  Die  Soniientemperatur,  erschlossen  aus  ihrer  Oesammt- 
strahlung.  Wenn  die  Sonne  ein  vollständig  absorbirender  (d.  h. 
schwarzer)  Körper  wäre,  welcher  eine  reine  Temperaturstrahlung 
besässe,  so  könnten  wir  ihre  Temperatur ')  aus  der  Solarconstante 
(S.  446)  und  dem  absoluten  Werthe  der  Gonstante  a  im  Strahlungs- 
gesetz berechnen.  Nennt  man  ^  die  absolute  Sonnentemperatur, 
^'  die  Temperatur  auf  der  Erde,  so  wäre  nach  (40)  und  (51')  die 
Solarconstante,  d.  h.  die  pro  Minute  der  Flächeneinheit  der  Erdfe 
zugestrahlte  Energie: 

dW=  0,408  .  10" '" .  60  J  (^^  —  d-'^) .  (52) 

Nun  ist  aber 

ds  :r'^  =  jt  '  (72  9^)'-, 

wobei  9)  die  scheinbare  Grösse  des  Sonnendurchmessers  =  32' 
bezeichnet. 


1)  Dieselbe  wird  als  die  efTective  Sonnen temperatur  bezeichnet.  Ihre 
wirkliche  Temperatur  könnte  höher  sein,  falls  ihr  Absorptionsvermögen  kleiner 
als  1  ist,  dagegen  tiefer,  falls  auch  Luminiscenz,  z.  B.  Chemi-Luminisccnz,  bei 
der  Sonnenstrahlung  wirkt. 
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Setzt  man  daher  die  Solarconstante  (mit  Langley)  äW 
=  3  gr.  cal/Minute,  SO  wird*)  die  eflFective  Sonnentemperatur  ^  =  6500^ 
d.  h.  etwa  6200  ^  Geis.  Nimmt  man  die  Sonnenconstante  (mit 
Angström)  zu  4  gr.  cal/Minute  an,  so  würde  die  eflFective  Sonnen- 
temperatur  etwa  6700^  Geis,  betragen. 

13.  Die  Yerändenmg  des  Spectrums  eines  schwarzen  Kor- 
pers mit  der  Temperatur.  Unter  dem  Spectrum  eines  schwarzen 
Körpers  verstehen  wir  die  Vertheilung  der  von  ihm  ausgesandten 
strahlenden  Energie  auf  die  verschiedenen  Wellenlängen.  Wir 
knüpfen  die  Untersuchung  an  an  das  Strahlungsgleichgewicht  inner- 
halb eines  geschlossenen  Hohlkörpers.  Die  Stralilungsintensität 
einer  schwarzen  Fläche  ergiebt  sich  dann,  falls  man  sich  ein  kleines 
Loch  in  der  Wand  des  Hohlkörpers  denkt,  als  proportional  zu  der 
im  Hohlkörper  stattfindenden  Energiedichte.  Nach  diesem  schon 
oben  S.  471  benutzten  Verfahren  ergiebt  sich  auch  (cf.  die  dortige 
Anm.  1),  dass  für  das  Strahlungsgleichgewicht  die  Natur  der  Wände 
des  Hohlkörpers  gleichgiltig  ist,  wofern  sie  nur  nicht  ganz  aus 
vollkommenen  Spiegeln  bestehen. 

Die  Veränderung  des  Spectrums  eines  schwarzen  Körpers  mit 
seiner  Temperatur  kann  man  nun  nach  einem  von  W.Wien*-)  er- 
dachten Verfahren  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Wir  denken  uns  einen  Gy linder  vom  Querschnitt  1,  in  welchem 

zwei  Stempel  S  und  S'  ver- 
schiebbar sind,  welche  mit 
lichtdichten  Klappen  ver- 
sehen sein  sollen.  K  und 
K*  seien  zwei  schwarze 
Körper  der  absoluten  Tem- 
peraturen d-  und  d-  +  d^. 
Die  Seitenwände  des  Cylin- 
ders,  sowie  die  Stempel  S,  S'  sollen  vollkommen  spiegeln.  Eben- 
falls seien  die  Aussenseiten  von  A'  und  K'  mit  vollkommenen  Spiegeln 
belegt.    Der  Innenraum  des  Cylinders  sei  frei  von  Materie. 

Es  sef  nun  zunächst  S'  geschlossen,  S  oflFen.  Es  strahlt  dann 
K  in  die  Räume  1  und  2,  K'  in  den  Raum  3.  Die  Dichtigkeit  der 
Energie  in  3  ist  grösser,  als  in  2,   weil  die  Temperatur  von  K* 


K 


'  / 


/ 


5' 


%K' 


1^1 


^^cD- 


Fig.  110. 


1)  Auf  den  Wcrth  von  ^  kommt  es  nicht  an,  da  in  (52)  ^'*  zu  vernach- 
lä8»igen  ist  neben  ^4. 

2)  ßerl.  Ber.  1893,  Sitzung  vom  9.  Febr. 
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um  öd-  liölier  ist,  als  von  K.  Es  werde  jetzt  S  geschlossen  und 
gegen  S'  hin  um  6x  vorgeschoben,  bis  die  Energiedichte  in  2  gleich 
der  Energiedichte  in  3  ist.  Wir  wollen  zunächst  berechnen,  wie 
gross  wir  6x  wählen  müssen.  Wenn  man  die  ursprünglich  im 
Räume  2  vorhandene  strahlende  Energie  mit  S  bezeichnet,  so  ist 
die  ursprüngliche  Energiedichte  dort 


a  —  X 


Daher  ist  die  Veränderung  der  Energiediclite  bei  Aenderung  von  x: 

^         a  —  X     *         (a  —  a:)2 

Nun  ist  di&  gleich  der  Arbeit,  welche  beim  Vorschieben  des  Stem- 
pels S  zu  leisten  ist.  Nach  S.  470  ist  dalier  di&  =  '/a  V  <^^-  Daher 
wii'd  dtp: 

#  =  /j!s  ('/:.  f  +  ^i,)  =  „^-,  •  *:.f-  (53) 

Andererseits  ist  nach  (47)  tp  proportional  zur  viei-ten  Potenz  von  d-, 
d.  h.  man  erhält 

so, 

dtp==4tp  ^'  (54) 

Wenn  daher  die  Energiedichte  im  Baume  2  durch  Verschieben  des 
Stempels  Ä  um  6x  gleich  werden  soll  der  Energiedichte  in  3,  so  er- 
giebt  die  Vergleichung  von  (53)  und  (54): 

'/» ^:zn='-f-  (55) 

Man  kann  nun  aus  dem  zweiten  Hauptsatze  der  Thermodynamik 
schliessen,  dass,  wenn  die  Dichte  der  gesammten  strahlenden  Energie 
in  den  Räumen  2  und  3  dieselbe  ist,  dann  auch  die  Energiever- 
theilung  im  Spectrum  in  beiden  Räumen  dieselbe  sein  muss. 

Denn  wenn  dies  nicht  der  Fall  wäre,  so  müsste  es  Strahlen  einer 
bestimmten  Wellenlänge  geben,  welche  in  3  eine  grössere  Energie- 
dichte besitzen,  als  in  2.  Wir  können  dann  vor  die  Klappe  von  S' 
eine  dünne  durchsichtige  Lamelle  legen,  welche  die  Strahlen  der 
betrachteten  Wellenlänge  vorzugsweise  hindurchlässt,  die  anderen 
vorzugsweise  reflectirt,  und  dann  die  Klappe  öflFnen.   Es  muss  dann 
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mehr  Euergie  von  3  nach  2  gehen,  als  umgekehrt,  und  die  Dichtig- 
keit der  Energie  wird  in  2  grösser  werden,  als  in  3.  Jetzt  schliessen 
wir  ä',  entfernen  die  Lamelle  und  lassen  den  Stempel  S'  von  dem 
in  2  herrschenden  Ueberdrucke  bewegt  werden  und  Arbeit  leisteq, 
bis  die  Dichtigkeit  der  Energie  in  beiden  Räumen  wieder  die 
gleiche  ist.  Die  hierbei  gewonnene  Arbeit  sei  A.  Dann  wird  8' 
wieder  geöffnet  und  in  seine  Anfangslage  zurückgefüjirt,  was  keine 
Arbeit  erfordert.  Dann  gehen  wir  bei  geschlossenem  S'  mit  S  aiif 
seine  Anfangslage  zurück,  wobei  wir  die  Arbeit  wieder  gewinnen, 
welche  bei  dem  Verschieben  von  S  um  6x  aufgewendet  wurde. 
Wird  schliesslich  die  Klappe  von  S  wieder  geöffnet,  so  ist  der 
Anfangszustand  völlig  erreicht,  dem  Körper  K  ist  in  Summa  keine 
Wärme  entzogen  oder  zugeführt,  dagegen  dem  Körper  JT  eine  ge- 
wisse Wärme  entzogen  (bei  der  Strahlung  durch  die  Lamelle, 
welche  auf  die  Klappe  von  S'  gesetzt  wui'de).  Ausserdem  ist  eine 
gewisse  Arbeit  Ä  gewonnen. 

Nach  dem  zweiten  Hauptsatze  kann  man  aber  nie  Arbeit  A 
durch  einen  Kreisprocess  gewinnen,  falls  dabei  nur  einem  Wänne- 
reservoir  K'  Wärme  entzogen  wird,  sodass  diese  Wärme  vollständg 
in  Arbeit  verwandelt  wäre.  —  Wir  schliessen  daher,  dass  bei 
gleicher  Gesammtdichte  der  Energie  in  den  Räumen  2 
und  3  auch  die  Energievertheilung  im  Spectrum  die 
gleiche  ist. 

Nun  wird  aber  durch  die  Bewegung  des  Stempels  S  die  Energie- 
vertheilung im  Spectrum  nach  dem  Doppler 'sehen  Princip  ge- 
ändert. Sei  ursprünglich  im  Räume  2  die  gesannnte  Energiedichte 
gegeben  duixh 


00 


(56)  xp  (d-)  =j(p  (2,  d)  dX , 


so  giebt  die  Grösse  (p  {X,  d-)  •  dX  die  zwischen  den  Wellenlängen  / 
und  X  +  dX  enthaltene  Energiedichte  an. 

Wenn  wir  nun  ebene  Wellen  betrachten,  welche  im  Räume  2 
seuki'echt  gegen  die  Stempel  S,  S'  hin  und  her  reflectirt  werden, 
so  wird  ihre  Wellenlänge  durch  die  Bewegung  von  S  geändert 
Betrachten  wir  zunächst  einen  Strahl,  welcher  von  einem  Punkte  P 
ausgehend  juir  einmal  au  6'  reflectirt  wird.  Wenn  im  Punkte  P 
der  einfallende  Strahl  eine  Zustandsändening  von  der  Periode  T 
hervorruft.,  so  ruft  der  an  S  reflectiite  Strahl  eine  Zustandsändening 
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von  anderer  Periode  f  hervor.  Wenn  nämlich  von  P  eine  Er- 
schütterung zur  Zeit  i  =  0  ausgeht,  so  gelangt  sie  durch  Reflexion 
an  S  nach  r  zurück  zu  einer  Zeit  /'=  2h^ :  c,  wobei  c  die  Licht- 
geschwindigkeit im  Räume  2  (im  Vacuum)  ist  und  \  den  Abstand 
bezeichnet,  den  P  vom  Spiegel  gerade  zu  der  Zeit  /,  besass,  als 
die  von  P  ausgehende  Erschütterung  auf  S  anlangte. 

Wenn  zur  Zeit  i  =  0  der  Abstand  zwischen  P  und  S  den 
Werth  h  hat,  so  muss  offenbar  h  =  h^-\-  s,  sein,  wobei  s^  den  vom 
Spiegel  S  in  der  Zeit  ^i  zurückgelegten  Weg  bezeichnet.  Bewegt 
sich  S  mit  der  Geschwindigkeit  v  gegen  P  hin,  so  ist  s,  =  v .  ^, 
und  h^  =  c  ,  ^, ,  daher  folgt  aus  h  =  {c  +  v)  t^,  dass  /,  =  6  :  c  +  ?^ 
(L  h.  es  folgt: 

Nach  der  Zeit  T  hat  sich  der  Abstand  zwisclien  P  und  S  veningei-t 
auf  h'=h  —  vT,  Daher  gelangt  eine  von  P  zur  Zeit  /  =  T  aus- 
gehende Erschütterung  nach  P  durch  Reflexion  zurück  zu  der 
Zeit  T  +  (\  wobei  ist: 

/'=   ^^'  =  ^  (^  —  ^  ^) 

Der  reflectirte  Strahl  ruft  daher  in  P  eine  Erschütterung  der 
Periode  T'  hervor,  wobei  ist: 

T^=T+t  — /  =  T—  -~- =  T  -,-  • 

Ein  zweimal  an  S  reflectirter  Strahl  ruft  die  Periode  T"  hervor, 
wobei  ist 


c  4-  t?  \r  4-  'V 

ein  n-mal  reflectirter  Stralil  ruft  die  Periode  liervor 

^"^^^C^D"-  (57) 

Wir  haben  nun  w  aufzufassen  als  die  Zahl,  welche  angiebt, 
wie  oft  die  im  Räume  2  normal  zu  S,  S'  verlaufenden  Strahlen 
bei  ilirem  Hin-  und  Hergelien  an  S  reflectiii  werden,  während  5 
eine  bestimmte   Wegstrecke   6x  durchläuft.     Wenn  der  Abstand 
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zwischen  S  und  S'  constant  den  Wertli  a  —  x  besässe,  so  würde 
zu  einer  w-nialigen  Keflexion  an  S  die  Zeit  6t  erforderlich  sein, 
wobei  ist: 

(58)  d/  =  „fi^^- 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  die  Bewegung  6x  so  klein  gegen 
a  —  X  ist,  dass  wir  wirklicli  a  —  x  als  constant  annehmen  können. 
In  dieser  Zeit  6t  macht  nun  S  den  Weg  6x  =  v  -  61;   daher  folgt 

aus  (58): 

r  2  (a  —  x) 

ox  =  im  , 

d.  h. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  diusa  v  selir  klein  gegen  c  ist.  Dann 
liefeii  (57),  wenn  man  sich  auf  die  niedrigstftn  Potenzen  in  r  :  c 
bescliränkt: 


Ti^)=.T(l  -  2n  ^), 


d.  li.  mit  Rücksicht  auf  (59): 


T(n)^^  t(\ ^  "j 


Die  Aeuderung  der  Periode  durch  die  Bewegung  des  Stempels  S 
beti'ägt  also: 


6T  '-=  r(«)  —  T^  —  T    ^    . 

a  —  V- 


und  ebenso  ist  die  Aenderung  6^X  der  Wellenh'inge  X,  welclie  durch 
die  Bewegung  von  S  entsteht: 

(60)  (J,  ;i  =  _  2  -''^ 


a  —  X 


Bei  positivem  6x  ist  also  d,  X  negativ,  d.  li.  die  Wellenlängen  werden 
verkürzt. 

Es  ist  nun  weiter  zu  berücksichtigen,  dass  nur  ^-^  des  der 
Wellenh'inge  X  zugelnhigen  Energieantheils  in  (56)  aufgefasst  werden 
kann  als  von  Stralilen  herrührend,   wtdche  senkrecht  gegen  S  ge- 
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richtet  sind  (cf.  oben  S.  470).  Die  Strahlen,  welche  parallel  mit  S 
verlaufen,  erfahren  durch  die  Bewegung  von  S  keine  Aenderung 
ihrer  Wellenlänge.  Wenn  daher  im  Räume  2  .zwischen  den  Wellen- 
längen X  und  X  -{-  dX  ursprünglich  die  Energie  vorhanden  ist: 

dL  =  q)  (A,  ^)  dX ,  (61) 

so  würde  nach  der  Bewegung  des  Stempels,  falls  man  zunächst 
von  der  dadurch  gleichzeitig  bewirkten  Energieverdichtung  (oben 
S.  475)  absieht,  die  zwischen  den  Wellenlängen  X  und  X  +  dX 
liegende  Energie  dL'  aus  zwei  Drittel  von  dL  bestehen  und  aus 
einem  Drittel  des  Antheiles  q)  {X  —  ö^X,  dj  dX,  der  ursprünglich  zu 
der  Wellenlänge  X — ö^  X  gehörte,  falls  d,  X  die  in  (60)  berechnete,  durch 
die  Bewegung  des  Stempels  bewirkte  Wellenlängenvergrösserung 
bedeutet.    Daher  ist 

dL'=  [2/3  9)  (jl,  ^)  +  V3  9>  (A  -  ^1^  ^)]  dX. 

Nun  kann  man  nach  dem  Taylor'schen  Lehreatze  schreiben: 

Daher  wird 

oder  (wiederum  nach  dem  Taylor'schen  Satze)  falls  man  V3  diX  =  öX 
setzt: 

dL'=  (piX  —  dX,  d)  dX .  (62) 

Die  bei  der  Wellenlänge  X  nach  Einschieben  des  Stempels, 
d.  h.  von  der  höheren  Temperatur  d^  +  öd-,  liegende  Energie  ist 
also  dieselbe,  wie  die  bei  der  Wellenlänge  X  —  öX  liegende  Energie 
bei  der  Temperatur  &.   Nun  ist  aber  nach  (60)  und  (55): 


d.  h.  es  gilt  die  Beziehung: 


^  +  7  —  0 ,  (63) 
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welche  wir  sclireiben  können  als  ö  (d-X)  =  0 ,  d.  h. 

(64)  ^;i  =  consL 

Wenn  man  dalier  zunächst  absieht  von  der  beim  Einschieben 
des  Stempels  bewirkten  Energieverdichtung,  d.  h.  wenn  man  absieht 
von  der  mit  Steigerung  der  Temperatur  bewirkten  Energieverdich- 
tung, so  besteht  für  höhere  Temperatur  d^  bei  der  Wellen- 
länge X  dieselbe  Energiedichte,  als  für  die  tiefere  Tem- 
peratur y  bei  der  Wellenlänge  X\  falls  Xd-  =  X'^'  ist. 

Berücksichtigt  man  nun  aber  auch  die  Steigerung  der  ganzen 
Energiedichte,  welche  mit  ^^  proportional  ist,  so  können  wir  den 
soeben  ausgesprochenen  Satz  aufrecht  erhalten,  wenn  wir  die 
Energievertheilung  anstatt  von  y)  in  dem  Ausdruck  tp  :  9^*  unter- 
suchen. 

Unser  Satz  besagt  dann,  dass  für  einen  schwarzen  Körper 
bei  einer  beliebigen  Temperatur  ^  der  Verlauf  von  V' *  »^* 
ein  und  dieselbe  Function  des  Argumentes  2/f  sein  muss. 
Nacli  (56)  ist  nun: 

(65)  "iT^ß'^^H^»). 

Es  muss  daher  qn  {X,  0-} :  />'*  eine  Function  des  Argumentes 
Z(h  sein: 

(66)  '^-If'-n^f^). 

Wenn  wir  dalier  für  irgend  eine  Temperatur  ih  die  Energie- 
veiiheilung  in  der  Weise  auftragen,  dass  die  Abscissen  die  Gnissen 
X  0  sind,  die  Ordinaten  die  Grössen  (p  (>l,  i>)  :  //^  so  gilt  diese  Zeich- 
nung für  jede  Temperatur  i9^,  d.  h.  man  kann  dann  aus  diestT 
Zeichnung  auch  leicht  für  andere  Tempi^raturen  die  eigentliclie 
En(*rgievertheilung  construiren,  bei  der  X  und  rp  die  Abscissen  und 
Ordinaten  sind.  —  Hieraus  folgt  sofort  der  Satz: 

Wenn  bei  der  Temperatur  />  das  Strahlungsmaximiim 
des  schwarzen  Körpers  bei  der  Wellenlänge  Xm  liegt,  so 
liegt  t'sbei  der  Temperatur />' bei  derjejiigen  Wellenlänge 
Xm\  welche  der  Gleichung  genügt: 

(67)  ^Mi  •  ^  =^  Am  •  ^. 
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Aus  (66)  und  (67)  folgt  ferner,  falls  man  die  Function  tp,  welche 
der  Wellenlänge  Jim  zugehört,  mit  (pm  bezeichnet: 

q>m:q)m=-^^:^'\  (68) 

d.h.  die  Strahlungsintensitäten  zweier  verschieden  tempe- 
rirter  schwarzerKörper, welche  sie  bei  denjenigenWellen- 
längen  besitzen,  bei  welchen  ihre  Strahlungsintensität 
ein  Maximum  ist,  verhalten  sich  wie  die  fünften  Potenzen 
ihrer  absoluten  Temperaturen. 

14.  Die  Sonnentemperatur^  erschlossen  aus  der  Energie- 
vertheilung  des  Sonnenspectmms.  Das  Gesetz  (67)  ist  mehrfach 
experimentell  bestätigt  worden.^)  Als  Mittel  der  unter  einander 
gut  stimmenden  Beobachtungen  ergiebt  sich  die  Zahl  Xm'd'  =  2887, 
falls  Einheit  der  Wellenlänge  0,001  mm  ist.  Da  nun  nach  Langley 
die  maximale  Energie  der  Sonnenstrahlung  bei  X,n  =  0,0005  mm 
liegt,  so  würde  für  die  Sonnentemperatur  folgen: 

^'=5774«=  5501®  Cels. 

Dieses  Kesultat  stimmt  der  Grössenordnung  nach  mit  dem  oben 
auf  S.  474  berechneten.  Es  ist  aber  immer  die  Frage,  ob  die 
Sonne  ein  vollständig  absorbirender  (scliwarzer)  Körper  ist,  der 
eine  reine  Temperaturstralilung  besitzt.  Falls  die  Sonne  ein  chemi- 
luminiscirender  Körper  ist,  so  könnte  ilire  Temperatur  eine  ganz 
andere  sein. 

15.  Die  YertheiluDg  der  Energie  im  Speetrum  eines 
schwarzen  Körpers.    Die  bisherigen  Betrachtungen  ergeben  wohl 


1)  Vgl.  darüber  F.  Paschen  und  H.  Wanner,  Berl.  Ber.  1899, 12.  Jan.  — 
F.  Paschen,  ibid.  April.  —  0.  Lummer  und  E.  Pringsheim,  Verhdl.  d. 
deutsch,  phys.  Ges.  1899,  S.  23.  —  Für  sehr  tiefe  Temperaturen  ist  die  Strahlung 
von  Langley  (Ann.  de  chim.  et  de  phys.  ((>)  9,  p.  433, 1880)  untersucht  worden. 
Er  fand  mit  Hülfe  eines  Bolometers,  das  auf  —  20 ^  Cels.  abgekühlt  war,  das 
Strahlungsmaximum  einer  geschwärzten  Kupferplatte  der  Temi)eratur  —  2  o  Cels. 
bei  der  Wellenlange  A„j  =  0,0122  mm.    Aus  der  Zahl  A^,j  .  d-  =  2887  würde  bei 

—  2^  Cels.  folgen  /,„^  =0,0107  mm.  —  Bei  den  Langley 'sehen  Versuchen 
handelt  es  sich  allerdings  nicht  um  die  Strahlung  einer  ideal* schwarzen  Flüche. 
Ausserdem  wird  nur  das  relative  Strahl ungsmaximnm   der  Kupferplatte   von 

—  2®  Cels.  gegen  das  Bolometer  von  — 20  ^  Cels.  gemessen.  Dieses  relative 
Maximum  liegt,  wie  man  sich  aus  der  Zeichnung  der  Strahlungscurven  sofort 
überzeugen  kann,  bei  einem  etwas  kleineren  X  als  das  absolute  Strahlungs- 
maximnm. 

Drade,  Lehrbaoh  d.  Optik.  31 
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die  Aeiiderung  der  Vertheilung  der  Energie  im  Spectmm  eines 
schwarzen  Körpers  mit  der  Temperatur,  sie  sagen  aber  nichts  aus 
über  die  Vertheilung  der  Energie  bei  einer  bestimmten  Tempera- 
tur. Um  dieses  Gesetz  zu  erschliessen,  macht  W.  Wien')  folgende 
Hypothesen : 

Nimmt  man  als  strahlenden  schwarzen  Körper  ein  Gas  an,  so 
gilt,  falls  man  sich  auf  den  Boden  der  kinetischen  Gastheorie  stellt, 
das  Maxweirsche  Gesetz  der  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten 
der  Gasmolecüle,  demzufolge  die  Anzahl  der  Molecflle,  deren  Ge- 
schwindigkeit zwischen  v  und  v  +  dv  liegt,  proportional  ist  der 
Grösse 

(69)  v^ .  e"  '"''^  dv , 

worin  ß  eine  Constante  ist,  die  sich  durch  die  mittlere  Geschwin- 
digkeit V  vermittelst  der  Gleichung 

(70)  t'2=  3/^  ^2 

ausdrücken  lässt  Die  absolute  Temperatur  d-  ist  nach  der  kineti- 
schen Gastheorie  proportional  der  mittleren  lebendigen  Kraft  der 
Gasmolecüle,  d.  h.  es  ist 

(71)  d'C^V^cs.ßK 

Wien  macht  nun  die  Hypothesen: 

1)  Dass  jedes  Molecül  Schwingungen  einer  Wellenlänge  l  aus- 
sendet, die  nur  von  der  Geschwindigkeit  v  des  Molecüls  abhängt. 
Es  ist  also  auch  v  eine  Function  von  k. 

2)  Die  Intensität  der  Strahlung,  deren  Wellenlängen  zwischen 
X  und  k  +  dX  liegt,  ist  proportional  der  Anzahl  der  Molecüle,  die 
Schwingungen  dieser  Periode  aussenden,  d.  h.  proportional  zu  dem 
Ausdruck  (69).  Schreibt  man  daher  diese  Strahlungsintensität  in 
der  Form 

tp  {X,  0')  dX , 

so  iiiuss  nach  (69),  (70)  und  (71),  da  v  eine  Function  von  X  ist,  sein 

^_^ r/)  {X,  ^)  =  F{X)'P        ih  :^) 

1)  Wiod.  ADD.  58,  S.  602,  1890. 

2)  Zu  derselben  Form  des  Strahlungsgesetze»  gelangt  M.  Planck  (ßerl 
Her.  1S99,  Mai,  Ann.de  Phys.  1,19(H))  auf  speciellerer  elektromagnetischer  Grundlage. 
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Da  nun  nach  (66)  q> :  ^^  eine  Function  des  Argumentes  Xd^  sein 
moss,  so  folgt  F  (2)  =  q :  2  ^  und  /*  (2)  =  Cj :  il,  sodass  das  Strahlungs- 
gesetz entsteht: 

yU> »)='•%,   -  ,  (73) 

und  die  G-esammtstrahlnng  sich  ergiebt  zu 

0 

Diese  Strahlungsgesetze  müssen  nun  für  jeden  schwar- 
zen Körper  gelten,  auch  wenn  derselbe  nicht  ein  Gas  ist,  da, 
wie  wir  oben  S.  ,456  sahen,  das  Strahlungsgesetz  eines  schwarzen 
Körpers  nicht  von  seiner  speciellen  Natur  abhängt 

Dieses  Strahlungsgesetz  ist  nun  in  der  That  mehrfach  experi- 
mentell bestätigt  worden.^)  Diejenige  Wellenlänge  A^,  bei  welcher 
die  Maximalstrahlung  liegt,  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung  ö^p/öa  =  0. 
Nun  ist  nach  (73) 

daher 

1  h<p C2        ^  • 

Es  besteht  daher  die  Beziehung: 

Am  •  *  ^  Cj :  5 .  (75) 

Da  nun  nach  S.  481  Amö-  den  Werth  2887  hat,  so  folgt: 

C2=  14435,  (76) 

yffexm  die  Einheit  der  Wellenlänge  0,001  mm  ist.  2)  Hält  man  conse- 
quent  als  Längeneinheit  auch  für  X  das  cm  fest,  so  wäre 

C2==  1,4435.  (76') 


1)  Literatur  siehe  in  Anm.  1  auf  S.  481.  —  Jedoch  sind  in  neueren  Arbeiten 
(O.  Lummer  u.  E.  Pringsheim,  Verhdl.  deutsch,  phys.  Ges.  1,  S.  23,  215, 
1899;  H.  Beckmann,  Diss.  Tübingen  1898;  H.  Rubens,  Wied.  Ann.  69, 
S.  582,  1899)  gewisse  Abweichungen  vom  Wien 'sehen  Gesetz  gefunden  worden. 

2)  Nach  H.Beckmann  (Inaug.-Dissertat.  Tübingen  1898)  und  II. Rubens 


Qi  ♦ 
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Setzt  man  ^Ix  =  y,  ^2/*  =  c ,  so  wird  nach  (74) 


o 


Nun  ist 


Jyz.e-oydy- {^y^+^.^y-^+f,y  +  ^)e--<''y 


Daher  folgt 


o 

I« 


'■e-^Vdy^-L 


und 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  dem  Sti-ahlungsgesetze  (48) 
(S.  471),  so  folgt,  dass  ist: 

(78)  a=  ^(?i  :c2\ 

wobei  a  die  Constante  des  Boltzmann-Stefan'schen  Strahlungs- 
gesetzes ist.    Nun  ist  nach  S.  473  Formel  (51): 

-6 

a=  1,71.  10        erg/sec. 

Daher  folgt  die  Constante  c,   unter  Rücksicht  auf  (76')   in   abso- 
lutem c(/s-Maass: 

(79)  ^i  =  ^  '^^'^^'   ^'  ^^'  ^>  ^  ^'^^  *  ^^"** 

Das  Strahlungsgesetz  (73),  welches  ein  ganz  universelles  ist. 
giebt  uns  die  Mittel  in  die  Hand,^)  ein  wirklich  absolutes  Maass- 
system für  die  Länge,  Masse,  Zeit  und  Temperatur  aufzustellen, 
welclies  nur  auf  universelle  Eigenschaften  des  Vacuums  (Aethers) 
begründet  ist  und  von  keinen  besonderen  Eigenschaften  bestimmt 
gewälilter  Materie    abliängt.     Wir    finden    nämlich   auch    in    der 

(Wied.  Ann.  G9,  S.  570,  1899)   soll    die  Constante   c-i   wesentlich    grosser   aus- 
füllen,  wenn  man  sie  aus  der  Emission  sehr  grosser  Wellenläogeu  berechnet. 
Es  würde  demnach  das  Wien 'sehe  Gesetz  doch  nicht  streng  richtig  sein. 
1)  M.  Planck,  Berl.  ßer.  1899,  S.  479. 
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allgemeinen  Gravitation  und  in  der  Lichtgeschwindigkeit  im  Aether. 
zwei  universelle  Gesetze.    Ein  solches  absolutes  Maasssystem  wird 
dui'ch  die  Festsetzung  gewonnen,  dass  die  Gravitationsconstante, 
die  Lichtgeschwindigkeit  im  Aether,  und  die  beiden  Constanten  c, 
und  C2  des  Strahlungsgesetzes  den  Werth  1  erhalten  sollen.^) 


Kapitel  in. 

Das  Leuchten  der  Gase  nnd  Dämpfe. 

1.  Unterscheidung  der  Luminiscenz  und  Temperatur- 
Strahlung.  Der  principielle  Unterschied  zwischen  Luminiscenz 
und  Temperaturstrahlung  ist  schon  oben  S.  452  genannt.  Welche 
Kriterien  haben  wir  nun,  um  bei  irgend  einem  leuchtenden  Körper 
zu  entscheiden,  ob  er  luminiscirt  oder  eine  reine  Temperaturstrahlung 
besitzt  (ob  er  allactin  oder  thermactin  ist)? 

Auf  Luminiscenzerscheinungen  ist  der  Kirchhoff  sehe  Satz 
der  Proportionalität  zwischen  Emissions-  und  Absorptionsvermögen 
nicht  anwendbar;  trotzdem  wird  auch  bei  Luminiscenzerscheinungen 
die  Emission  scharfer  Spectrallinien  von  auswählender  Absorption 
derselben  Spectrallinien  begleitet  sein,  da  beide  geknüpft  sind  an 
das  Bestehen  von  wenig  gedämpften  Eigenschwingungen  der  Ionen. 

Durch  Messung  der  absoluten  Grösse  des  Emissionsvermögens 
oder  der  Strahlungsintensität  kann  man  aber  ein  Kriterium  dafür 
gewinnen,  wann  sicher  Luminiscenz  vorliegt:  Sowie  die  Strahlungs- 
intensität eines  Körpers  grösser  ist,  als  die  eines  schwarzen  Körpers 
gleicher  Temperatur  im  gleichen  Wellenlängenintervall,  so  muss 
Luminiscenz  mindestens  neben  der  Temperaturstrahlung  bestehen. 
Durch  dieses  Kriterium  haben  E.  Wiedemann,^)  F.  Paschen  3) 


1)  Die  Dumerischen  Werthe  dieser  absoluten  Einheiten  sind  bei  Planck, 
1.  c.  zu  finden. 

2)  Wied.  Ann.  37,  S.  215,  1889. 

3)  Wied.  Ann.  51,  8.  42,  1894. 
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und  E.  P  rings  heim  ^)  gezeigt,  dass  z.B.  das  gelbe  Licht,  welches 
eine  in  einen  Bunsenbrenner  eingeführte  Eochsalzperle  ausstrahlt, 
mindestens  theilweise  der  Chemi-Luminiscenz  (Beduction  des  Na- 
triums aus  dem  Salz  nach  Pringsheim)  seine  Entstehung  ver- 
dankt. Letzterer  schliesst  (nach  Anstellung  weiterer  Versuche) 
allgemein,  dass  bei  allen  ^Methoden,  welche  man  zur  Erzeugung 
der  Gasspectren  verwendet,  das  Leuchten  eine  Folge  elektrischer') 
oder  chemischer  3)  Vorgänge  ist.  Trotzdem  müssen  alle  Gase  und 
Dämpfe  bei  genügender  Erhitzung  auch  eine  dem  Kirchhoff  sehen 
Satze  entsprechende  Temperaturstrahlnng  entsenden,*)  weil  sonst 
ein  Widerspruch  zum  zweiten  Hauptsatz  der  Thermodynamik  be- 
stehen würde.  Es  ist  allerdings  möglich,  dass  die  Absorption  und 
daher  auch  die  Temperaturstrahlung  bei  Ausschliessung  aller  che- 
mischen Processe  gering  ist  und  vielleicht  keine  scharfen  Spectral- 
linien  ergiebt,  weil  das  Absorptionsvermögen  eventuell  erst  durch 
chemische  Processe  zu  bedeutender  Grösse  gebracht  wird.  Es  wäre 
z.  B.  denkbar,  dass  erst  durch  Aenderungen  im  Molecülbau  die 
loneneigenschwingungen  möglich  werden,  welche  starke  auswählende 
Absorption  veranlassen. 

2.  Die  lonenhypothese.  Nach  elektromagnetischer  Auffassung 
werden  durch  die  Schwingungen  der  Ionen  elektromagnetische 
Wellen  gleicher  Periode,  d.  h.  Licht  bestimmter  Farbe,  entsendet. 
Wir  wollen  prüfen,  ob  diese  Hypothese  ohne  Widerspruch  mit 
anderen  Daten,  welclie  aus  der  kinetischen  Gastheorie  entnommen 
sind,  durcliführbar  ist. 


1)  Wied.  Ann.  45,  S.  428,  1892.  —  49,  S.  347,  1893. 

2)  Die  niedrige  Temperatur  in  G eis sl er' sehen  Röhren  hat  E.  Wiede- 
mann  (Wied.  Ann.  G,  S.  298,  1879)  constatirt. 

3)  Pringsheim  (Wied.  Ann.  45,  S.  440)  hat  von  einer  150^  C.  kalten 
CÄj-Fhimme  eine  photographische  Wirkung  erhalten.  Beine  Temperatur- 
strahhmg  liätte  in  diesem  Falle  gar  kein  photographisch  wirksames  Licht  ent- 
senden können.  —  Nebenbei  mag  hier  bemerkt  werden,  dass  die  Wirksamkeit 
des  Auer-Brenuers  nach  E.  St.  John  (Wied.  Ann.  5G,  S.  433,  1895)  nicht  auf 
Luminiscenz  beruht,  simdern  in  der  Anwendung  eines  feuerbeständigen  therm-* 
actinen  Glühkörpers  von  kleiner  Masse,  kleiner  Wärmeleitung,  grosser  Ober- 
fläche und  grossem  Emissionsvermögen  liegt.  —  Nach  H.  Rubens  (Wied. 
Ann.  09,  S.  588,  1899)  ist  aber  der  Au  er '«che  Glülikörper  wahrscheinlich 
allactin  für  grosse  Wellenlängen. 

4)  Nacli  Paschen  (Wied.  Ann.  50,  S.  409,  1893)  zeigt  Kohlensäure  und 
Wasserdampf  eine  reine  Temperaturstrahlung.  In  der  That  sind  ja  auch  ihre 
Absorptionsvermögen  für  gewisse  Wellenlängenbereiche  bedeut<;nd. 
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Wir  fassen  einen  stationären  Zustand  ins  Auge,  in  welchem 
die  lonenladungen  Schwingungen  constanter  Amplitude  besitzen, 
wobei  sie  beständig  eine  gewisse  Energiezuftihr  erfahren,  die  noth- 
wendig  ist,  um  ihre  Amplituden,  die  sich  sonst  wegen  Strahlungs- 
und eventuell  Reibungsverlusten  vermindern  würden,  constant  zu 
erhalten.  Bei  reiner  Temperaturstrahlung  besteht  diese  Energie- 
zufuhr in  den  gegenseitigen  Stössen  der  Molecüle,  bei  Luminiscenz- 
erscheinungen  ist  sie  in  Form  von  chemischer,  elektrischer  etc. 
Energie  enthalten. 

Wenn  die  relative  Entfernung  einer  elektrischen  Ladung  e 
(nach  elektrostatischem  Maass)  gegen  eine  gleiche,  entgegengesetzte 
Ladung  (die  man  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  annehmen  kann)  eine 
Schwingung  der  Amplitude  /  und  der  Periode  T  ausführt,  so  ist 
nach  Hertz*)  die  in  einer  halben  Periode  entsandte  elektro- 
magnetische Energie: 

L'=^^^eU\  (1) 

wobei  X  die  Wellenlänge  im  Vacuum  (A  =  c  T)  bedeutet 

In  der  Zeiteinheit  wird  daher  von  zwei  entgegengesetzt  gelade- 
nen Ionen  die  Energiemenge  ausgestrahlt: 

j         16     .e2/2        16     .      e2/2  ,^. 

Nun  hatE.  Wiedemann^)  gemessen,  dass  die  von  einem  gr.  Natrium 
in  den  beiden  J9-Linien  pro  Secunde  entsendete  Energie  beträgt 

Li  =  3210  gl-,  cal  =  13,45  •  10^^  erg.  (3) 

Das  Atomgewicht  des  Natriums  ist  23.  Zunächst  müssen  wir 
das  absolute  Grewicht  eines  Atoms  Natrium  berechnen.  Nach  Avo- 
gadro's  Regel  sind  in  jedem  Gase  und  Dampfe  in  einem  bestimmten 
Volumen  bei  bestimmtem  Druck  und  bestimmter  Temperatur  gleich 
viel  Molecüle  enthalten.  Aus  der  kinetischen  Gastheorie  berechnet 
sich  3)  die  Anzahl  der  Molecüle  in  t  cm'^  bei  1  Atmosphäre  Druck 
und  0®  Geis.  zuiV=  10  20.   Nach  Regnault  wiegt  1  cm^  Luft  bei 


1)  Wied.  Ann.  36,  8.  12,  1889.  —  Dort  tritt  ein  anderer  Zahlenfactor  auf, 
weil  T  anders  als  hier  definirt  ist. 

2)  Wied.  Ann.  37,  S.  213,  1889. 

3)  Vgl.  F.  Eicharz,  Wied.  Ann.  52,  S.  395,  1894. 
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0^  Cels.  und  1  Atmosphäre  Druck:  0,001293  gr.  Wasserstoff  ist 
14,4  mal  leichter  als  Luft,  daher  ist  das  Grewicht  g  von  einem 
Molecül  Wasserstoff  zu  berechnen  aus: 

—  25 

^  =  9  .  10       gr. 

Da  ein  Molecül  Wasserstoff  (Ä^)  aus  2  Atomen  besteht,  so  ist  das 

Gewicht  eines  Atoms  Wasserstoff  4,5  •  10"**  gr.  Ein  Atom  Natrium 

ist  23  mal  schwerer,  es  wiegt  also  1,03  •  10""**  gr. 

Natrium  ist  ein  einwerthiges  Atom.  An  jede  Valenzstelle 
knüpft  sich  ein  Ion,  dessen  Ladung  mit  e  bezeichnet  sei.  Wenn 
sich    daher  je   2  Atome   betheiligeu    an    einer  Schwingung  der 

Ladungen  -f  e,  so  sind  in  1  gr.  Natrium  %  •  1,03- 10""  "  =  4,85- 10^^ 
solcher  Erregungsquellen  vorhanden.    Es  muss  daher  sein  nach 

(2)  und  (3) 

(4)  f  Jt^  c  -^,-  .  4,85  .  lo"  =  13,45  •  10 ^^ 

Nun  ist  e  eine  universelle  Constante,  da  sie  die  elektrische  Ladung 
bezeichnet,  welche  sich  an  ein  einwerthiges  Atom  kettet  (die  Ladung 
einer  Valenzstelle).  Da  nämlich  nach  dem  Faraday' sehen  Gesetz 
durch  einen  bestimmten  elektrischen  Strom  in  der  Zeiteinheit  stets 
die  gleiche  Anzahl  Valenzen  durch  Elektrolyse  abgeschieden  werden, 
so  muss  die  Ladung  einer  Valenzstelle  eine  universelle  Constante 
sein,  Avelche  von  der  speciellen  Natur  des  Atoms  nicht  abhängt. 
Nun  sclieidet  der  elektrische  Strom  von  1  Ampere  StÄrke  in  1  sec. 
0,1160  cm^  Wasserstoff  von  0^  und  Atmosphäreudruck  ab.  Die 
in  1  sec.  von  der  Intensität  1  Ampere  durch  einen  Querschnitt  des 
Stromes  transportirte  Elektricitätsmenge  ist  gleich  Vio  elektro- 
magnetischen, d.  h.  gleich  3  •  10^  elektrostatischen  Einheiten.  Davon 
fliesst  die  Hälfte  als  positive  Elektricität  in  der  einen,  die  Hälfte 
als  negative  in  der  anderen  Richtung.  Daher  beträgt  in  0,116  cm' 
Wasserstoffgas  von  0"  Temperatur  und  Atmosphärendruck  die  ge- 
sammte  Ladung  der  positiven   bez.   der    negativen   Valenzstellen 

1,5-10^  elektrostatisclie  Einheiten.  In  1  cm^  wären  daher  1,29-  lO'^ 
Einlieiten  vorhanden.    Da  nun  nach  S.  487  die  Molecülzahl  im  cm' 

iV=10*^  beträgt  und  jedes  Molecül  eine  positiv  und  eine  negativ 
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geladene  Valenzst^lle  besitzt,  so  ist  die  Ladung  c  einer  Valenz- 
stelle, d.  li.  die  Ladung,  einwerthiger  Ionen  (das  elektrische  Elemen- 
tarquantura) : 

e  =  l,29.10-'V)  (5) 

Durch  Einsetzen  dieses  Werthes  in  (4)  erhält  man,  da  c=3-10*^ 
und  l  =  0,000059  cm  ist,  für  /  den  Werth: 

/=  1,13-  10""^^  cm.  (6) 

Der  Durchmesser  eines  Molecüls  berechnet  sich  aus  der  kinetischen 
Gastheorie  zu  etAva  rf  =  2  •  10""®  cm.^)  Da  nach  (6)  /  wesentlich 
kleiner,  als  d  ist,  so  kann  also  die  verhältnissmässig  starke  Emission 
des  Natriumdampfes  thatsächlich  quantitativ  erklärt  werden  aus 
einer  Oscillation  der  elektrischen  Ionen  (Valenzladungen)  innerhalb 
des  Molecüls  (der  molecularen  Wirkungssphäre). 

Wir  haben  oben  S.  410  aus  dem  Zeemann 'sehen  Phänomen 
das  Verhältniss  der  Ladung  e  zur  Masse  m  des  negativen  Ions  im 
Natriumdampf  berechnet  zu: 


Daraus  folgt 


7 

e  :  wt  =  c  •  1,6  •  10   . 


og 

m  =  2,7  .  10        gr.,  (7) 


d.  h.  die  Masse  des  Ions  ist  der  38  000**  Theil  der  Masse  eines  Atoms 
Natrium  (cf.  oben  S.  488). 

Wir  haben  früher  (S.  353)  die  Bewegungsgleichung  für  ein 
unter  dem  Einfluss  einer  elektrischen  Kraft  X  schwingendes  Ion 
in  der  Form  geschrieben^): 

I  bedeutet  die  Entfernung  des  Ions  aus  der  Ruhelage.   Bei  kleinem 


1)  J.  J.  Thomson  (Phil.  Mag.  (5)  46,  8.  29,  1898)  hat  aus  gewissen  Be- 
obachtungen ß  berechnet  zu  6  bis  7  .  10"*  ^^,  was  in  guter  Uebereinstimmung 
steht  mit  der  hier  aus  der  kinetischen  Gastheorie  berechneten  Zahl. 

2)  Vgl.  F.  Kicharz,  Wied.  Ann.  52.  S.  395,  1894. 

3)  Hier  bedeutet  ^  nicht  mehr  die  absolute  Temperatur. 
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r  ist  die  Periode  T'  der  Eigenschwingung  des  Ions  gegeben  durch 


(9)  T-^  =  ^ 


Da  für  Natriumdampf  T'=  2  •  10        etwa  beträgt,  so   folgt  aus 

(5)  und  (7): 

(10)  ^  =  7,6-  10"^. 

Um  schliesslich  auch  die  Constante  r  in  (8)  zu  ermitteln,  kann 
man  das  Resultat  der  S.  357  benutzen,  dass  in  der  Nähe  einer 
Eigenschwingung  der  Brechungsindex  n  und  Absorptionsindex  x 
sich  bestimmt  aus  der  Gleichung: 

(11)  n^  (1  -  ixY  =  1  + l^—j, , 


.  a         b 


i+»-:--,2 


wobei  9i  die  Anzahl  der  Ionen  in  1  cm^  bedeutet,  und  ferner  ge- 
setzt ist 

(12)  r^T:2n,    a  =  %  b  =  ^,. 

Aus  beobachtetem  x  könnte  man  daher  r  gewinnen.  Solche 
Messungen  von  x  liegen  beim  Natriumdampf  nicht  vor  und  würden 
auch  sehr  schwierig  sein,  weil  bei  ihm  die  Absorption  in  der  Nälie 
der  Eigenschwingung  ungemein  schnell  mit  der  Periode  T  variirt. 

Wir  können  aber  in  anderer  Weise  zur  Schätzung  von  r  ge- 
langen: Zunächst  muss  bei  den  scharfen  Absorptionslinien  des 
Natriumdampfes  die  Grösse  «/r  sehr  klein  sein.  Für  t  =  T'  :  2jt 
folgt  aber 

(13)  l   =r-c  1/J~=r.l,9.10"'. 

r  muss  also  jedenfalls  unter  der  Grössenordnung  10  bleiben.  Auch 
auf  anderem  Wege  können  wir  eine  obere  Grenze  für  r  gewinnen. 
Wenn  die  Ionen,  nachdem  sie  einmal  in  Schwingung  versetzt 
sind,  einem  äusseren  Einfluss  entzogen  werden,  so  führen  sie  ge- 
dämpfte Eigenschwingungen  aus  von  der  Form 

(14)  g  =  /.e      ^  r.   e  *^^  T, 
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Nach  (8)  muss  dann  bei  kleinem  r  sein: 

7  =  ^^  ^=  r  .  0,6  .  10"  ',  (15) 

wobei  T'  aus  (9)  bestimmt  ist.  Die  Dämpfiingsconstante  y  der 
Eigenscliwingungen  muss  nun  sehr  klein  sein,  weil  mit  Natrium- 
licht noch  Interferenzen  bei  200000  X  Gangunterschied  beobachtet 
wurden.  Also  darf  für  t  =  200  000  T'  |  noch  nicht  sehr  klein  sein. 
Daher  muss  200000  •  y  immer  noch  kleiner  als  1  sein,  d.  h. 

r  <  lol  (16) 

Im  Folgenden  werden  wir  eine  untere  Grenze  für  r  bestimmen. 

3.  DleDämpfang  der  lonenschwingungen  durch  ihre  eigene 
Strahlung.  Wenn  zur  Zeit  <  =  0  ein  negativ  geladenes  Ion  —  e 
von  einem  positiv  geladenen  Ion  +  e  um  die  Strecke  /  entfernt 
ist,  während  diese  Entfernung  nach  Ablauf  der  Zeit  T'  sich  um  dl 
geändert  hat,  so  ist  die  Aenderung  d^  der  elektrostatischen 
Energie : 

rfe  =  ?-^.eö.  (17) 

Nun  hat  sich  nach  (14)  die  Amplitude  der  lonenbewegung  nach 
Ablauf  einer  Periode  T'  geändert  um  dl=  ^  y  .1^  falls  y  klein 
ist  Nach  (1)  (S.  487)  ist  ferner  die  Energieabnahme  durch  Strah- 
lung in  der  Zeit  T': 

e/e'  =  -^  562/2.  (18) 

Die  Energieabnahme  d(S  muss  nun  mindestens  gleich  sein  der 
Energieabnahme  rf@'  durch  Strahlung.  Aus  (17)  und  (18)  gewinnen 
wir  daher,  falls  cK  =  —  //  gesetzt  wird: 

ir^~3-  ^.eU^,   d.  h.  7>     -^-(J   •  (19) 

Benutzt  man  den  Werth  (6)  für  /,  so  wird 

y>  10""^*,  d.h.  nach  (15): 
r>  1,6-  10""^ 
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Wir  werden  nun  weiter  sehen,  dass  r  sogar  erheblich  über 
der  so  bestimmten  unteren  Grenze  liegen  muss  und  dass  für  den 
benutzten  Werth  von  /  die  Dämpfung  der  lonenschwingungen  durch 
ihre  eigene  Strahlung  ganz  zu  vernachlässigen  wäre. 

Selbst  wenn  man  /  von  der  Ordnung  des  Molecüldurchmessers 

-^8  —  8 

annehmen  würde,  d.  h.  /  =  2  •  10       setzt,  so  würde  y  =  2  •  10 
folgen,  während  wahrscheinlich  y  ziemlich  viel  grösser  ist 

4.  Die  Strahlung  der  Ionen  bei  äusserer  ElngtraUung. 

Wenn  eine  äussere  Kraft  X  von  der  Periode  T=  2xx  und  der 
Amplitude  A  wirkt,  so  nehmen  die  Ionen  eine  Bewegung  gleicher 
Periode  an,  deren  Amplitude  sich  nach  (8)  mit  Benutzung  der  Ab- 
kürzungen (12)  schreibt: 

(20)  '""* ~ 


'"Y\}-m^% 


Die  in  der  Zeiteinheit  von  einer  Schicht  der  Dicke  dx  und  der 
Grundfläche  1  ausgestrahlte  Energie  ist  also  nach  Formel  (2)  auf 

(S.  487): 

,^.N  dL  =  -q  Jt^c  N dx • 


'■  {[■  -  (9T+  V) 


Andererseits  strömt  in  die  betrachtete  Schicht  pro  Zeiteinheit 
die  Energie  ^^  Ä'^  ein  (cf.  S.  417;  es  ist  die  elektrische  Energie  gleich 

der  magnetischen  Energie),  dagegen  strömt  die  Energie  ^    Ä'^  aus, 

falls  Ä  die  Amplitude   der    einfallenden   elektrischen  Kraft   nach 
Durchlaufen  der  Schicht  dz  bezeichnet.    Es  ist  daher 

o  dx. 

Ä^A-e  ^', 

Die  in  der  Scliicht  pro  Zeiteinlieit  absorbirte  Energie  beträgt, 
daher: 

(22)  r/e  -^  ;^  {A^  -  .1'2)  _  ;^  AI .  4jt  nx  f. 

Nun   ist  aber   nach  (11)  auf  S.  490   in   der  Nähe  der  Eigen- 
schwingung: 
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iV^'^.  (23) 


('-.')+: 


Unter  Berücksichtigung  hiervon  schreibt  sich  das  Verhältniss 
der  ausgestrahlten  zur  absorbirten  Energie: 

Dieses  Verhältniss  wird  also  um  so  grösser,  je  kleiner  r  ist. 
Fürn  =  1  ergiebt  sich  bei  2  =  5,9  •  10""  *  aus  (24): 

dL  _  0,126 

de  ~     r     ' 

Da  dies  Verhältniss  jedenfalls  bedeutend  kleiner  als  1  sein 
muss,  da  sonst  eine  Umkehrung  der  Natriumlinie  (cf.  oben  S.  459) 
unmöglich  wäre,  so  nmss  in  Anbetracht  der  Ungleichung  (16)  für 
r  etwa  der  Werth  gelten: 

r  =  10  bis  100 .  (25) 

5.  Ueber  Fluorescenz.  Wenn  beim  Natriumdampf  r  den 
Werth  1  besässe,  so  müsste  eine  merkbare  Lichtstrahlung  durch 
äussere  Einstrahlung  hervorgerufen  werden.  Dies  ist  bisher  nicht 
beobachtet  (allerdings  auch  nicht  genau  geprüft)  worden.  Bei  den 
sogenannten  fluorescirenden  Körpern  wird  nun  in  der  That  durch 
Belichtung  eine  merkliche  Eigenstrahlung  hervorgerufen.  Man 
könnte  versucht  sein,  diese  Erscheinung  duixh  kleine  Werthe  von  r 
zu  erklären.  Der  Character  der  Absorption  des  Körpers  kann 
dabei  noch  sehr  wechselnd  sein,  da  derselbe  durch  die  Grösse  «, 
d.  h.  das  Product  r  *  bestimmt  wird.  Indess  ist  der  Versuch,  auf 
Grund  der  Bewegungsgleichung  (8)  der  Ionen  eine  Theorie  der 
Fluorescenz  geben  zu  wollen,  von  vornherein  als  aussichtslos  zu 
bezeichnen.  Jene  Differentialgleichung  ergiebt  nämlicli  allemal, 
dass  im  stationären  Zustande  die  Ionen  Schwingungen  von  gleicher 
Periode  ausführen,  wie  die  einfallende  elektrische  Kraft  X,  Da- 
durch wird  aber  gerade  eine  characteristische  Ersclieinung,  dass 
nämlich  das  Fluorescenzlicht  fast  stets  eine  andere  Farbe  als  das 
am  stärksten  absorbirte  Licht  besitzt  nicht  erklärt. 

Man   muss    nothwendig  die  Fluorescenz    auffassen    als    eine 
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Luminiscenz,  die  durch  besondere  (eventuell  chemische)  Vorgänge 
erregt  wird,  deren  Ursache  in  der  Belichtung  zu  suchen  ist  Der 
bisherige  mathematische  Ansatz  wäre  also  wesentlich  zu  er- 
weitern.^) 

6.  Die  Yerbreltenmg der  Spectrallinlen  nach  dem  Doppler- 
schen  Princlp.^)  Wenn  die  Ionen  völlig  ungedämpfte  Eigen- 
schwingungen besässen,  so  würden  sie  trotzdem  nur  dann  völlig 
scharfe  Spectrallinien  ergeben,  wenn  ihr  Schwingungscentrum  in 
Ruhe  bliebe.  Da  dieses  aber  an  das  Molecäl  geknüpft  ist  und  die 
Molecüle  nach  der  kinetischen  Gastheorie  mit  beträchtlichen  (Ge- 
schwindigkeiten im  Räume  hin-  und  herfliegen,  so  müssen  nach 
dem  Doppler 'sehen  Princip  die  von  den  Ionen  erregten  Schwin- 
gungen etwas  wechselnde  Perioden  haben,  d.  h.  die  Spectrallinien 
kcmnen  nicht  völlig  scharf  sein. 

Wenn  ein  Ion,  welches  die  Periode  T  besitzt,  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  v  gegen  den  Beobachter  bewegt,  so  erhält  der- 
selbe nach  dem  Doppler'schen  Princip  (cf.  S.  435)  Licht  der 
Periode: 

(26)  7^=^(1  +  ^), 

falls  c  die  Lichtgeschwindigkeit  in  dem  Räume  zwischen  dem  Ion 
und  dem  Beobachter  ist.  Da  der  Brechungsindex  der  Gase  und 
der  Luft  nicht  merklich  von  1  abAveicht,  so  kann  man  c  =  3  •  10  *  ^  cm  sec. 
setzen.  Wenn  wir  daher  zunächst  annehmen,  dass  alle  Molecüle 
die  gleiche  Gescliwindigkeit  v  besitzen,  so  würden  die  entsendeten 

Wellenlängen  in  den  Grenzen  >l  (l  ±  ^  j  liegen.   Die  Breite  flk  der 

Spectrallinie  würde  daher  betragen 

(27)  dX  =  X  ^! . 


1)  Eine  befriedigende  Theorie  ist  bisher  nicht  aufgestellt  worden.  —  Die 
von  Lonimel  (Wied.  Ann.  3,  S.  113,  1878)  gegebene  Theorie  hat  G.  C.  Schmidt 
(Wird.  Ann.  58,  S.  117,  1800)  näher  mit  dem  Experiment  verglichen  und  nicht 
bestätigt  gefunden. 

2)  Diese  Frage  wurde  zuerst  von  Eber t  in  Wied.  Ann.  30,  S.4()6,  1889  be- 
handelt. Nach  seinen  Rechnungen  sollte  sich  die  Interferenzfahigkeit  der 
Spectrallinien  zu  niedrig  ergeben,  wenn  man  das  Doppler'sche  Princip  anf 
die  leuchtenden  Gasmolecüle  anwendet.  —  Durch  vollständigere  Discussion  hat 
indess  Lord  Kayleigh  (Phil.  Mag.  (5)  27,  S.  298,  1880)  diesen  Widerspruch 
im  Wesentlichen  gehoben. 
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Nach  der  kinetischen  Gastheorie  *)  ist  nun  der  Mittel werth  des 
Quadi'ats  der  Geschwindigkeiten  der  Molecüle  gegeben  durch 

Mittel  {v^)=^'^''^,  (28) 

wobei  M  das  Moleculargewicht  des  Gases,  (^  seine  absolute  Tenipe- 
ratui'  bedeutet.    Setzen  wir  daher: 

V  =  /Mittel  (t;2)  =  15,8  •  10«  lA~  ,  (29) 

so  würde  z.  B.  für  Wasserstoff  {M  =  2)  bei  50  ^  Geis.  (^  =  323) 
folgen  V  =  2010  •  10^  cm/gec  =  2010  ^Isec    Die  Breite  einer  Spec- 

trallinie  müsste  also  nach  (27)  sein:  rf2  =  Jl  •  1,34  •  10"^  —  Nach 
(27)  müssen  die  Spectrallinien  im  rothen  Theile  des  Spectrums 
mehr  verbreitert  sein,  als  im  blauen  Theile.  Dies  entspricht  that- 
sächlich  der  Erfahrung.  2) 

Die  Breite  einer  Spectrallinie  hängt,  wie  wir  früher  auf  S.  143 
sahen,  zusammen  mit  dem  grössten  Gangunterschied,  bei  welchem 
das  Licht  der  Spectrallinie  noch  interferenzfähig  ist.  Wenn  man  aus 
der  Spectrallinie  zwei  Strahlen  bildet,  welche  einen  Wegunterschied 
von  d  cm  besitzen,  so  können  nach  Formel  (28)  auf  S.  143  diese 
Interferenzenfransen  bilden,  deren  Sichtbarkeit  V  für  den  Fall, 
dass  die  Lichtstärke  in  der  ganzen  Breite  der  Spectrallinie  die- 
selbe ist,  gegeben  wird  durch 

V  —  **^  ^^  ^  *  ro(\\ 


'-  =  t-t  =  ^'  (31) 


Dabei  hängt  nach  den  dortigen  Formeln  (22)  und  (20)  die  Grösse  a 

mit  der  Breite  dji  =  X^  —  ^2  der  Spectrallinie  in  folgender  Weise 

zusammen : 

1  _  l      dx 

La        X, 

Die  Sichtbarkeit  V  der  Interferenzenfransen  ist  nach  der  dor- 
tigen Gleichung  (26)  definirt.  Nach  Rayleigh  kann  man  nun 
noch  Interferenzen  wahrnehmen,  wenn  das  Verhältniss  Juin :  Juax 
der  Lichtstärken  an  den  Stellen  grösster  Dunkelheit  und  Helligkeit 
den  Werth  0,95  besitzt.    Daraus  würde  V  folgen  zu  0,025.    Setzt 


1)  Vgl.  z.  B.  L.  Boltzmann,  Qastheorie  I,  S.  14. 

2)  Vgl.  Winkelmann,  Handb.  d.  Physik.  Optik,  S.424  (Autor  Kay ser). 
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man  diesen  Werth  in  (30)  ein  und  berücksichtigt  (27)  und  (31),  so 
würde  die  maximale  WegediflFerenz  rf,  bei  welcher  noch  Interferenzen 
zu  erhalten  sind,  folgen  aus 

(32)  0,025  =  '^^^l'f-'ji^  =  '^- , 

wobei  zur  Abkürzung  4  .  •  -  =  «  gesetzt  ist    Da  die  rechte  Seite 

von  (32)  klein  ist,  so  ist  die  kleinste  Wurzel  von  x  in  der  Nähe 
von  1  zu  suchen.    Setzt  man  x  =  1  —  e,  so  folgt  aus  (32): 

0,025  =     ,  f~    ,  =  6 . 
Es  ergiebt  sich  also 

(33)  •  ^  =  a..A  =0,975.;^. 

Wenn  man  darauf  Rücksicht  nimmt,  dass  nicht  alle  Molecüle 
die  gleiche  Geschwindigkeit  v  besitzen,  so  wird  der  Werth  von 
<^lx  noch  grösser,  nämlich  annähernd*) 

(34)  A  =0,345^-. 

Wenn  z.  B.  die  Temperatur  des  in  Geissler'schen  Röhren 
leuchtenden  Wasserstoffs  50^  ('eis.  beträgt,  so  müsste  die  Inter- 
ferenzföliigkeit  seiner  Spectrallinien  zum  ersten  Male  verschwinden 
bei  dem  Gangunterschied: 

^  =  51600. 

Bei  Natriumdampf  im  Bunsenbrennei'  ist  3/=  2  •  23  =  46  zu 
setzen.  Nehmen  wir  die  Temperatur  zu  1500^  Cels.  an,  d.  h.  setzen 

/>=  1773,  so. würde  nach  (29)  folgen  f  =  98,2  •  10^  und  nach  (34) 
(//;.r_  105000. 

Hier  würde  die  Interferenzlaliigkeit  eine  noch  höhere  sein, 
wenn  die  Temperatur  niedriger  Aväre.  In  der  That  kann  man  durch 
elektrische  Entladungen  in  einer  mit  Natrium  beschickten  Vacuum- 
rölire  Licht  von  höliei*er  Interferenzfähigkeit  erhalten.    Bei  dieser 

1)  Vgl.  darülwr  Lord  Rayleigh,  Phil.  Mag.  (5)  27,  S.  298,  1889 
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Elektro-Luminiscenz  ist  die  Temperatur  viel  niedriger.  Micliel- 
son  schätzt  sie  in  einem  Falle  auf  250^  Geis.  Dann  würde  dji  zu 
205000  folgen.  Bei  50^  Gels,  wäre  dj^  =  245000.  Die  grosse  Inter- 
ferenzfahigkeit  der  Quecksilberlinien  erklärt  sich  durch  das  grosse 
Atomgewicht  (welches  beim  Quecksilber  als  einatomiges  Gas  gleich 
seinem  Moleculargewicht  ist).  Denn  nach  (29)  wird  durch  ein 
grosses  M  die  Geschwindigkeit  v  der  Molectile  gering.  Für  Queck- 
silber folgt  bei  Jf  =  200,  ^  =  273  +  50  =  323,  v  =  2  •  lOS  und 
djx,  =  517000. 

Die  in  dieser  Weise  für  die  Interferenzfähigkeit  berechneten 
Zahlen  stimmen  annähernd  tiberein  mit  den  Beobachtungsresultaten 
von  Michelson.*)  Derselbe  konnte  auch  direct  den  Temperatur- 
einfluss  auf  die  Interferenzfähigkeit  mit  Hülfe  einer  mit  Wasser- 
stoff gefüllten  Geissler'schen  Röhre  nachweisen,  welche  durch 
ein  umschliessendes  Kupferblech  auf  300®  G.  erhitzt  werden  konnte.'^) 
Ohne  diese  Erhitzung  waren  die  Interferenzfransen  deutlicher,  als 
mit  der  Ei'hitzung.  Die  Erscheinung  spricht  zugleich  dafür,  dass 
die  Temperatur  in  der  Geiss  1er' sehen  Röhre  eine  niedrige  ist, 
d.  h.  dass  das  eingeschlossene  Gas  luminiscirt,  und  nicht  in  Folge 
holier  Temperatur  leuchtet.  Denn  eine  Erhitzung  der  Röhi*e  um 
300®  Gels,  kann  nach  (29)  nur  dann  auf  die  Moleculargeschwindig- 
keit  V  merklichen  Einfluss  haben,  falls  die  Temperatur  ^  niedrig 
z.  B.  50®  Gels.  ist. 

Wenngleich  die  so  erhaltenen  Zahlen  über  die  Interferenz- 
fahigkeit  sich  den  Thatsachen  gut  anschliessen,  so  erschöpfen  den- 
noch die  hier  angestellten  Betrachtungen  den  Gegenstand  noch 
nicht  völlig.  Denn  einerseits  ist  nach  Ebert'^)  der  Abstand  zweier 
Linien  des  Sonnenspectrums,  die  noch  zu  trennen  sind,  kleiner,  als 
sich  aus  dem  Doppler' sehen  Principe  ergeben  würde,  andrerseits 
würde  nach  Lord  Rayleigh^)  die  Berücksichtigung  der  Rotation 
der  Molecttle  die  Interfereuzfähigkeit  des  von  ihnen  ausgesandten 
Lichtes  viel  mehr  herabsetzen,  als  die  Berücksichtigung  ihrer  trans- 
latorischen Bewegung.  Die  Rotation  der  Molecüle  würde  aller- 
dings nur  bei  mehratomigen  Molecülen  zu  berücksichtigen  sein. 
Die  Erklärung  der  gi^ossen  Interferenzfähigkeit  der  (^uecksilber- 
linien  würde  hiernach  nicht  hinfällig  werden. 

1)  PhU.  Mag.  (5)  34,  S.  280,  1892. 

2)  Astrophys.  Joum.  2,  S.  251,  189G. 

3)  8itz.-Ber.  d.  phys.  med.  Soc.  Erlangen,  1889.  —  Wied.  Beibl.  1889,  S.  944. 

4)  PhU.  Mag.  (5)  34,  S.  410,  1892. 
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7.  Andere  Ursachen  zar  Yerbreiterung  der  Speetrallinien. 

Die  Bewegung  der  Molecule  ist  nicht  die  einzige  Ursache  zur 
Verbreiterung  der  Spectrallinien.  Die  zeitliche  Dämpfung  der  lonen- 
schwingungen  muss  der  Interferenzfähigkeit  eine  Grenze  setzen 
und  daher  die  Specti-allinie  verbreitern,*)  da  Interferenzfähigkeit 
und  Homogenität  der  Spectrallinie  stets  einander  bedingen.  Die 
Ionen  werden  im  Zustande  stationären  Leuchtens  immer  wieder 
zu  Schwingungen  angeregt  durch  Zusammenstösse  der  Molecule. 
Je  häufiger  dieselben  sind,  um  so  kleiner  muss  wiederum  die  Inter- 
ferenzfähigkeit sein.  Da  nun  die  Zahl  der  Zusammenstösse  mit 
der  Dichte  des  Gases  grösser  ^wird,  so  muss  auch  durch  Ver- 
grösserung  der  Dichte  eine  Verbreiterung  der  Spectrallinien  ent- 
stehen, wie  die  Versuche  thatsächlich  bestätigen. 2)  Durch  alleinige 
Vergi'össerung  der  Dicke  der  strahlenden  Schicht  (innerhalb  ge- 
wisser Grenzen)  werden  die  Emissionslinien  dagegen  nicht  ver- 
breitert, sondern  nur  heller.'*)  Wenn  allerdings  *  die  Dicke  der 
strahlenden  Schicht  so  beträchtlich  wird,  dass  sie  für  alle  Wellen- 
längen merkliche  Absorption  besitzt,  so  muss  sie,  falls  reine 
Temperaturstrahlung  vorliegt,  nach  dem  Kirchho  ff  sehen  Gesetz 
sehr  verbreitei-te  Emissionslinien,  d.  h.  schliesslich  ein  continuir- 
liches  Spectrum  entsenden.^) 

1)  Diese  Ansicht  ist  von  Lommel  (Wied.  Ann.  3,  S.  251,  1877)  und 
Jauniann  (Wied.  Ann.  oU,  S.  832,  1894;  54,  S.  178,  lS05j  ausgesprochen  und 
niiitliemutisch  verfolgt  worden.  —  Vgl.  auch  Garbas  so  (Atti  d.  li.  Acid.  d. 
Seienc.  di  Torino,  XXX,  181M). 

2j  Vgl.  hierüber  Wiukelmann's  llandbueh  d.  Physik.  Optik,  S.  419  u.  f!'. 
(Autor  Kayser).  —  Die  Verbreiterung  der  ö[)ectrallinien  durch  gegenstutige 
elektrodynanjische  Beeinflussung  der  lonenschwingungen  ist  von  Galitzino 
(Wied.  Ann.  50,  S.  7S,  1895)  theoretisch  untt^rsucht  worden.  (Vgl.  auch  hierüber 
C.  A.  Mebius,  Wied.  Beibl.  1S99,  S.  419.) 

:i)  Vgl.  hierüber  Paschen,  Wied.  Ann.  51,  S.  33,  1894. 

4)  Vgl.  dazu  IL  Wanner,  Wied.  Ann.  (hS,  8.  143,  1899.  DersellK?  be- 
obachtete eine  nierkwünlige  Unikehrung  der  Natriundinie  bei  einer  <lurch 
wiederholte.^  Spiegelung  erreicht^;!!  Dickenvergrösserung  der  Natriumflamuie. 
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